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JDie  nachfolgenden  vier  Abhandlungen  bilden  mit  Ausschluss 
aller  geometrischen  und  mechanischen  Anwendnngen  eine  toU- 
ständige  Theorie  des  rein  analytischen  Theils  der  Differenzial- 
und  Integralrechnung.  Sie  sind  dem  mathematischen  Worterbuche 
des  Verfassers  entnommen  und  tragen  den  Stempel  des  le^ica- 
lischen  Ursprunges  insofern  an  sich,  als  in  jeder  Abhandlung  eine 
gewisse  Abgeschlossenheit  sich  geltend  macht.  Es  entschuldigt 
sich  aus  diesem  Grunde  wohl  leicht,  dass  erst  die  vierte  Abhand- 
lung die  Functionenlehre  oder  Differenzialrechnung  enthält,  welche 
bei  systematischer  Anordnung,  wenigstens  mit  ihren  ersten  Ab- 
schnitten, zu  Anfang  hätte  gegeben  werden  müssen. 

Wenn  dies  Buch  fQr  die  ersten  Anfänger  nicht  bestimmt  ist, 
so  hat  der  Verfasser  dagegen  geglaubt,  dass  es  als  einigermaassen 
vollständiges  und  den  neueren  Arbeiten  ihr  Recht  gewährendes 
Handbuch  nicht  ohne  Nutzen  sein  werde,  um  so  mehr,  als  die 
meisten  Lehrbücher  sich  auf  die  Elemente  beschränken.  Man 
wird  wenigstens  bei  der  Durchsicht  finden,  dass  Vieles  darin  ent- 
halten ist,  mehr  selbst,  als  die  Seitenzahl  erwarten  lässt.  Dies 
ist  nicht  allein  durch  den  sparsamen  Druck  und  die  eigenthüm- 
liche*äu68ere  Einrichtung  und  Anordnung,  an  die  man  sich  beim 
Lesen  wohl  bald  gewöhnen  wird,  sondern  auch  einigermaassen 
durch  die  Art  des  Vortrages  zu  erreichen  gewesen. 

Die  erste  Abhandlung  enthält  die  Theorie  der  analytischen 
Quadratur.  Bestrebt  war  man  hier,  bei  der  Begründung  der  ein- 
zelnen Sätze  und  Betrachtungen  die  nöthige  Strenge  walten  zu 
lassen,  und  namentlich  auf  die  complexen  Grössen  die  erforder- 
liche Rücksicht  zu  nehmen.  Diejenigen  Abschnitte,  welche  die 
bestimmten  Integrale,  die  vielfachen  Integrale  u.  s.  w.  enthalten, 
werden  dies  zeigen.  Die  hier  gegebenen  Integraltafeln  (unter  Be- 
nutzung derer  von  Meier  Hirsch  angefertigt)  werden  für  die  Praxis 
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von  Nutzen  sein.  Auf  die  Begründung  der  Theorie  der  com- 
plexen  Grössen  konnte  hier  natQrlich  nicht  weitläufiger  eingegan- 
gen werden,  und  ist  daher  manches  im  vierten  Abschnitte  Ent- 
haltene vorausgesetzt. 

Die  zweite  und  dritte  Abhandlung  enthalten  die  Theorie  der 
totalen  und  partiellen  Difierenzialgleichungen.  Von  neuen  Unter- 
suchungen ist  hauptsächlich  die  Theorie  der  totalen  DifFerenzial- 
/  gleichungen  mit  mehreren  Variablen  zu  erwähnen,  welche  von 
^/  Pfaff  und  JalLobi  begründet,  hier  mit  mancherlei  Ausführungen 
und  Erweiterungen  gegeben  ist.  Unmittelbar  an  diese  Theorie 
knüpft  sich  die  der  partiellen  Differenzialgleichungen  als  eines  be- 
sonderen Falles.  Der  Verfasser  hält  dies  nicht  allein  für  den 
kürzesten,  sondern  auch  für  den  natürlichsten  und  durchsichtigsten 
Weg,  zu  den  vielen  Resultaten,  welche  namentlich  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  gewonnen 
sind,  zu  gelangen.  Auch  die  Arbeiten  von  Monge  und  Ampere 
über  partielle  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnung  fügen  sich 
in  diese  Vortragsweise  bequem  ein,  und  gibt  dieselbe  zu  manchen 
in  diesem  Buche  enthaltenen  Erweiterungen  dieser  Betrachtungen 
Anlass. 

Die  vierte  Abhandlung  gibt  in  ihrer  Einleitung  zunächst  drei 
verschiedene  Theorien  der  complexen  Zahlen.  Besonders  macht 
man  auf  die  letzte  von  Cauchy  herrührende,  aber  weniger  bekannt 
gewordene,  welche  dem  Begriff  der  Gleichheit  die  der  algebraischen 
Congruenz  substituirt,  aufmerksam.  In  ihrem  Verfolge  bringt  diese 
letzte  Abhandlung  die  Functionenlehre.  Man  ist  bestrebt  gewesen, 
Aelteres  —  hauptsächlich  auf  reelle  Zahlen  Bezügliches  —  mit 
dem  Neuern,  welches  die  complexen  Zahlen  betrifft,  zu  verschmelzen. 
Die  Riemann'schen  Sätze  sind  insoweit  aufgenommen,  als  diesel- 
ben in  eine  allgemeine  Theorie  gehören ,  und  sich  nicht  auf  spe- 
cielle  Probleme  beziehen  (das  sogenannte  Dirichlet'sche  Prinzip 
enthält  der  dritte  Abschnitt).  Mit  dem  Verfolge  des  Druckes  des 
mathematischen  Lexicons  soll  als  Anhang  zu  diesem  Buche  noch 
die  Variationsrechnung  besonders  abgedruckt  werden. 

Berlin,  im  Februar  186H. 

Der  "Verfasser. 
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VII 

*  fahren«,   wenn  die  Anifthl  der  Inte-  18.  Erweiterang  der  Amp^re'schen  Me- 
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39.  Yortheile  für  die  Integration,  wenn  sialgleichnngen  durch  Reihen  und  durch 
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6.  Vom  Differenziiren  monogener  Fnnc-  18.  Entwickelang  der  Functionen  nach 
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hen    nach    ganzen  positiven  Potenzen  sie  genügt  558. 

510.  26.  Historische  Betrachtungen  567. 


I.    Analytische  Quadraturen. 


1)    Einleitung..  recten   Definition    der    Integrale   einige 

Die  Auflösung  der  Diffcrenzialgleichnng  Ausführung  zu  geben,  und  zunächst  die 

o            «  Identität  derselben  mit  der  vorhergege- 

^^rrjA  bcncn  indirecten  zu  erweisen. 

wo   die  rechte  Seite  die  eine  Verander-  „2)  Definition  der  Qn.dr.tnren 

f  1.       •  v^      iv«i^      '  ja  T  M.       1  •  Oder  inteflrraie  üIs  Dummen, 

liehe  nicht  enthält,  wird  Integral  im  en-  ©   •  *^  «      ^» 

gern    Sinne,    oder    Quadratur    genannt.  Es  seien 

Der  letztere  Käme  ist  der  Geometrie  ent-  ti  .v.  v    v.  •  •  •  v     a.v 

nommen,   und  dies  kommt  daher,   dass 

die   bezeichnete   Operation    zugleich    die  gewisse  Grössen,    welche  gegeben   sein 

von  denCurven  begränzten  Flächenstücke  sollen,  durch  die  rccurrente  Bezeichnung: 

ergibt,    die  Aufgabe,    dergleichen    Flä-  y  — y     4=f(x  ). 

chcnstücke   zu    bestimmen,    aber*  schon  P      P             P 

von  den  Alten  mit  dem  Namen  Quadratur  !>»«  Grösse  x^   ist  einer   anderen  Reihe 

bezeichnet  worden  ist  bekannter  Grössen: 

Die  Regeln  über  die  Quadraturen  bil-  x    x    x    x    •'•x        x 

den    mit    der   Diflferenzialrechnung    die  •'    *'    *'    **         *~*'    * 

Grundlage    der    hohem   Analjsis,    und  entnommen.    f(x)  stellt   eine    beliebige 

geben  zugleich   das  Hauptmittel  zur  In-  gegebene  Function  von  x  vor. 

tegration  der  Differenzialgleichutigcn  ab,  Setzt  man  in  unsere  recnrrente  Glei- 

welchc  fast  immer  in  der  ZurÜckföhrung  chung  für  p  nach  und  nach  die  Werthe 

auf  Quadraturen  besteht.  1,  2,  3  •  •  •  n  ein,  so  erhält  man  offen- 

Die  Aufgabe   der  Quadratur  oder  der  "*^'                    __       , //     \ 

Integralrechnung  im  engeren  Sinne  lässt  Vi  — Vo+Zt^i^ 

sich  also  nach  dem  Obigen  dahin  fassen :  Vi  =yi+/t^t)=yo+/l^i)+/l^i) 

„aus  der  gegebenen Diflferenzialgleichung  y^z^y^+f{x^)=y^-{-/lx^)-}-f{x^)'{-l{x^) 

^=l{x)  oder  dy=f(x)dx  ^    ""'  "    ^^ 

»^  also  allgemein: 

den  Werth   von  y  als  Function  von  x  y,  =yo+A''i)+/('i) +/(*«)+•" /"(*->• 

zu  finden.^'  '                                           *            ,   * 

Es   ist  dies  die   der  Differenzialrech-  Offenbar   ist  hierin   der  Ausdruck  für 

nung  entgegengesetzte  Aufgabe,  und  ver-  Vp    vollständig    bestimmt,    bis   auf   die 

hält  sich  zu  der  erstem,  wie  die  Division  Grösse  y«,    welche  willkürlich   zu   neh- 

zur  'Multiplication ,    oder  wie   die  Sub-  men  ist,   wenn  Nichts  über  deren  Aus- 

traction  zur  Addition.  wähl  anderweitig  festgesetzt  ist. 

Indessen  kann  man,   und   es  ist  dies  Nehmen  wir  nun  an,  die  Reihe  der  y 

in   der   That  der   historische  Weg    ge-  sei  eine   continuirlicfae,   d.  h.  jedes   y^ 

wesen,  den  man  dem  Wesen  der  Sache,  unterscheide  sich    nur  unendlich   wenig 

wenn  anch  nicht  der  Bezeichnung  nach,  y^j^  ^em  vorhergehenden;  es  wird  dann 

vor   der  Erfindung  der  Differenzialrech-  «  — «  _.    eine  unendlich  kleine  Grösse 

°^r:i:rÄ^Ä.^zjirr  t  -^».  f-'^««*  -<*  ^cv-  ^m  ^^*-^ 

tegrale  als  die  dirccte,  dagegen  das  Dif-  anzudeuten,  schreiben  wir 

ferenziiren   als    die    indirecte   Operation  /(«)  =  («  —  a?_j)y(x), 

auffassen.      Indem    man  unter  Integral  .     ^         **,       '  .    ^     «,.              ji.  l 

den   Grenzausdrock    einer    Summe    ver-  «» Ausdrock,  der  in  der  That  unendlich 

steht,  ganz  wie  durch  das   Differenzial  klein  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 

der  Grenzausdrock  lür  eine  Diffezcnz  be-  »eihe  der  x  ebenfalls  eine  continuirliche 

leiehnet  wird.  "*»  '/(*)  »^«J^  ^^  j«den  in  unsrer  Reihe 

Diese  Auffassung  ist  in  neuester  Zeit,  enthaltenen  Werth  von   x  nicht  unend- 

nachdem  der  Begriff  des  Integrals  durch  lieh  gross  wird.      Diese  beiden  Bedin- 

Hineinziehen  des  Imaginären  eine  höchst  gnng«»  ^md  übrigens  schon  hinreichend, 

frachtbringende  Erweiterang  erfahren  hat,  damit  auch  y^-  y     .   immer   unendlich 

von  der  grössten  Wichtigkeit  geworden,  klein,  also  die  Reine  der  y  continnirlich 

Es  wird   daher  nöthig   sein,  dieser   di-  sei. 


Wir  haben  nftmlioh:  Nimmt  man  an,  das«  0=0  sei,  so  ist 

oder,    wenn  wir   der  gewöhnlichen   Be-   ,^,    ^      .  ,  . .    ^     .  ^ 

seicfannng  gemäss  ^»®  Bezeichnung  hierfür  ist: 

v  —  w       =dti  m  X  — X       —dx  /•*  /** 

>    >-t      V     F      P-1        P  y=/      7(«)4Ai    oder  =#      y(:r)rfjr; 

sohreiben,  die  Indices  aber  weglassen:  ^  x%  *^  *% 

dtf  x^  heisst  nntere,  x  obere  Ghrenze. 

^-'/W  dx~^^  Hierin    zeigt    die   GrOsse    u    oder   x 

Der  vorhin  aufgestellte  Ausdruck  lür  y    (««  J»™"»*  ««f .f«  Wahl  des  BuAsta- 
ist  dann  •  ^^^"^  ^^"^  ^        *"^  nnter  dem  Sum- 

men- oder  Integralzeichen  nur  an,   dass 

SF^=yo +l>™[<'^iV(*i)  +  »'//(^«)  +  "*  Tür  dieselben   nach   und  nach  eine   con- 

'    -{-dx  (f(x  )].  tinnirliche  Reihe  von  Werthen  ar^,  jr  j,  •  •  •  j: 

'      ^  zu  setzen  ist,  deren  erster  also  x^,  deren 

Wo  die  Bezeichnung  lim.  (limes,  Grenze)  letzterer  ist.   Dass  nftmlich  <f(x^)  eigenl- 

anseigt,  dass  die  GrOssen  dP|,  x^^.  ..  x  lieh   in  unserer  Summe  nicht  vorkommt 

.•     •  !•  I.     n  'L        r    •       j^-  f^/   irt  unerheblich,  da  ein  Glied  q(xJ)dx^ 
mcontinuirlieherReihe  auf  einander  fol-  ^^^^    ^.^   g^^^^   ^.^j^^   iudert,   weni 

gen,  mithin  auch,  wenn  x,  und  x^  einen   ^^^^^   ^^.^^   ^^    ^^^    verschikndend 

endlichen  Unterschied  haben,  ihre  An-   klein  ist.     D.  h. 

zahl  unendlich  gross  ist.  „Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  x, 

D»  der  Auwlmck  rechte  fOr  jeden  «». «»  *  «»»•'8^».  i«  S«  kein«  Begel 
ti7^^u  «^«  -  Am.«  •n»Ahx.H*<»A  ..  «i.o  fcstgcsetzt ,  es  ist  dasselbe  also  bis  auf 
Werth  von  x^    das  zugehönge  3f^,also,    ^j/continuitat   der  Grossen  ganz  belie- 

da  die  Reihe  der  x  ins  Unencliche  aus»  big,  und  somit  nur  der  Anfangswerth  x« 

gedehnt  werden  kann,  für  jedes  .r  das  und  der  Endwerth  x  bestimmt.'* 

zugehörige  y  gibt,    so   stellt  die  Reihe  Es  erleidet  also  auch  keinen  Zweifel, 

redits  offenbar    den  Werth    von  y    als  dass  man,  selbst  wenn  die  Grenzwerthe  x« 

Function   von   x  vor  und  ist    also  die  und  x  reell  sind,  auf  dem   Uebergange 

Auflösung  der  Gleichung  von  einem  Werthe  zum  andern  zu  ima- 

^y  gin&ren  Werthen  von  x  gelangen  kann, 

-^zzffix),  und  zwar  können  diese  Werthe  unend- 

lieh  verschiedener  Art  sein.    Wir  erhal- 

Es   tst  also  die  directe  Form  der  In-  ten  auf  diese  Weise  unendlich  viel  Wege 

tegiale  als  Grensen  von  Summen  gefun-  ^er  Integration.     Jedoch  wollen  wir  die 

den,   nnd    mithin  auch   die    allgemeine  Ausffthmng  dieser  höchst  wichtigen  Un* 

Mögllchkeit  des  Integrirens  dargethan.  tersuchungen    vor   der  Hand  noch  auf- 
schieben, und  annehmeUf  dass  die  Grösse 

3)    Bezeichnung  der  Integrale  ;r  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration, 

und Grnndeigenschaft  derselben.  ^^^  wahrend  des  Ueberganges    von  x. 

Den  ganz  willkfthrUchen  Ausdruck  y,  ^^  ^    im^er   reell   sei,   eine  Annahme, 

nennt    man    „  willkührliche   Constante.**  P 

Eine    solche   enthält    mithin  jedes  Inte-  die  übrigens  nicht  ausschliesst,  dass  y(x)- 

gral,  und  sie  ist  durch  irgend  eine  pas-  «^^  diesem  Wege  imaginär  wird, 

sende  Annahme  zu  bestimmen.  E»  ^1«»^*  dann   allerdings   noeh    das 

Q  Gesetz,    nach  welchem  die    Ghrössen  x 

Setzen  wir  ^^^   einander  entstehen,  völlig  Willkür- 

C  ftr  y^,  X  und  y  für  x    nnd  y  ,  lieh. 

so  hat  man                          '^  ülelunen  wir  z.  B.  an,  es  sei 

y=C  +  lim[i«X4y(x,)+rf4:,'/(j:,)+  •  •  •  •%=Vl"^*' 

w         1.    •!.     1.    u-i  +»*yw]-   WO  «  eine  beliebige,  natftrlieh  unendlich 

Man  schreibt  abgekürzt  ^^^^^  Constante  ist,  so  werden  wir  auch 

yzzjlf(x)dx.  haben: 

Unter  dem  Zeichen  /  ist  also   der  all-  x,  =x,4-ff»  *a  =  *o+2a,  .  .  .  . 

gemeine  Ausdruck  Ar  y    zu  verstehen,  *^  =  '»+P<*» 

SU  dem   die  willkfihrliche  Constante   C  j        j^  j 

ftddirt  ist.  dx,  =  dx^  .  .  .  -ito^-ir. 


ftUo: 

y(-r)rfj:  =  lim[ay(j-.-f«')-f«y(j-,-f2«)4-   .  •  .  -t-«y(x)] 

Ist  dangen 

je  -rx     ^ 
p        P-^ 

uud  r  eiue  uneDdlich  weuig  vcMi  der  Einbeit  *b«r«i«lMn4e  Coaüaale,  to 

p 

p  p — ^  p—^ 

....   Ar  =^r  x^-r      x^z=.r      jr,(r— 1), 

aUo: 

zwei  Werche  des    betttimiiUeB  IntegraU,  die    «Herdiogs  in  der  Fonn  too  eiiMndfT 
abwcieheo.     Ks  lä^Bt  sich  jedoch  be weiften,  d«M 

,,Weiui  y(jr)  Mif  dem  gMUMii  lutegrationnwege  niclit  anfburt  endlich  nnd  eoB> 
tinuirlich  zu  beiti,  die  Wahl  des  GcDeCze«,  nach  weMwM  die  x  asaeiiuaideT  ent- 
stehen, keinen  Einflui»  auf  den  VITerth  de«  be^timaiteD  lotegrali  aMrittC,  ftetarterci 
Diiüiin  einen  ganz  beistimmte«  Werth  hat/* 

Penn  sei: 

l/^U«  [(*.-*.)/■(*.) +<*,-*.)/•(*,)+  ...  +(*.-'._,)/(*.)] 

uud 

Setzen   wir  ferner  fcft,   dasf  [(x)  ftr   Samme,  alle  swiMfaea  x^   ■»!  x     lie- 

alle  WertJie   zwiaeben   den    Grenzen  jr.    _^  ^       «»  _,.                     ^'-w    .^*    ... 

nnd  X     continuirlidi  bleibr    da^M  g««Mi«B  Wertb«  tob  x  eaddlt,  so  aasi 

nnd  x^  continuiriidi  Diemr,  aa«»  iwthwendig  ein  beliebigei  Glied  x^  der 

Vi  =^ir  y,  =  '^„  ciMO  B«ib«,  einen  f    der  andeni Reihe 

iei,   00  stelien    U  und  F  beida  ein  bc-  gteidi  leln.    Wir  Mtsen  also 
stimmte»  Integral  von  der  Form  x=y      x,=:«# 

Die  Glieder  x^  nnd  x^  sind  beliebig  der 


'^^^  ersten  Beibe  entnommen,  y    nnd  y  ,  dem 

vor.     Es   Ut  w   beweisen,  dass    beldf  angemessen    ans    der    zweiten    Libe. 

denselben  Werth  haben.  Betrachten   wir  nun   die  Thcllc   beider 

Da  sowohl   die  erste ,   fds  die  swsite  Bunimen: 

Wenn  sich  die  Zahl  r'  an  r  annähert,   so  wird  sich  auch  («'  an  ^  nibem,  und 

die  Ausdrücke 

^(*,.^Pi   /^\-^.a)»   /(-»r+a^  •  ••  (V^' 

ebenso  wie 

f^(f+l^'    '%+»>•    ^^+8>  •  •  •  V> 

wertl«a  dem  Varhtltniue  der  QI«icUt«it  inua«r   nUtw  Tftck«ii,  «o  dut  mau  lür 
di«  «rtte  Somae  «uch  •«Uen  k«na: 


und  für  di^  ^sveite: 

Wegen  der  Yoranssetsiing  Continnität  beliebig  wählen  kann.    Man 

r  =y        9     =y  nimmt  es  natürlich  derart,  da§8die8nm- 

r    '^ '       r'     ^ff'  mimng  der  entstehenden  Beihe  möglichst 

sind  aber. diese  beiden  Grensansdrfteke  einfach  wird. 

gleich ,    und   da    dies   von   den    andern  I^»«»  Verfahren  ist  von  Fermat  nnd 

Theilen  beider  Snmmen  in  gleidier  Weise  Andern  schon  lange   vor  Erfindung  der 

gilt,  so  hat  man:  hohem  Analysis  eingeschlagen  worden. 

.,     y  In  den  wenigsten  Fälen  wird  man  das 

'  Qeseta  einer  arithmetischen  Progression 

womit  unser  Sats  erwiesen  ist  an  i^iUen  haben. 

4)    Beispiele  der  Ausführung       Beispiel.    Es  sei  au  bestimmen: 
von  Quadraturen.  ph 

Aus    dieser   Betrachtung   folgt,    dass  ^~,/     *****' 

mau  bei   den   Quadraturen  das  Entste-  *     ^ 

hungs-Geseta  unter   der  Bedingung  der  Wenn  man  hierin  setsen  wftrde: 

lf  =  a[(«+«)'+(rt-f2«)'+(«+3<r/+    .   .    .    +(«4-p«)'l» 

80  bitte  man  die  Summe  der  sten  Potenzen  einer  arithmetischen  Beihe  au  finden, 
eine  Aufgabe,  die  nicht  ganz  leiclit  i^t,  namentli^di  wenn  $  keine  ganze  positive 
Zahl  ist.    Wir  setzen  daher 

also 

i;=(r-l>i[(r«)'+r(r«^)'+i''(r»«)'+    ..  ,    +r'"*(/a/], 

wo  r  unendlich  wenig  von  der  pfihei)  $ntf9r9t  ni^d  r  .a=6  ift* 

liian  hat  hier  offenbar  eine  leicht  zu  snmmirende  geONMiriBche  Beihfli  wis 
auch  $  sei,  nimlich: 

C^=(r— l)ra       [1+r      -f^r        ^-r    '    +...+r  ] 

,   b  fb 

oder,  fr^qnmMi  r  =-•  r^y-  setzt: 

£+i    tVr"    » — ^ .'v.+i : 

6  1»  -ai»  1-(?|T' 


Der  Factor    -r  is^  gleich  . f .— ,1 — 

ein  Audmcki  der  f3r  unendlich  grosses  p  offenbar,  da  yj-y  =1  is^  die  Summe 


/ 


__8 

5)  Einige  S&tze  über  die  Quadraturen  ergeben  sich  unmittilbar  ans  der  Snm- 
menform. 
Es  ist: 


In  dem  letzten  Ausdruck»  ist  die  Reihenfolge  der  xi 

Da  nun  das  Zeichen  dx  der  abgekürzte  Ansdmck  für  die  Differenz  eines  belie- 
bigen X  und  des  Vorhergehenden  war,  so  ist  jetzt: 

«—1       » 


zu  setzen,  also: 

wodnrch  man  für  die  letztere  Reihe  erhalt: 


Blaa  hat  also : 

f{x)dx:z  -/       fix)dx 
xp  •/    x^ 

oder: 

r(u)du=^l    f{u)du. 
a  ^   ß 

„Man  kann  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals   vertauschen,   wenn   man 
das  Yoneichen  Ändert.^ 

Ist  /(d?)  =  l,  so  erhalt  man  sogleich: 


f.- 


dx=  h^a. 
Aus  der  blosien  Form  des  Ansdruckes: 

+  .. .  +OJ-*p/V), 

wo  y  =2r     .ein  beliebiger  Werth  von  x  zwischen  o  und  ß  ist,  folgt  sogleich: 

f  nx)dx  =  r%)  dx  +  f  f(x)dx. 

„Es  bleibt  aber  diese  Formel  auch  noch   richtig,  wenn  y  nicht  zwischen  o 
und  ß  liegt**    Denn  es  ist^ 

f''f(x)dx  -  f  n^)dx  =  rnx)dx 

*/   n  y  ^   a 

oder,  wenn  man  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 


-f  f{s)dx-f  f(s)dx 


ß 

Mttt; 

f%)dx  =  r^f(x)dx^r^f(x)dx, 

./    a  Ja  Jß 

was  offenbar  mit  dem  Vorigen  ttberein stimmt,  wenn  man  ß  mit  y  yertanscht.    Es 
fallt  aber  hierin  ß  nicht  zwischen  a  und  y,  sondern  Über  y  hinaus. 


Kodi  ist  MUMtrmtifcttdHeh} 


d.  li.  „das  Integral  einer  Summe  oder  einander  entgegengesetet,  d.  h.  die  von: 
Differenz   ist  gleich   der   Summe  oder  «  0 

IHfferen«  der  einaelnen  Integrale."  Mr\.{x)dx  --  f  f{x)(f{T)dx 

Femer,  wenn  c  eine  Constante  ist:  *^  a  • '  « 

Anch  ist  klar,  „dass  jedes  bestimmte  „  1      ^      t  ^       1 

Integral  einen  pisitiren  Werth  hat,  wenn  ^  "»«»  »^^^  d*"  I"^*««^«^' 
f{x)  anf  dem  ganzen   Integrationswege  pß 

dasselbe  Yoraeidien,    und  gleiches   mit  /    f(x)q(x)dx 

ß—tt  hat**    Denn  in  der  Formel:  *^   « 

ß  zwischen 

haben ,  dann  immer  die  beiden  Factoren  **  ^ 

o;  — «     ^  nnd  /(ar  )  dasselbe  Zeichen,  da  l»«|«n«  ,  ^,  ^     , 

#      *-l  '^  •'  ^  Da  If  nnd  iV  Werthe   von   f{x)   ans 

jT  — «        mit  ß'-u  zugleich  positiv  nnd  der  von  a  nnd  ß  begrenzten  Reihe,  nn- 

'      .     .  ^  .:■«•,  ser  Integral  aber    continuirlich   igt,    so 

negativ  ist.     „Dagegen    ist  der  Werth  j^^^g  dasselbe  offenbar  gleich 
eines  bestimmten  Integrals  negativ,  wenn 
f(9  )  immer  dasselbe  Zeichen,  aber  das  ..  ^  pp  ,  .  , 

entgegengesetzte  wie  ß—a  hat"  •/   « 

Sei  jetzt  anter  dem  Summenzeichen  sein,  wo  x*  in  der  angegebenen  Reibe 
ein  Frodnet  f(x)'ff{at)  enthalten.  Hegt,  man  kann  aber  setaen: 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  <f(x)  sein  a/—a4-  (ft—uS  * 

Zeichen   zwischen  den  Grenzwerthen  a  a-r«v/'      ;» 

nnd  ß  nicht  ändert.  '^o  9  zwischen  Null  und  Eins  liegt,  denn 

Sei  dann  M  der  grösste  Werth  von  je  nach  der  Wahl  von  «,  erhalt  man 
f{x),  N  der  kleinste,  welcher  in  diesen  hieraus  für  a/  alle  zwischen  a  und  ß 
Grenzen  enthalten  ist.  '   üsllenden  Werthe  von  x.    Man  hat  also 


Dann  ist  also  immer : 


schliesslich: 


jr-/(x)  po.itiT,  JV-/-(ar)  negatiT.  r^^^^-^f^^-^^fla+t(p-u)]f^<,{a)äx, 

'Em  haben  also  anch  die  Grössen  */  «  •/   a 

[If —/(«)] //(«)  nnd  [^T— ^(a?)]y(«)  jedoch  nor,  wenn  y(«)  sein  Zeichen  nicht 
entgegengeseUte  Yorzeidien,  nnd  zwar  ändert.  Diese  Formel,  obgleich  die 
aof  dem  ganzen  Integrationswege  jeder  Grösse  von  i  darin  noch  nicht  bestimmt 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  da  y(;F)  das  ist,  ist  dennoch  zur  Berechnung  der 
seine  nicht  ändern  soll;  daher  sind  auch  Grenzen  bestimmter  Integrale  von  gros- 
die  Vorzeichen  von :  «er  Wichtigkeit. 

6)     Differensiation   der   Inte- 
&le  nach  einer  Constante. 
Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  Integral 
und  nach  einer  der  Grenzen,  oder  nach  einer 

/ß  in  ihm  enthaltenen,  bei  der  Quadratur 

\ff—f{x)]*i(x)dx  selbst  als   constant  betrachteten  Grosse 

ff  (Parameter)  zu  differenzüren. 


g^ß  6)     Differensiation   der   1\ 

I    [M^f{xj\tf{x)dx  grale  nach  einer  Constante. 

•/    ä»  IS«   flei    letzt   ein  bestimmtes   Int 


Offenbar  ist  nach  dem  Obigen: 

f{x)dx--l     f(x)dx=/         f{x)dx. 

tt  •/     tf  *^      Xn 


Xp 

2 


«iMVOT 
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Sind  ^  9  ^  , .   sw6i  auf  einander  folgende  Saemeale  mnaenr  Beihe,  fo  ift 

P         P'T^ 

aber: 


X     .— a?  ""  dx 

^+1      P  p 


was  man  auch  schreibt:  Et  ist  diese  Formel  allerdings  schon  ans 

-      /•«'»+1  V  ^^  ersten   Definition    der   Quadraturen 

^(  /  ({<^Wi*  absnleiten,  da 

•  dy  r* 

Das  Integral   /  /(ar)  <<ar  besteht  aber  ^    « 

*^  a>  war.    Wegen  der  Gleichung: 

nur  ans  einem  Qliede: 

also   da  !man  für  x     .  auch  x     setzen   .  ^   .  .  " 

*  f»+l  p  ist  dann  auch: 

kann,   da  diese   Ausdrücke  bis  .auf  ein  . 

unendlich  Kleines    einander  gleidi  sind,  <*/  /"'^ly^NjA         ^  v 

wenn  man    x  =ß  setat:  SVj  ^A*)*^)  = --/(«). 

<</  /*^  \  Enthalte  jetzt  das  Integral  f(x)  noch 

•T-l  I    f{^)^)^f(ß)»  ^^^^  Constante  c,  nach  welcher  differen- 

dß\J  ^  /  ,iirt  werden  solL 

Es  ist: 

A  A  A 

f  f(x,c')dx^r  f(x,c)dxzzf  \f(x,cO  ^l{x,e)]dx, 

also  wenn  e'  unendlich  wenig  von  o  Terschieden  ist,  und  man  auf  beiden  Seiten 
•  durch  e'-^c  diridirt: 

Ans  der  Vereinignng  dieser  3  Arten   des  Differensiirens  ergibt  sieh   noch, 
wenn  er,  ß,  e  Functionen  einer  Tierten  Grösse  «  sind: 

wo  der  KOrae  wegen  für   /    /(«,  c)  nur  /      geschrieben  ist.     Wegen  der  obi- 

•^   «  *^  a 

gen  Formeln  aber  hat  man: 

7)üebergangTon  denbestimmten  ableiten.     Indess   nimmt  auch  der  Aus- 
Integralen  an  den  unbestimmten:  druck  fikr 

Aus  einem  bestimmten  Integral  lAsst  p 

sich  immer  das   allgemeine  oder  unbe-  lf{^)^^ 

stimmte  vermöge  der  Formel: 

/px  welches    auch   der  gegebene  Werth  von 

f{x)dxz:C'{-  I    (J{x)dx  e    sei,   stets  die  Form  de«  bestimmten 

*^  a  Integvals  an. 
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Weaa  num  nimlidi  die  Qleidtnng 
MÜOit,  WO  «lao  l  ti»  Fanetion  ron  C  su  beitiBnen  iat,  «o  erhUt  maa: 

Bf  icagt  «ich  nur,    ob  die  Qteidmiig:  wo  C  gegeben  ist,  so  hört  t(M  ^  ^^^ 

9  Q)  =  C,  •"^»  «ndentig  su  sein,  imd  diese  Function 

wo  bat  eine  Variable  l,  und  muss  daher  ii&r 

/«  irgend  einen  Werth  Ton  jl  Null  werden, 

f{x)dx  ^'^  ^  diesen  also  wird 

gesetst  wurde,    immer  einer  Anflftsnng  ■*''*• 

^?  ^^         .    ,  .  .  E«  5«*  J«doch  wohl  an  bemerken,  dass 

;■      2L''*»  ^'*  ^®****  ■"  sehen,   immer  der  Werth  yon  X,  welcher  diese   Glei- 

der  Fall,    wenn  y(^)    eine    eindeutige  chnng erftllt,  imaginär  sein  kann.  Somit 

Fonction  ist.  Bind,  um  diese  Betrachtung  vöUig  durch- 

Ks   gbt    nimbch  immer    wenigstens  »uführen,  noch  die  Untersuchungen  über 

MMB  Werth   FOB  A,    ftr  weWtea  eine  Quadraturen  in  imagin&ren  Orenaen  nö- 

eittdentige  Function,  also  auch  thig,  die  wir  bis  jetst  unterlassen  haben. 

der  Null  gleich  wird,   und  es  muss  so-  ®^  »i'^führung  neuer  Variablen, 

mit  fftr  diesen  Werth   Ton  jl,  9(>L)r:C  ^^  das  Geseta,  nach  welchem  sich  die 

sein.    (Man  vergleiche  über  diesen  Qe-  —    .  ^,                                      /•<* 

genstand    die  letste  Abhandlung.)     Ist  variable  m  in  dem  Integral:  #     f(x)dx 

aber  ^.(jl)   eine  mehrdeutige  Function,  ,   .                «^  „    .                     * 

so  wird  sich   dieselbe  immer  ans  einer  ^^^^  S^ns  beliebig  ist,   so  kann  man 

Qleicfaung :  *^^  *  ^  Function  einer  andern  Varia* 

f(i^u)rzO  ^^®  tf  <l«nlLeQ.   Ist  dann  «^^(y),  so  hat 

herleiten  lassen,    wo  f  eine  eindeutige 

Function  von  l  und  %  ist,  und  «  =  9(1)  /W  =  V<y) 

su  soteeii  ist.     Betat  man  hierin  «=€;,  und: 

Oder  wenn  man  ffir  tf(jf)  wieder  «,  /(«)       BeispieL      Suchen  wir  a.  B.   das 
für  %ff($)  schreibt:  Integral: 

Die  Grensen  y«  und  y    aber  sind  so  an  so  setsen  ¥rir  x=:y — a,  also  dx=dy',  es 

bestimmen,  dass  '  *•'  ***™^ 
^     4.«    /    \                      da  £Br 

Dieser  wichtige  Sati  lehrt   die  Inte-      .  .       ,   -^       y-«+« 
grale    durch    EinAhrung    einer    neuen  wird  und  för 
Variablen  umformen,   und  ist   fftr  die  '-Pp 

wiiUidie  Ansiuhrung  der  Quadraturen  y^/l+a 

TOA  grosser  Wkhtii^Mit.  wird^ 

2* 
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•bo; 

Der  Werth  dieseB   bestimmten  Integrals  ist  n&mlich  in  Abschnitt  (4)  berechnet 
worden. 

Ein  andrer  wichtiger  Satz   für  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale  ist 
der  folgende.    Sei  wieder: 

wo 

ist,  so  kann  man  dafOür  bei  andrer  Anordnung  der  Glieder  auch  schreiben: 

*,/(*  )-«./"*.-[/(«.)-A*.)]*.-J/(*.)-««,)]«.-[/^C*.)-/(*.)]*. 

oder,  da  für  jedes  Element  x^,  x^  .  .  .  auch  das  folgende  gesetzt  werden  kann, 
wenn  f{x)  continuirlich  bleibt: 

•Iso 


f(x)äx  =  bf(b)^af(a)  -/        xdf{x) 


oder,  wenn  man 

/■W=y,  r(«')=y..  /(»)=y» 

schreibt : 


a 

h 


Beispiele.    Es  sei  zu  bestinunen  das  Integral:    /    \g(x)äx,  so  ist 


a 
lg  6 


lgarrfr  =  Älg(Ä)  — alg(a)  — #        arrfy, 
a  «^   lg« 


wo  y^rlg«.    Da  aber 

d\gx  =  — 

X 

ist,  so  hat  man: 

»lg  6 


/IgO  ^o 

xdy^M     dx^b'-a^ 
Iga         «^   a 


also: 

1    Igx^n&lg  6— alga~6+a. 
•^   a 

Beide  letzten  S&tze  yereinigt  geben  noch  folgendes  Resultat.   Es  ist,  wenn  man 

setzt: 

f{x)^%x)dx=r         f{x)de,(x)=f(by,(b)'-f(aM^)-J  ..M'^f^'h 


13 

wie  man  eAUt,    wenn  man  in  der  leisten  Vonatl  q(r)  für  x  gesetot  denkt. 
/*l)6r  68  ist 


wo  wieder 


ist,  also: 


m^"^'^ 


Es  sei  nnn 


so  ist  offenbar: 

*x 


f'(')=^=y<'% 


dx 


die  untere  Grftnze.  X  ist  hier  völlig  willköhrUch ,  da  darüber  Nichts  festgesetzt 
war,  also:  ^ 

f  n*)y^^)^-mf  ^»)dx^f{a)p%(x)dx^^  \J^y<')dxy{x)dx. 

üebrigens  ist  trots  der  Willkürlichkeit  von  X  der  Worth  des  rechtsstehenden  Ansdracks 
stets  derselbe,  wie  auch  X  bestimmt  werde,  da  /*  f{x)y;{x)dx  völlig  bestimmt 
ist    Dies  ist  aadi  direct  za  erweisen.    Denn  setzt  man  ^  für  A,  so  wird: 

^x)dx:z/     tp{x)dx^l     ^x)dx, 
^  ^  f*  J  X 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  vorletzte  Fonnel,  nachdem  daselbst  X  für  u 
geschrieben  ist,  einsetzen: 

/  A«)  y<x)  dx = f{h)r  tp{x)  dx^  f{a)r%{x)  dx+r  ^(«) dx  [a*)- ««>] 

•'ä  ^   X  J    X  ^   u 


Es  ist  aber: 


^f  |y*%(«)<te+y  ip{x)dx\r{x)dx. 
Ij*  ^')^»+r  ^(x)dx\f'(x)dx=r  r^yix)f{x)dx 

hf  tfr{x)dx'f  r{')dxnr    f''v4,x)r(x)dx-\-f  V^x)dx{f{b)^f{a)l 
^  f*  ^  a  J  a*^  X  ^  u 


da    /     y,{x)d{x)  offenbar  constant  ist,  und  seine  Grenzwerthe  x  selbst  nicht  cnt* 


hslten,  nnd  da 


/h 
f{x)y^x)dx  ein,  so 
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erh&lt  man  offenbar  denselben  Werth  wie  Torhin,  da  sich  f$  gans  hcrani  hebt, 
wie  dies  zu  beweisen  war. 

Beispiel. 

Sei   #    xkixdx  %a,  berechnen. 


ü   /    x]gi 


/ 


Nach  dem  Torigen  Beispide  ist: 

»X 

lgx<fr=xlgd;— «+1, 

1 
da  IglcO 

ist.    Also  wenn  man  x  für  f(x)y  lg(x)  für  (f(x)  setzt,  and  Jl=:l  nimmt: 

/b  ph 

«lg«<i*=:6(61g6-ft+l)-/    {x\%x^X-\-l)dx, 
1  ^    1 

da  hier 

ist. 

Beseidinet  man  also   #    x\gxdx  mit  Ü,  so  ist: 

ir=ÄMg*-A»+ft-«7+/    (»-l)rf»  =  6»lgA-Ä«  +  ft-t7+l*»-J-6+l 

=ftng6-l*»+i-l^ 
oder 

l^=r  «lg«4l»=:|6Mg6-i*«+i. 
•^  1 

Bei  allen  diesen  Betrachtangen  ist  wohl  au  bemerken,  dass  die  ContinnitiU 
des  Ausdruckes  unter  dem  Integralzeichen  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration 
Torausgesetzt  wnrde. 

9)  Untersuchungen  des  Falles,  wo  die  Variable  imaginär  ist 
Wir  setzen  noch  immer  Continnitftt  Toraus,  wollen  aber  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wo  X  imaginär  werden  kann.    Sei  demnach 

00  wird  man  immer  haben: 

*o 
El  kann   sich  in  %  aber  x  und  y  gleichzeitig  jedes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  ändern.    Liesse  man  bloss  x  steh  indem,  bliebe  aber  y  constant,  also 
=:a,  so  wäre: 

f  '/(»)A=/'*V(*+wO<fc=(*i-*t)A«i+«i)+(«s-*i)A«i+«^^       

Es  ist  dies  Integral  offenbar  nach  der  reellen  Grösse  x  allein  genommen, 
nnd  /(«+at)  ist  eine  Function  von  «,  also  gelten  die  in  dem  Vorigen  gegebenen 
Regeln  über  die  Integrale  reeller  Variablen  ganz  für  diesen  Fall,  namentlich  auch 
der,  dass  x  sich  zwischen  x^  und  x    nach  einem  beliebigen  (besetz  ändern  lumn. 

Aehnlidies  würde  eintreten,  wenn  sldi  y  allein  änderte.    Es  wäre  dann: 

y*'/][*)A=t[(y»-y.)/(«+y,«)+(y.^8r.)A«+ys«)+  •'  •  +(y^-y^__pA«+sf^% 
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•Im: 


*0  Jff 


and  da  y  reell  ist,  kanh  dies  Integral  anch  wie  das  obige  behandelt  werden. 

Nan  sollen  sich  endlich  x  und  y  gleichzeitig  &ndern,  es  ist  also  znn&chst  eine 
Beaiehnng  zwischen  x  nnd  y  festzusetzen.    Wir  nehmen  an 

wo  Uy  9(«),  ^if)  in  den  Grenzen  der  Integration  reell  bleiben  mttssen. 
Ss  ist  dann: 

*•  *• 

offenbar  nlmlidt  hat  das  Int^ral  die  Snmnieuform : 
[(»(«•i)-?('«.))+W«».)-<K««.))]/(»i)+[(»(».)-ir(»i))+W«».)-<*(««i))] /■(».)+ 

nnd  e«  ist: 

Da  flbrigens 

ist»  kann  man  anch  schreiben: 


Diese  Formel  entspricht  genau  der  ersten  sein  sollen«    Versteht  man  unter  x  und 

im  Torigen  Abschnitte  entwickelten,  nur  y  rechtwinklige    Coordinaten,    die   auf 

ist  hier  bewiesen,  dass  sie  auch  f&r  ima-  ein  gegebenes  in  der  Ebene  befindliches 

gin&res  s  gilt  Coordinatensystem  bezogen  sind,  so  ent- 

Da  Übrigens  jetzt  u  als  unabhftngige  spricht  jeder  Werih   von   s   einem   be- 

Variable  zu  betrachten,  nnd  diese  Grösse  stimmten  Funkt  in  der  Ebene ,  dessen 

in  den  Grenzen  der  Quadratur  reell  ist,  Coordinaten  x  und  y  sein  sollen.     Gibt 

10  finden  auch  hier  die  Gesetze,  welche  man  also  x  und  y  alle  möglichen  Wer- 

oben    entwickelt    wurden ,    Anwendung,  the,  so  stellt  s  jeden  Punkt  der  Ebene 

wenn   Continuitftt  stattfindet.     Es  kann  yor. 

also  «  sieh  naeh  einem  beliebigen  Ge-  Die  Grossen  a  und  ß  dagegen  ent- 
setze Andern,  Torausgesetzt,  dass  das  sprechen  zwei  bestimmten  Funkten  in 
einmal  gewihlte  ^(if)  nicht  discontinuir-  der  Ebene,  deren  Coordinatenwerthe  be- 
fidi  wird.  zfiglich  a,  b  und  e,  f  sind. 

Sollte  also  ein  Integral^  durch  Aende-  gind  „^  ß  und  z  reel,  so  ist 

rang  des  Integrationsweges  seinen  Werth  &— /—«— 0 

indem,   so  lumn  es  nur  daran  liegen,  »-.f^y—u 

dass  man  in  den  Gleichungen  xizq(u)  au  setzen.    Der  Werth  yon  z  entspricht 

und  y=r^if)  gleichzeitig  die  Functionen  einem  Funkte  der  Absdssenaxe,   wo  ja 

f  und  ^  ändert.  in  der  That  y=0  ist,  und  das  Integral 

Ehe  wir  dies  jedoch  untersuchen,  ist  pt 

es  zweckmässig  diesen  Betrachtungen  #  f{x)dx  ist  so  zu  verstehen,  dass  Tom 
eine  geometrische  Deutung  zu  geben.       ^   a 

Das  Integral  sei:  Funkte  a  nach  s  hin  der  ganze  daswi- 

g  sehenliegende  Theil  der  Abscissenaxe  zu 

nt)d»  durdisehreiten,  für  jeden  Funkt  x    der 

t  Werth  (x  — x     .)  /[x)  zu  berechnen,  und 

wo  also  s,a,jl  im  Allgemeinen  complexe  ^^  ^^  Werdie  in  addken  sind.  Man 

Grossen,  \L9aak  also  in  dem  Falle,  wo  x  immer 

»=»+fi,  fi=a+M,  /i=e+/if  w«U  wt.  8*g«nf  dass  sich  die  Qoadratar 


nbw  einen  Thcil   der  AbidMCnAxe    i 

■treeke.  AmS,  A»B,  ApB,  A^~B  • 

Wenn   aber   a,  ß,   s   anek   Mmfriexe  Wege  wird,  Torwugcaetit,  daw  anf  des- 

OrBcien  »ein  köanea,    lo   iteUen  m  und  selben    die    Fnacijon    /(i)     contitmiriidi 

f   belieb^  Punkte   in  d«r  Ebene  dar,  bleibt,  daa  Integral  Tfillig  beitinunt  leiK. 

nnd  ei  iit  tdq  m  iiacb  ft  anf  einem  be-  Ob    beim  Uebergange    Ton  einGm  Wege 

liebigea    continnirtidien    Wege,     der  atm    andern,    ^o    i,  B.    *on    AlB   bi« 

al«o    immer  eine  Linie    lun  wird,    fort-  AmB  lich   dM-  Weitb    des  Integral«    än- 

inidiTCiteD,  nnd  dietn  Weg  beiut  dann  dert,  loll  bald  nntemcht  worden, 

der  Integratioiiiweg»).     Offnbar  geben  Wekbei  laA  die  Weidie  ron  .  ud 

die  Gleichungen  ^  ^^^  ^  ^^^  „j,^  ^^  Inl«Br«Iion»- 

x  =  y(>(),  ji  =  ^ii),  wege   immer    eine    grade    Linie    bilden, 

die  Gleichung    dieaer  Linie",   wenn    man  w«!«*"    dnrdi    die  Punkte    gehl,    deren 

darani    w   eliminirt      Wa«   die    Grenzen  Ooordinatenwerthe   «,  *  nnd  «,  /  aind. 

anbetrifft,    eo  wird    diese  Linie    immer  ^^  Gle«äinng  dienr  Linien  wird    »ein: 

dnrch    die    iwei   Punkte   gehen  mfiuen,  ■— &      z— a 

deren  CoonUnatwvAe  a,  h  und  t,  f  nnd.  ! — 7  = 

Demgemlas  sind,  wenn  die  Int^nUiou«-  '~"       *~* 

grenien    gegeben    sind,    die  Functionen  wd 

^^  nnd  V^h)  ni  wlblen.    Offenbar  kann  a                „«                          . 

man   aach  •.  =  «»et«en,   oud  die  GW-  f  fU)d»=  T  rt«+jO (1+^)4». 

dinng  y  =  yi(x)  umebmen.  •*    a             Ja                        ** 


Ea  gibt  alao  iwiichen  iwei  gegebenen 
Ptinkten  jt  nnd  jB  (Fig.  21),  deren  Coor- 
dioaten-Wertbe  a,  h  nnd  t,  f  sind,  unend-    °^ 
licfa  Tiel  Integrationewege,  welcher  jedei 


dt 
S  = 

<-+rt 

in  fetzen, 

woraui 

rieh; 

^-« 

ergibt.   Da  aber  rermOge  der 
der  gradeu  Linie: 

Gleichung 

.='+;-:(-) 

und 

* 

=  tL* 

wird,  10  bat  d 


einen)  Wertfae  dei  Integral«  f   f{%)  d» 

El  Iit  klar,  da»  jede  gegebene  Cnrre,  Ali  wichtig  aber  erwlhnen  wir  noch 
etwa  ein  Halbkreis  n.  a.  w^  an  die  Stell«  den  Fall,  wo  dieee  Linie  In  sich  «elbit 
der  graden  Linie  treten  kann.  inrtictckebrt ,  alao  «  =  j(  »t,  wie  dlea 
I.   B.   bef    einem   gauaeu  Kreiie,    einer 

•)  Hit  die«im  Wort*  beieicbuen  wir  jelat  ?"'?"  "^  *■.  "■  K««*!«*»-,.  A««*  kann 

'™    ....  Ltoie,    ^  d„    ai„  ^^,  der   Integrat.on«weg   natarhch    eine    ge- 

1  neben  sind,   nicht  da«  Qt-  ^««^e"«  ^^^  "'°.   "">  "<*  dann  dh 

.1     ...        .  .  '         .  r  Form  ilnr  fUnlphnniren 


eeu,   nach  dem   sich'«  oder  •<  inner-  ^"™  ^'"  CHe»«*'"'«""» 
halb  dleeer  Iduie  ködert,  da  letcterea  «— -c«i   h-iz/kI  nd«r  u—ffa 

keinen  Einfloß  «rf  den  Werth  dei  In-  '"'W.  »-W")  »a«  »-«' 

t«gndi  anrtbi.  iriUirend  dM  Wege«  tadera  nuM. 
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if\\  W5«n«..  ;ii.^n;<.^nnft«»wä*  Function  f(x)  discontiniiirlich,  so  bran- 

10)  EinflnssderDiscontinnltat  ^^^   j^  ^^^  ^^^  ^^^^  plrnkteß  die 

Werde  jetit  for  einen  Punkt,  der  sich  anfgestellten  Regeln  des  Integrlrens  nicht 

aof  irgend    einem   Wege  swischen  den  mehr  richtig  211  sein.     Es  kann  nftmlich 

Grenzen  der   Integration    befindet,    die  in  diesem  Falle  die  Beihe 

auch    aufhören,    oontinnirlich    an    sein,  worin  (f  nnd «  gar  nicht  vorkommen.  IMe 

Dies  findet  statt,    wenn    die    einzelnen  Discontinnitat  yon  f(l)  übt  also  keinen 

Elemente  (x  —x      )  f{x  )  endlich    oder  Einflnss  auf  das  Integral  ans,  und  man 

mieiidlidi  gr^ss  ^tden.  NamentUch  der  ^?°.  ^"?*^^«  ,«?"»  foWiandeln,  als 
Satz,  das?  das  GeseU  der  Aendemng  *™*'«»  «°«  »^^^^  ""^• 
Ton  X  den  Werth  des  Integnüs  nicht  Wird  dagegen  der  Werth  der  Summe 
ändere,  hOrt  in  der  Nachbarschaft  dieses  ▼on  d  und  s  abhängig,  so  ist  keine  In- 
Funktes  dann  auf,  richtig  zu  sein,  da  tegration  auf  diesem  Wege  Über  den 
beim  Beweise  des  Gesetzes  oben  continnir-  Punkt  Jl  hinaus,  d.  h.  Mif  einem  Linien- 
liebes  Fortschreiten  vorausgesetzt  wurde,  stück,  welches  den  Punkt  Jl  enthült, 
Indess  ist    es  nicht  unbedingt   noth-  möglich. 

wendig,  dass  diese  B«ihe  an  dem  he-  Beispiel.    Sei  zu  untersuchen 

zeichneten  Punkte  auch  der  Continuitit  * 

entbehren  muss,  da  der  Factor  x  — a?    ^  r'^P  dx      Z*"^^,  — i.,  . 

t      *— 1  /          -—  =1         («     »dar); 

doch  unendlich  klein  ist,  und  daher  mög^  •/    — «y«  •/    —  a 

UchMWeSM  die  Diwontinnit»»  Ton  /(x^  ,  „„^  ^   ,„„,„  p^,,«^^  „,„,  q^,,,. 

wieder  compensiren    kann.     In   diesem  sein,  und  x  immer  reell  bleiben,  d.  h. 

Falle  gelten  die  Regeln  des  Integrirens  es  soll   die  Integration   zum  Wege'  die 

noch  inmier.  Abscissenaxe  haben.    Offenbar  wird 

Um  sich  nun  zu  überzeugen,   ob  das  ^ 

eine  oder  andre  stattfinde,   also  ein  In-  -pz-^  od  für  «  =  0. 

tegriren    auf  diesem  Wege  möglich  sei  r« 

oder  nicht,  hat  man  folgendes  Mittel.  Man  nimmt  daher: 


Es  sei 


Derintegrationsweg  ist  eine  bestimmte  '^              '      "^^ 

Linie,    auf  welcher  sich  zwischen  den  Wir  hatten  Abschnitt  (4): 

Endpunkten  a  und  ^  ein  Punkt  Jl  befindet,  ^              ^       ^^^      j^2 

derart,    dass   /(l)  disoontinnirlich   wird.  f  y*j^—    ^   0*        — «       ) 

Statt    des   obigen   Integrals   untersuche  •/  «        '^'+1                        ' 
man  dann: 

A— <f              g.ß  *^^»  ^^""^  s  =  — J  gesetzt  wird: 

«                 -^  A+«  /       «""*ite=-2[(-(f)*-(--«)*, 

wo  (f  und  s  verschwindend  kleine,  zwischen  «^    —  n 

«  und  ß  liegende  Grössen  sind.    Ist  der  g 

Integrationsweg  die  Absdssen-Aze,  so  P^    ^ — ^dx^—2(B^ %^ 

sind  d  und  s  positiv.     Wird  nun   der  4/4..                     VP          /• 

Werth  dieser  Summe  von  d  und  s  un- 

abhängig,   so  kann  man  offenbar  auch  Offenbar  aber  ist,  bei  unendlich  kleinem 

«f=«=0  setzen,  und  hat  ^  ^^  «» 

•^  «            ^   a            *^  l  also: 

«ad  auf  dies  Integral  hat  folglich  die  Discontinnitat  von    -pz  keinen  Einfluss. 

yx 


Sei  jetst  Ein  Integnl  von  der  Iform 


J   _„  '*   J   —a  J   1—3 


■)ix. 


über   eisen   Theil    der   Abcisionuu    la  wo  tf  und  t  nnendtich   klein  »iod,  /(i) 

erftnciten,   in   welchen   ndi   der  Fnnkt  at)^  discantinnirlich  ist,  beiitt  niebCaa- 

1  chy  Alaguläres  TutesrAL 
«=0  befindet,  fUr  den  —  «^cnfalla  nn-       Würde  man  dai  Integral 

endlieh  wird.  p-V?  d» 

Mao  hat:  J  ^' 

/~^^ iff j\ — 3^f „\ — Si     -wo  sund^  pa«iti*e  reelle  OrStien  (ind, 
_^jj.         in     "/            V       /      Jt     jy^^    Abidinitt   4)    ohne    Weitaree   be- 
rechnen,  lo  erhielte  man: 

■Ito     einen     rOUig    beiümmten    Wetth. 

El  werden  aber  i~^  und  {— rf)~^  für  Denelbo    gibt    allerdingi    ehien    An»- 

tineadlidikteinei(Qnd<fniiendlicb  giou,  dmck  fBr  da»  beieichnete  Inltgraj,    mr 

mithin  der  Werth  dei  Integrali  von  6  und  "^  "»n  dasselbe  nicht  Aber  den  Pnnkt 

«  ahhkn^s.     Man  kann  alau  bei  diesem  *  =  0  erstrecken.   Da  nlmlich  die  OrOew 

iDtegnl  nnr  doen  Theil  d»  Abid»iien.  ^    „„r  für   a:  =  0  diecontinnirlich   wird, 

ase  aU  Integmtionsweg  nehmen,  wenn  x* 

der  Fanht  z  =  0    anf  demselben  nicht  eo  kann  man  etwa  den  Integrationsweg 

liegt.  derart  nehmen,  dau  man  (Fig.  22.)  von 

Fig.  23. 


FduIU  — K  Kai  der  Abscisscnaxe  bis  in  11)    Aendernng  des    Integra- 

die   KKhe   von   dem   Worthe    Nnll    fori-  tioniweges. 

.chrwtet,   dann  aber  eine  beliebige  Ans-  -^-^^  betrachten  jetit  das  Integrali 
weichnng    c  ti,    von    der   Abscissenaxe 

macht,   Bo  daai  der  Fnnkt  Nnll  ningan-  p^ 

gen  wird.   Der  Weg  ap  kann  dann  wie-  «  =  /     tft*.  ?)<"+?  i  (*.  »)*>)• 

der  anf  dem  poiitiven  Thell  der  Abscie-  " 

»naxe  fortgeBet.t  werden     Dieser  Ans-  jj^^  j,,,   ;„  Allgemeinen   einen  Sinn 

weg  kann  e.ne  beliebige  Linie,  i.B    em  ^    ;,j   „„jer  y   irgend   eine  Fnnction 

Halbkrei.    oder    eine    ^brediene   Linie  »      '        ^     ,^?  ^j^  ^,„            \^\\mt 

■em.      Dieaer  Weg  nnd   flbn«ens   anch  „^j,,   ■    ^.^'^  ;„   verstehet;    Ifir  jeden 

jeder  andere,  der  von  -«  nach  ^  flilirt,  ^^„^  ,^„      ',,,„  „d.  fa,  ' 

nut    Aninahme    eben   der  AbsdMenaxe,  ,          . 

/j        j\  *  =  «  nnd  x  =  j! 

gibt  -i(^+;;TJ  »1- A«dmck  ftr  nn-  ^.^^  ^^^  _^^  ^  nnd  mithin  dal  g«i>e 

ser   Integral.      Dieier    wichtige   Gegen-  Integral  bestimmt  sein.    Wir  wollen  ilbri- 

itand  wbd    logleldi   welter    anigerahrt  gern  a,  f,  x  und  y   als  itoti  reell  vor* 

werden.  aoiietien,  nnd  anoeluDen,  dae«  inuoet 


»,=»(">».  =  •, '^=|1  Fig.  23. 

Mi.    Et  i3t  daani 

"=(«.-».)«>■..»,)+(».-».)  /■,(«„»,) 
+(».-'■)««..»■)+(».-»,)  f.(«„»,) 

Di«  Gltichang  y=q(x)  (teilt  gaot  wie 
oben  jedeoAülc  sine  Lini«  dar,  deren 
Aataagt'  und  Bndpankt  beiüglich  4ie 
Coordinalen-Werthe 

x  =  a,  t  =  <f(a)  nnd  3!  =  ß,  y  =  if(fi) 
•«••>«>-  Sei   EC=y    idie  Ordinale  von  C,  h 

Sei^CÄ  diese  länie  (Fig.  2^,  deren  wird  derienig^  Punkt  TOn  ACB  C 
01e(d.B.^«]io,3r=7(*)i»t.  Geben  wir  welchem  dieselbe  Ab«dBie  ali  C  «.I 
"^,'."7"°  '"  ■  *  "^  '^  Pnncüon  kommt,  eine  Ordinate  u  +  *  haben, 
^(i)  Indem,  meiner  iweiten,  der  ersten  *•         1    ""'™^ 

nnendlicli  nahen  Linie  ACU  Ober,  die  ''™''  ™'°  CC  =  A  seut  Die  OrÖiBe 
jedodidieeelben  Endpunkte  hat;  lo  ist  A  wird  nnendlioh  klein  sein,  nnd  lich 
dai  Integral  noch   immer  tob  «  nach  An 

■n  entrecken.  Wir  wollen  aber  leben,  '""  ^n"**  «o  Punkt  Indern )  A,  tmd  A 
in  welch«  Weise  lidi  der  Werlh  de.-  worden  gleich  Nnll  sein,  da  die  GrenteS 
Mlben  ladart.  „  nnd  ^  dieeelben  bleiben. 

Sri  v'  dat  Integral  auf  der  Linie  Af?B,  so  Ut  »Ibo: 

"'  =  ('i-'.)/t»..»i+*.]+Cj'i-!».+»,)/T*„j,+A,] 
+(*.-*.)/[*..  !'.+*.i+Ö',-sr.+A,-A,)/-,l*„,,+A,l 


d/,(l      „y       ) 

+(».-»,)M«,.!r,)+'«.-».)/ti..y.)+  ■  •■  • 

+ <V.- VP  '■<',-!•  »,-i'+  S-.  f  ■"-■  »P' 

da,  wenn  man  Continnitu  Toraufaetat,  die  Glied«  (*^-A  _^^h    gegen  1 
den  Gli«d«T  in  «*-«  Tenohwinden, 
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Man  hat  also: 


.'-.=  r'*?^+/^^)rf,+»/,(,..,.)+(*.-*.)A(*„y.)+  - 

Die  CMise  h  unter  dem  Integralzeidieii  beSentet  den  in  der  Snmme  jedesmal  cn 


X  nnd  y   gehörigen  Werth  k 


Der  Ausdreck  »nsserliilb  des  Integralieichens  gibt  bei  andrer  Anordnung: 

-*iI/'.('j.y.)-/'i(«i.yi)]-*.l7i(«i.yi)-A(*i,y.)l-*.I/",(*4.y»)-fi(«».!'.)] — 


=  -*.( 


also 


'  ',     ^*        •■'  y.     *y 

Das  Uebrige  hebt  sich  weg. 

Es  wurde  diese  Form  der  Entwicke-  bekannten  Bedingung,   dass    der  Aus- 
lang   gew&hlt,    um   Betrachtungen    der  druck: 

Variationsrechnung,    welche    hier  aller-  du=f[x,y)dx-\-f^(Xyy)d9f 

dings  auf  kürzerem  Wege  zu  demselben  .       „  ^„   ,.       rfc.Äu«««.:«i  ,«;  «,a%iu  «/^ 

Ee.^tat  geführt  h&tten,  zn  vermeiden.  fflf^'Ä^'S^fi^^^U     *         ^ 

Die   Grosse    k    bedeutet   die   Zunahme  '*»  ^«'  ^«"^  *>«*  Integrab: 

von  y   bei    der  Verftndening   des  Inte-  pß 

grationsweges ,  nnd   ist  daher  unendlich  I     [f{^tyydx-\-f^{xjff)dy] 

klein,  im  Uebrigen  willkührlich.  ^   « 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  :  völlig   unabhängig    von   der  Glcidiung, 

„Wie  mttssen  die  Functionen  /(a?,  y)  welche    x   mit  y    verbindet,    vorausge- 

nnd  fi(ai,  y)  beschaffen  sein,  damit  der  BcUt,  dass  die  Integrationsgrenzen  die- 

Werth  des  Integrales  u=/{fA  +  f,dy)  ??1^«^   ^^^'^^""^  ^®«    ^^J'^l^  ^^^iß^'^ 

von    dem    Inte|rationswege    unabhän|g  Entfernung  der  2r?.^3nJZ^ 

ist,  vorausgeseut,  dass  die  Grenzen  fest  ^eme  unendlich  kleine  zu  sein,  sondeiu 

sind?**  ^nn  beliebig  werden,  da  manvon^lffC 

immer  zu  einer  unendlich  nahen  Cnrve, 

Offenbar  ist  die  Bedingung  dafür:  ^^  go  weiter  auf  continuirlichem  Wege 

u' — M=0,  bis  ACB   fortschreiten  kann,  auf  dem 

oder  ganzen  Wege  sich   aber  der  Werth  des 

^A(**y)  _  ^A(*jy)  Integrals    nicht    ändert,     vorausgesetzt, 

dy      "•       di~   f  dass  f{x,y)  und  /",(«,  y)  tiberall  zwischen 

,  .„.     ,.  ,         .  -^CÄ  und  ÄCB  und  auf  diesen  Curven 

da   wegen    des   willkürhchen    h  nur   in  g^^^gj  continuirlich  bleiben. 

dem FaUe  das  ganze  Integral  yerschwin-       ,,Die8er    ganze    Schlusi    aber 

den  kann,  wenn  jedes  Element  desselben  ^jy^  falsch,  wenn  sich  zwischen 

verschwindet.  j^cß  ^^^  ACB  ein  Punkt  befin- 

Ist  also  diese  Bedingung,  welche  fibri-  det,    in   welchem   f^x,  y)   oder 

gens  ToUstAndig  identisch    ist   mit  der  ^((x,  y)  dis continuirlich  wird." 
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Ei  iuMiii  dMn,  MlbM  wenn  die  obige  Setcen  wir  aber  •-««•  j.-    .»  _4^ 

B.di,p.„g,jl.ieh„g     n,     de.     g.„S  dJTirS:            '-'"+'•   '°   "•"■ 
fibrigen  BtDlD  herrscht,  bei  Uebenchrei- 

lon  dieiM  FnnkiM   sich   der  Werth  de»  fß 

iDtegr&la   BuderD.  /     {ipx'  +  2qx)dt  = 

E«   ial   nimjich   bei   allen   dieeen  Be-  *'    o 
trachtungen  CaDtinuitat  roraosgeseUt, 

Bei.p!«l.    E.  »i  P^'-p^.+JJI'-i.«'. 

/r»,  B,)  =  8m(. /■  fi  ifl  =  a:«  Damit    aber    die    Endwerthe    von   «, 

.n  I«  „V„k..  "^''^■'^  '  =  "  ""^  ■>'  =  ('   ont.prMhen,   'n 

.0  ttt  offenbar  beiden  Integral«.  überSn.timmen,  i«  ™ 


also  ODBcre  Bedingung  erIQllt. 
In  Hern  Integral:  aa=pB*+q, 


a=pa*+q, 
iwei  Oleicbnngen,  ans  denen  sich  p  nnd 


/p  iwei  uieiGQQng«!!,  a 

(2i)Ht):+*"rfy)  (  ergeben,  nomlich 

len  wir  y  =  (W,  nnd  orhaltan:  p  = und   n=  ""'. 

/     3aic'<ti_a;l'-an'.  Diöie  Werthe,  in  den  Ansdrnck  fär  das 

«  ietite  Integral  eingeaetit,  geben  aber: 


/  (4p«'+2?*)ir  =  ?t^^)(„.+^.  +  „^)  =  ^._ 


BDielben  Werth,   wel 

-—    khme.    doiii   «  =  Aaf 

gcfiaiden  worde. 


alio  offenbw  denielben  Werth,   welcher   wo  f  nnd  f,    Functionen  von   x  nnd  v 
idMw^*  "  "  **  "''  '"'^'  ^'^'^^  ^°  BedingnagigleichMg 


Dg   dei   eben    ge-  äy~   dx 

''  BrfOllen.      Befindet   »ich  dann  innerhalb 

■-  !»-  des  ümfanges  ABCD  and  auf  denuelben 

kein  Pnnkt,    wo  /  oder  f^   digcontinDir- 

lieh  wird,   so    geben    nadi  vorigem  Ab- 

Bchoitce  beide  Integrationswege  dasselbe 

BesnlUt. 

]£■    ist  nan  aber    auf  irgend  einem 


'=J     (f'ic+r,ä!,)=-J    (fdx+f,dg). 


wie  bereit!  in  Absohnirt  (5)  dai^than 
wnrde.  Dai  anf  irgend  einem  Werthe 
ADC  berechnete  Integral  gibt  also  den 
entgegcngeietiton  Werth  des  anf  dem 
a«iABCD  eine  beUebigs  gebchlosseue   umgekehrten  Wege    CDA   genommenen. 

Tbeüen  wir  diese  Corvo  in  iwei  Theile 
ABCnadADC,  nnd  erstrecken  über  die-       I.     „Wenn    die   Bedingungsgleichnng 
selben  das  Integral:  df      dr 


Af^+fA)  «bwriBebeHeblg«  gwchlo»-  ^  "Weim  b  irgend  eti 
MDe  CnrTB  entreckt  immer  gleich  Snll,  begwnitBn  BMme,  und  uf  dwMa  B«- 
fklli  lieh  «nf  dieser  Carre  und  in  dem  g"n«™g>  f  nnd  ^,  nicht  diKonthiDitUoh 
von  ihr  begwOTten  Ebenenst&cke  keine  •"»«It  «»  i"  d«  fit«  die  tuMn  Be- 
Diicontinnitftt  findet."  greunng  entreckteIntegTa]y(/(Ir4-/',Ar^ 

El  kuiD  indsM  ein  FlBcheaetttcfc  anch   B'«!*   ^o'  8™™"   dar  mT  die  inneren 
nehr&ch    begren«   lein,   wie  i.  B.   dM    Begreninngen  errtreckten,  «ennmsn  kUe 
fwischen  dengeidUoMeoenCnrTen  JßCO,   ">  Eleichw  Eichtong  dnrchmiMt." 
EFGU,  KLMN  Utgtaie.  Sind  auf  diesem       Noch  wollen  wir  ab«  bemerken,  daai 
„  wir  TOranigeietst  haben,   daH  f  üd  /, 

"t-  *"'    _        aU  eindeutige  Fnnctionen  betrachtet  wer- 

den können,  oder  wenigilena,  wenn  lie 
mehrdendg  lind,  als  lolche,  die  in  den  be- 
trachteten Btnmen  nicht  ron  einem  Werth 
In  den  andern  fibergeheo  können.  Ware 
letileres  der  Fall ,  to  könnten  die  Aber 
HÄ  nnd  AH  eritreckten  Integrale  mög- 
licher Weite  verschiedene  Wertbe  Ton 
f  naf  /*,  Binfaisen ,  nnd  sich  folgUdi 
nicht  wegheben,  wodurch  die  obigen 
Schlaue  falsch  werden.  Kl  wird  dieier 
Fall  sogleich  näher  in  erwlgeu  sein. 

13)  Das  in  den  beiden  letiten  Abedinil- 
ten  Gesagte  findet  sogleidtAnwendanganf 

dreifach  begrentten  Stfidce  die  Fnnctio-  ^ie  IntegraU  to»  d<r  Form  /"V»)*. 

nen  /nndA   contianirli(4i,  lo  kann  man,  ^*                                   J   J 

wenn  man  ^ie  Linie -iff.  FN.  LC  tieht,  „„  t  =  x  +  ,i  eine  compleie   Orö.M  ist, 

da«  Integral  Jifdx+ftin)  nnd    der   Intterationsireg   *wisdiBn   den 

aber  den  Cnfaog  ABCLKNPEHA  G«"""  .  nnd  ^  beliebig  genonunco  ist. 

.  Die   Punkte,    wo   /(i)  diteoatinniilidi 

"'"'  iit,  nennen  wir  DiscontiDuitUipnnkte. 

aber  den  Umfang  AHOFNMLCDA  Wir  woUen  aber  lonAchit  noch  das- 

entrecken.    Beide. Integrationswege  wer-  jenige,  was  die  mögliche  Hehidentigkdt 

den   einieln   Nnll    geben,     aelbil    dann,  ^on  /(*)   anbetrifft,   in  Betracht  üehen. 

wenn  in  den  Fl&chenstQcken  HEFO  und  ■ 

NKLM  lieh   Pankte  finden,   wo  ^oder  Bii>«  Fanction  wie  Vz     >>■*     alleTdingt 

ft  seine  Continniat  rerliert,  denn  diese  »  Werthe,      Beim  Integriren   ist  jedodi 

Blome  werden  bei  jedem  einzelnen  der  'm    Allgemeinen     nnr    ein     beitlnimler 

beiden  IntegratiouRwege  nicht  Qberschrit-  Werth  ins  Ange  n  fswen.    ftt  anf  dw 

'  len.    Vereinigt  man  aber  beide  Besnltaie,  ',— 

so   heben  eich   die    in  entgegengesetzter  unteren   Orenie   «   audi   yti  =  A    gege- 

Sichtang  dnrchicbrittenen  Strecken:  ^'^t  •(>  üt  der  WuMlwerth  völlig  be- 

HA  und  AB,  NF  und  PN,  CL  und  LC  s^™"'- 

fort    BebWbtdM  über  dio  Wege:  Da_n»mHdi  im  Allgemeinen  die*  Werthe 

ABC,  LKN,  FEH,  HOF,  NHL,   CDA,  von  V^  ffir  Jeden  Fnnkt    des  Baumei 

d.  h.   über   die   geKblouenen   Umfange  «ndliche  Unterschiede   von  einander  ha- 

ABCDA,  LKNMl,  FEHGF genommene  !>"  (wie  ■.  R  «e  beiden  WMhe   +» 

Integral  öbrig,  welche»  also  gleicbNnll  isL  tind —>  von  )''z,  deren  Untericbled   =3ii 

DnTcbmissl  man  aber  die  beiden  leti-  ist),  «o  kann  man  aof  dem  ganaen  In- 
ten UmAnge  LMNKL ,  FHGEF  in  ent-  tegrationswege  nicht  von  einem  Werthe 
gegengesetiter  Bichtnng,  so  wird  die  nun  andern  dbergeban,  weil  sontt  Dit- 
Bnmme  der  ihnen  entsprechenden  Inte-  continult&t  eintreten  wflrde,  bei  weldier 
grale  gleich  dem  fiber  ABCD  genomme-  die  Oeietie  des  Integrirens  im  Allge- 
oen  sein.  meinen    keine    Gfiltigkeit    mehr    haben. 

Ei  ist  klar,   dasi  die   ganie  Bchlnsi-  Es  Ist   also,    wenn  der  Werth  ron /1[t) 

weise   völlig  richtig   bleibt,   wenn    statt  der    mehrdeutigen    Function    anf    einer 

der  >wei   inneren  BegrfennngeD    deren  Orense   gegeben  ist,  die   FnnctioB    fttr 

mehrere  itattffiudcn.    Also:  das  Integriien   k«ine  mehrdeutige  mehr. 


BiM  Atniwhme    bUdan   nur  iwei  FMU.  «=:rooBa    «-raino. 

Dm  oraM   findet  an   d«D  Pnnktea    lUU,  , 

wo  /(»)  »cbon  an  sich  discontinüirlicli  ist.  « =  *  +  «j  =  cb''* 

Hier  aaterli^  die  Integratioii  überhaupt  * 

den  ■chon  erwigten  Schwierigkeiten.  2j 

Der   iweile    wichtigere   Fall   aber   i«t  f{t)  =  yr=r^c^ 

der,    wo    der   tintergdiied    zweier    oder   »m        . 

mehrerer  Wertha  fon  f{x)  Hnll  wird,  "^''  e«ben  von  dem  Punkte  ^  aoi,  wo 
dann  nOmlich  kann  unbeachadet  dar  f~^  '*''  '""'  nehmen  den  poiitiTan 
Oontümitftt  ein  Warth  der  Function  in  ^^rth  von  Y»;  derielbe  wird  alio  «ein r 
den  andern  fibergebeu,  nnd  diea  ist  aüo  ^-       i 

anch  auf  dem  Integrationgwega  möglich,  Y*  =*■  ■ 

wenn  «ich  ein  solcher  Punkt  auf  dem-  Um  den  Kreis  ABCDA  xa  durchlaufen 
salben  befindeL  E»  tritt  dann  eine  Mehr-  mnss  man  y,  von  0  big  2«  forWchfeiten' 
dentigkeit  ein,  nnd  ieC  die*  bei  Integra-  Issaen.  Thut  man  dies,  so  kommt  man 
len,  die  Qber  solche  Pnnkte  gehen,  wohl  für  y=2n  auf  PHnkl.,1  »nriick  nnd  bat 
in  beachlen.  Wir  nennen  die  letzteren  also 
mehrfache   Funkt«    (doppelte,   dreifache  ■^~ __  i  n»  _  _  ^ 

n.s.  w.),  Z.  B.  y?  hat  ftr  «  =  0  einen  also  io  der  That  den  entgegeageietil«] 
nerven  Punkt,  da  hier  aUe  Wnraaln  Werth  desjenigen,  mit  dem  man  bewn- 
gleich  nnd  gleich  Null  werden.    Andere   nen  hat  ^ 

mehrfacha  Pnnkte  hat  diese  Wnniel  nicht.       DerOmn,!  i«i.- t,.    ■  u        ™ 

uerunmd  tat  leicht  e.DHUshen.   Wenn 
Fig.  36,  manvonLinie^iC  durch  continniclichen 

üebergangtn  AÜC  gelangen  will,  mu«s 
man  das  ganie  Innere  dea  FlAcbenitöcks, 
also  auch  den  mehrfachen  Pnnkt  uber- 
BChreiten,  wobei  sich  der  Werth  von 
/(i)  andern  'kann, 

„Selbstverständlich   ist    lolateres    eine 
Möglichkeit,    aber    keine     Nolhwendig- 

Wir  machen  hleraos  aber  einen  vrich- 
tigen  Schlass   anf   da*    im  vorigen  Ab- 
schnitt  Gesagte        Befindet    sich    i.   B. 
innerhalb  NKIH  (liebe  die  Fignr  36.  in 
Abschnitt  12)   ein  mehrfacher  Punkt,  so 
Befindet   sich  aber  innerhalb   des  ge-   *"^^*  einmal  die  Sliecke  CL,  dann  nach- 
schlouenen   Raumes    ÄBCD   {Fig.  26.)   1^™    ^^^^  durchschritten    war,   auch 
•in  Mkfaer  mehrfacher  Punkt  0,  so  kann   ^''^  "rtokgelegt.  nnd  angenommen,  dass 
uC^cher  Weise,   wenn   man  den   Dm-    "■*   '''*  ^^K«  iC  und   CL   weghoben, 
bog  ABCD  dnrchachreitet,  man  mit  einem   *"  '•*  '*'"  "''*'  J*'«  "><*"  richtig ,  we(l 
awlcm  Werthe  ron  f(x)  nach  A  lurBck-  J"  ''*'  ^"»  I>nrchschreiten  Ton  LKÜM 
kehren,  als  der  ist,  von  dem  man  ans-    ^^  Function   mit   einem  andern  Werthe 
ging.  nach  i  lurtckkehren  kann,  aU  der  mit 

Bin  Beispiel  wird  das  klar  machen  "ö'^l'em  begonnen  wurde;  dann  ist  da* 
Bei  über  CL  aritreckle  Inlegralon  nicht  mehr 

AjI-vT  ^"  entgegengesetato  von   dem  Ober  CL 

DieFitmr  ARrit  hZ  '  ■  tt  ■  .  e"''w*te.  floll  also  der  in  12)  bewi«- 
i^«tLitr.vF  f^'T^^'t  •*"-  ™'  ^»''  »U«««"ine  Qfiltigkeii  haben, 
•en  Mittelpunkt  der  Anfaug.pnukt  der  so  ist  hinsuzufügen ,  das  sieh  innerha^l 
Looriinaten,  also  der  doppelte  Punkt  des  gansen  Kanmes  ABCD,  also  dea 
^.A  ?  ^=5  =  0  .st  8ei  r  der  Ea-  von  der  äussern  Begr,n«ing  eingeachloa- 
dws  das  Kreises,  also  wenn  ^.  der  Cea-  senen,  kein  mehrfacher  Pnnit  befinden 
tnwimkel  j„f_ 

U)   Anwendung  anf  complejte  Grössen. 
fi*  ist 


u 

Damit  iko  da*  In  II  niul  12  Qeugte  Begrennutg  gononuneu  gMA  dar  Sobum 
AnwendDQg  fiode,  muii  man;  der  Weithe  dieies  Integnti   fflr  die   in- 

/=«f*+«l  und /;=to{*+«i)  "*"•    Bep^MniRBn.      Wenn    m»n   ■!!• 

'     V      V  '"-''4*+r'  flr^g,  jn   gleicher  Richtung   dBrchschrei- 

■etHn.    t«  wird  dum  (gt,  nnd  lirh  anf  dem  mehrfach  begrenz 

df  ay(x+yi)  A  ^  -  '''ll'+y)  ^°  FUchenit&ck  kein  DiBcantinmt4U- 
—  ~  _!___£_  nnd  ^^  —  Tj^  _  pnnkt,  innerhalb  der  gftnien  tmieni 
'  ,  ,.     ^   ,.  Begrenmng  aber  anch  kein   mehi&cher 

B«  mÖMte  aUo,  wenn  die  Bedingung!-  p^^^,  befindet 

Es  JBE  wichtig,  ^eie  lettter«  Be- 
dingung noch  etwai  an  modifidren. 
Uehrfache  Fnnkte,  dia  eich  inoM- 
halb  derjenigen  geachloisenen  Cnrveii 
befinden,  welcbe  die  inneren  Begreninn- 
gen  bilden,  können  den  Sati  dämm  nn- 
gtUtig  machen,  weil  duin  nach  Zar&dt- 
legnng  der  entapredienden  Cnrre  die 
_,.         rt,  .  ,  .         i       nr  ■.  Function   sn    einem   andern  Worthe  ge- 

Dieae  Gleichung  wlre  ohne  Weitere»  ,  ^„„     ^,  ^.^  «iftnglid»  haie. 

richtig,  wenn  t  eine  reelle  Cenitante  j^^%^  ^,„  ^^j  ^^^^  ^^^  -^^^^  g^ 
«1».  Fflr  i  =  Y~l  bedarf  lie  einer  grencongen  der  Fall,  lo  bleibt  der  Sats 
n&hem  Erwägung.  richtig.    El  listt  eich  »Uo  dertelbe  andi 

Candi7  hat  dsrgethan,  dut  dieae  Be-  »°  aoiiprechen: 
dingangigleichnng  erfQUt  sein  mnee,  da-  ni.  a.  Dai  Integral  auf  die  intaer« 
mit  eine  Function  r/  (<)  Bich  in  irgend  Begrenzung  cretreekt  i£t  gleich'der  Bunune 
einem  Gebiete  von  Werthen  toq  s  nach  der  anf  ^e  innem  Begreninngen  tu  er- 
ganten  Potenien  entwickeln  lain.  Er  «treckenden,  wenn  A)  in  dem  mehrhch 
nennt  die  Functionen,  die  lie  erflUlen,  begrenitenFlichenitDck  sich  keine  mebr- 
„monogene  Functionen."  (Siehe  hierfiber  fachen  oder  DiicontinnitUipunkt«  befln- 
die  letate  Abhandlnog).  den,    B)   beim  Umkreisen   einer   der  in> 

Da  aber    alle    Functionen   complexer  nem  Begreninngen  dar  Werth  derFuno- 
Variablen,    die   ani   den  Elementen  nnd    tion  nicht  geändert  wird. 
dv  InMgralr«Annng  «ch  ergeben     den       ßeiipiel.    Die  Function  i  hat  kei- 
Character  monogener  Functionen  haben,  '  t 

•o   kann   man   diele  Qleichnng   tüj   das   nen  mehrfachen  Funkt,  wohl  aber  einen 
Criterinm  der  Functionen  fiberhanpt  an-   Diecotitinuil&tiiinnkt,  *  =  0,  alio  den  An- 
nehmen,   und  *ie  als  immer  gUltig  b«-  fangepankt  der  Coordinaten. 
trachten.    Ei  Endet  dann  dai  in  11  nnd 

12  Oeiagte   in   Verbindung  mit    dem  in  Yig.  27. 

IS  Gegebenen  ohneWeileree  Anwendung, 
nnd  lÜirt  la  folgenden  wichtigen  SUien 
Bber  Qnadratoren  auf  veracbiedcnen  In- 
tegrationewegan ,   aber   iwiichen   denael- 


I.   Bidit  man  da«  Integral   I     f(,i)dt 

anf  twel  vericbiedenen  Wegen,  wo  f(t) 
•iidentig  und  continnirlicfa  ist,  ao  kOn- 
nen  die  Beanltale  nnr  dann  Terechiaden 
Min,  wenn  «ich  Innerhalb  des  toq  bei- 
den begreiuiten  FlidianitUckee  Diiconli- 
BuitUi-  odar  mehrfadie  Punkte  befinden. 

n.  Dm  Aber  einen  geedilosBenen  ün-  _. 

fang  eritreckta  Int»gtaiyf{t)  tb  iit  Null,  Eratreckcn  wir  dsf  Integral  1  —<h 
Vena  aich  innerhalb  deaaelben  nnd  anf  _.  ,  „  ,,.  .  ,„_  ,_,  i, , 
demaelben  kein  mehrdeutiger  oder  Dia-  '^''f^  •*•"  .^^^^ir""  '*?'^,  (^K-  «■>. 
eootinnltUapunkt  findet.  wa<±tT   aeiuan  Mittelpuikt  im  Anfangj- 

'  pnnkt  der  Coordinaten  nu,  anf  der  poil- 

m.  Ist  ein  mahrfaeh  b^ranit«r lUnm   üjg„   Seita  der  y  liegt,  und  denen  Ba- 
gegaben,  lo  utjf{t)d*  für  die  tngeere  dini  gleich  r  sei. 
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El  ist  dann  sa  letzea:  15)   Unbestimmte  Integrale. 

x=roo8^,  y^rsiny,   »=x+yi=re^*,        I>ä   jede»  anbestimmte  Integral    sich 

^  •  nach  Bestimmang    der   Constanten    als 

di^dae-^idfßTzrul^  d*^^  ein  bestimmtes  betrachten  Iftsst,  so  er- 

r  ist  nämlich  constant   Die  Begremsnng   «*^®*'^*  ^^^   ^A  -^»^endbarkeit  des   in 

erstreckt  sich  von  ^^^   vorigen  Abschmtten  Gesagten  aof 

_^  alle  Quadraturen. 

y..Obis  ^=;f;  Zvl  genauen  Untersuchungen  ist  das- 

man  hat  also:  selbe  unentbehrlich;  es  war  deshalb  nö- 

thig  mit  den   Grundzügen   der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  au  beginnen. 


^ .  _    ^  Wir  verlassen  dieselbe  jetat  auf  einige 

**'  Zeit,   um  uns  zu  den  nnbestimmten  In- 

Erstreckt  man  dasselbe  Integral  eben-  tegralen  zu  wenden, 
ialls  von  A  nach  C,  aber   auf  dem  auf  p  p* 

der    negativen    Seite    der   y    liegenden       ^^   I  f{»)f^=^C'\'M     f{x)dx  ist,  so 
Halbkreise,  so  ist  von  7=0  bis  y  =  — /r  *^  .  *    . 

an  gellen,  und  man  hat:  kann  man  aus   einem  bestimmten  Inte- 

grale leicht  das  unbestimmte  finden,  wenn 
/\  C^^  ™^^  ^^°®  willkürliche  Constante  hinzu- 

-d%^%  I        dff.zz-^irtf  zählt     Enthält    das  bestimmte  Integral 

*  ^   0  ein  Glied,  das  nur  von  der  untern  Grenze 

,,  ^  ^x«r_xL:i^  abhängt,   so   kann  man   dies   in  der 

^so  den   entgegengesetzten  Werth  des   Constanti  mit  inbegriffen  denken,  und 
vorigen.  ^^  weglassen.     Wir  &nden   s.  B.   in 

Anf  allen  Wegen,   die  von  A  nach  C  Abschnitt  IV.: 
auf   der  positiven   Seite    der  y  Ähren,  ^^1       «^1 

I.  B.  AB'Cf  erhält  man  das  erste  Be-  /*^    «  .      ^      — « 


I      X  äx=: 


raltat   in,    dagegen  anf   allen   Wegen  J      »  »»—      ^^^ 

AiyC^  die  anf  der  negativen  Seite  der  ' 

y  liegen,  das  letatere  —in,  da  zwischen  Ee  ist  also: 

ABC  und  AB'C,  ADC  und  AD^C  sich  /.  ,  ,«+* 

kein  Diaoontinnitäts-Funkt  befindet  I  x  (te=C+--7-^« 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 

den  ganzen  geschlossenen  Banmill^CXK,  Selbstverständlich   kann  man  die  Con- 

so  erhält  man:  staute  C  immer  weglassen,  da  dieselbe 

sich  immer  wieder  ergänzen  lässt  Nach 

/ff  /**""  ^^^  ^^^^  Gesagten  gestalten    sich   die 

d^^il       d^i:2nt.  in  Abschnitt  8  bewiesenen  Formeln  jetat 

0  «^0  folgendermassen: 

dx 
Dnrdunisst  man  also  den  Baum  2, 8  •  •  •  f  fK^^^ffipyr^' 

mal«  ao  wird  der  Werth  des  Integrals  ^ 

Q  .     .              Q    .  Das  durch  sie  gegebene  Integrationa- 

^t,  4ir*  •  •  •  d$n%^  verfahren  heisst:  „Einführung  einer  neuen 

/r  ^  Variable.** 

^T   '*"'  fydxzzxySxdy, 

tDdUdi  viel  Werthe  hat,  nänüich  2firi  ^^  ^".""f^  ^^\  "^^^  ^"'^'^.  *^^' 
«nuM»  Tiw   TvwMiv  u»»,  «wiHuvu  ^»v,     .      Q|j^^  jq  ^g,  Coustaate  mit  einbe- 

wo  f  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  positiv  ^S       \iA  l^«Ili21-!!!  «-♦ 

oder  negativ,  je  nachdem  man  deiüm-  8^^*^'  "^^  weggelassen  ist 
fang  ABCD  in    einer  oder  der  andern  ff{^)Hi^)^-f{^)fV^^)^    " 

durchschreitet  — /t/^*)**»]  f{^)dm. 


1     » 


Anm.    Das  beseidmete  Integral  Dieses  Integrationsverfahren  wird  auch 

^  ,  „theilweises  Integriren**  genannt 

Bei    der  wirklichen  Berechnung  von 
1  *  Integralen   werden   wir   uns   der  nnbe- 

gibt,  wie   wir  bald  sehen  werden,  den  stimmten  Integp'ale  bedienen.     Hat  man 
Logaritfamna  von  «  und  ist  dieser  in  der  «»  unbestimmtes  Integral 
TlMt  TieUMOig.  ft{x) dx = C+7(*). 

8 
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80    lä88t    sidi    angenblicUich    das    be-   der  Integrale  durch  die  Aendernng   der 
stimmte :  Integrationswege  Berücksichtigung  finden 

ß  muss,  ist  selbstrerstandlich. 

A')^^  Wir  hatten  bereits  folgende  Integrale: 


/ 


finden.    Es  ist  nftmlich:  fdx^x, 


ir'+* 


Das  letztere  Integral  gilt  für  jeden  Werth 

wo  Aganz  beliebig,  also:  ^^^  «,  mit  Ausnahme  von  s=-l,  wo 

/a  es  gleich  ^  wird,   also   seine  Bedentang 

f{x)dx=C+(f(a),  verliert 

^  Es  Usst  sich  das  Integral 

also  durch  Subtraction:  _1           fi 

fMdx—l      f(x)dx- I      f(x)dx  .,     ,                   •       ,         11          .               r 

y'^^         J   i                J  „  jedoch  gani  wie    das  allgemeinere  auf 

,  .       .  .  directem  Wege  finden. 

=yw-y(«)»  ^ 

d.  h.  /»P  <idr 

^Ä  Setsen  wir  in  I      —  wieder: 

j  /(.)<tr=»oj)-»(«).  -^  -  • 


J>as8  hierbei  die  Aenderung  der  Werthe     so  kommt : 


*  =«**.-l, 


^  o:  -      rx.      "*"       r«*.       "*"        r»*,       +•••■*■ 


P-1 

r  «.  — r       X, 


*•*• 


^r-1       (r-1)      r-1  (r-1) 

Kun  ist  ^  unendlich  klein  annehmen.   Dann  w&re 

ayz:/»^,  oder /?=/«,  pP  dx    ff^-af* _ßf^-l    ^j-1 

also  f      — "•='  —  "*" 

lg£-lg«^  J  «*  f  f*  f* 

Igr         ^'  und  der  letstere  Ausdruck  gibt  bekannt- 

Da  aber  r  der  Einheit  unendKch  nahe  ^^  ^  Qren«werth 
ist,  kann  man  lg/9  — lg« 

setzen,  wo  m  verschwindend  klein  ist;  es  ,.  ßelbstversümdUch  kann  manauchfolg^ 

wird  dann:  ^ch  aus  der  Formel 


rflgg  _  1 
•  "  "  ableiten: 


/^  rf*               ,        IgiJ  -  lg«  — r- 

— =»!',  und  »  =  -2£^ 2-,  dx 


also 


•/»ist 

«  *       "'        "  Da  man  iür 


/' f =>"-•" 


^'-n- 


/^»'       /:?-/:^/: 


sem.  schreiben  kann,  aber 

l^n  konnte  statt  dessen  auch  in 


2m 


•/     «  A*  IVA«*  /«iaKa     AKa«>1initt   1 


war  (siehe  Abschnitt  13),  so  folgt  hier- 
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•Bt  sogleich  die  Mehrdentigkeit  der  Lo-  dies  wird  die  Form  haben: 
garithmen.     Tst  Log(a?)   der  allgemeine,  P  f(x\ 

]g(x)  ein  einzelner  Werth  eines  solchen,  /  -LL^dlr, 

80  hat  man:  «^   V'W 

LgW  =  lgW+2»Äi.  ^^  /^(*)  *^^  V'W  ganao  B^nctionen  von 

X  smd. 

16)   Integration  der  rationalen  ffx\ 

Functionen.  ^'^^  ^^^^  ^^^  Ausdruck  -~~  beschaf- 

Suchen  wir  jetzt  die  Integrale  der  ra-   fen  sei,  so  lässt  er  sich  durch  Division 
tionalen  Functionen  überhaupt.   Ein  sol-   in  einen  andern  von  der  Grestalt: 

Ax'  +  A     .«"~V^     ,«"~^+  •  .  .  .  ^i<r  +A^^(M 

verwandeln,  wo  die  höchste  in  f^{x)  enthaltene  Potenz  von  x  niedriger  ist,  als 
die  höchste  in  tf{x)  enthaltene.  Bezeichnen  wir  den  entwickelten  Theil  mit  y;(jp), 
so  ist: 

und 

— -—jp       4-  ——0?  +  r-a:       +   . . .  4— -»x* 


/■ 


wo  die  willkfirliche  Constante  fortgelassen  ist. 

Was   den  Ausdruck  -^)-(  anbetrifft,  so   Iftsst  sich  der  Nenner  in  Factoren 

ff{X) 

zerlegen,  so  dass  man  hat: 

y(«)  =  (*-«,)'*  (*-««)'•  (*-«./• (*-«^)V 

wo  f^,  #,,  *s  •  *  *  «p  ganze  positive  Zahlen,  <r^,  a„  org  •  •  •  «p  Constanten  sind, 
die  jedoch  auch  imaginär  werden  können. 

Sind  jedoch  die  Ck>efficienten  von  tf(x)  alle  reell,  so  kann  dies  Product  nur 
reelle  «r,  und  solche  imaginäre  haben,  die  sich  zu  zweien  derart  entsprechen,  dass 
wenn  der  eine  die  Form  a  +6  i  hat,   der  andre   die  Form  a  —  6  t  haben  mass« 

und  die  entsprechenden  Exponenten  jl  bei  beiden  gleich  sind.    (Siehe  den  Artikel: 
quadratische  Factoren.)    1£mi  wird  dann  auch  haben: 

Ein  quadratischer  Ausdruck^  der  nichts  Imaginäres  mehr  enthält. 
Es  ist  nun: 


C  Q,^i  Cs,-2  ^,^      „Jgo, 

(«—«,)         (3?-ff,)  (*-«i) 


+ 

H$  Hs  -1  Hs  -2 

,  p         . p , p 


H, 


P  P  P 

Die  Ausdrücke 

Ä„  Ä|  •  •  •  Äi,  C^  •  •  •  Cs„  ^0  •  •  •  IfSp 

sind  Constanten,  die  sich  leidit  bestimmen  lassen 

8* 
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Das  Integnl  niuerf  Aiudracks  besteht  also  ans  einer  Summe  Ton  Oliedent, 
weldie  alle  die  Form  haben: 

Äds         ,  n     dx 


(«  —  »)'       J    (x — «)'* 


Führt  man  die  neue  Variable 

yzix—a 

ein,  so  ist 

dyzzdx, 

also 

/äx       _  pdy  _  }f (Jg  — ff) 

Kur  wenn  s  =  l  ist,  erhält  man: 

y  S  =  lgy=:lg(ap-„). 
Es  wird  also  sein: 

yW         s  =  2^"^  #=2^""* 

+  .  ..  +i"  '(^(«-«)*'^+Ä.lg(«-0+CJg(«-0 
#=2^^""*  ^ 

+    ...    +#f^lg(«-H»)). 

Nehmen  wir  jetzt  an,  <f(x)  enthielte  lauter  reelle  Coeffioienten,  so  moss  jedem 
Gliede,  wo  a  nnd  daher  auch  ß  imaginftr  ist: 

ein  andres  ron  der  Form 

1-^ 


^V-+».V 


enttprechen,  und  jedem  6U«d«i 

ein  andres: 

Wir  wollen  snnAchst  das  erste  Gliederpaar  rereinigen. 

Wir  setacen: 

asr cos«,    hsirrina, 

P=Rco9k,  QsR9iaL 
Es  wird  dann: 


—  «fvfl 


nnd 


(**  —  ar»  cos  a+r»)** 


(P-Ot)  («-.«+W)~"=Ä«" 


(«•-arapcoia+r*)* 
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also,  wenn  num  unter 

n,,  n,,  fi,  ...  die  Binomialcoefflcienten  n,  *^^^,    '*(>«•' 1)  («-gj  ,  .  . 

1-2  1«2«3 

Terstehi: 

(«•— 2r«cosa+r»)** 
und 

+i.,*"-*r»«-<*-2«)i (_l)V.-(^-"«)*], 

alfo  sach; 


(P+O0(«-a-«)~*+(P-O0(«-a+«)-*= 2 [«V*+«""") 

^».r«— l(.(A-«)<+.-(i-«)*)+,.r»x"-2(.(i-2«)i+e-(i-2«)i^.  .... 

od«r  d« 


ist: 

^"*  (1-0  («'— 2ra:  cos  «+r«)*  ""^ 

[«'■"^eosZ— «|r«*""^cos(i-c)+ii,r«**"^cos(X-2a)-«,r»«*""*co8(A— 8«)+  •  •• 

+(-1)'"^  /~^  cos  (A-<«— l)a)]. 
Es  lassen  sich  sonach  diese  Gliederpaare  immer  reell  darstellen. 
Was  jetst  die  Glieder 

anbetrilEt»  so  gibt  deren  Somme  oifenbar  den  Werth: 

6t 


1- 


*'"^:^ 


«— a 


Das  erste  Glied  bat  reelle  Formen.     Fftr  das  zweite  berücksichtige  man  die 
Gleidinng: 

— 2ai  ^  cos« — tsing  ^  1  — i tg a 

""  oos<v  +  f  sina  ""  1  +  itga' 

woraus  sich  ergibt: 

1  +f  tg« 

aetsen  wir  hierin; 

h 
tg«= , 


80 


80  wird 


und 


Pill 


da  übrigens,  wenn 


ist,  so  ist: 


a=arc 

x—a 

J       «-Ö 

X 

b 

l      x—a) 

— a 

u^tga  auch   -=cota 

arctgu=arccot(-)=  ~arctg(-j. 
Man  kann  daher  auch  schreiben : 


fi-— ) 

V      x—a. 


n 
indem    man   ^  in   die   willkürliche  Constante  mit    inbegriffen  denkt,    und  also 

weglassen  kann.    Es  Ist  also  der  Werth  des  Gliederpaares: 

2)        (P+Ot)lg(^-«-«)  +  (''-Wlg(«-«+*»)=''lg[(*-«)»+*"] 

-2earctg(^). 

Ist  die  zu  integrirende  Function,  welche  diesen  Ausdruck  gibt,  also: 


x  —  a  —  hi      «  —  a  +  At' 
nicht  unter  dieser  Form,  sondern  gleich  mit  quadratischem  Nenner  unter  der  Fonn: 

Mx+N 
(x  —  «)«  +  *• 

gegeben,  so  ist  offenbar,  wie  man  erh&lt,  wenn  man  die  beiden  ersten  Brüche 
mit  linearen  Nennern  rereinigt: 

Jlfa?+iV=(P+ei)(»-.d+6t)+(P— O0(«-«-Ai), 
also 

Mx-{-N=i2l\x-a)-2hQ, 
also 

if=:2P,  ^=-2(aP+6e), 
woraus  sich  ergibt: 

p^Jlf     ^_     (N+aM) 

2'   ^"  26~' 

also: 

o\        r    Mx-\-N       ,       Jf  iV+öH  x-a 

^>     J  (:r~a)«-h6>^^=  -2lg[(*-«)»+6«]  +  -I^  arctg-^. 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  den  Werth  des  Integrals 

Mx-hN 


/'  Mx 


dXf 


ax-\-ß 

wo  der  Nenner  zwei  reelle  Factoren  hat,  bestimmen.     Dieser  Nenner  lässt  sich 
nämlich  auf  die  Form: 

oder  küner  auf  die  Form : 
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bringen,    wo    daa    leiste  Glied    Immer  seist: 

negatiT   sein   mnss,    damit  zwei    reelle  _      Jf(a— 6)+JV 

Wurzeln  rorkommen.  «— — ^ 


Setzt  man  nun  und,  wenn  man  mit  x—a—b  moltiplicirt 

Jfx+lV       _       a  ß      ,  «nd  dann 

80  ergibt  sich,  wenn  man  mit  x^a+h                         __M{a+b)-\-N 
moltiplicirt,  und  dann  ß—' st — — 

;b— a-f  i=0  ^  und  es  ist: 


/ 


Mx4-N 
—-^^-^dx^a\^(x^a+h)+ß\g(x^^b\ 

d.  h. 


/Mx+N        ,       Ma-\'N^    (a:-ö-6)  ,  Mb  ^   ,,        ,.     ,., 


Beispiel.    Es  ist  zn  bilden  das  Integral: 

dx 


/, 


es  ist  also 

zn  setzen. 

Man  findet  nnn  leicht: 

y(*)=ar«[x*(x+l)-(«+l)]  =  x»(x+l)(af*-l)=Jr»(x+l)(««+l)(jr«-l) 

Es  wird  also 

1         ABC  D  E  F        Gx-hH 

y.(a?)  ~  ar»  "^  X«  ■*■  «   "*■  («+1)  >  "*■  «+1  "*■  »-1  "*"  »^  +  1  ' 

Um  die  Constanten  Ä^ß,C,D,E,F,0,H  zn  bestismien,  verfUurt  man  folgender- 
massen.    Man  mnltiplidrt  mit  x',  wodurch  man  erhAlt: 

«»    _  1  _  -  Dx*  Ex*'      Fx* 

W)  ""  («+!)•  (*•+!)  ('-1) ''''*■  ^'*"*"ÖH^«  +  J+i  ■*"  2^3 

{Gx+H)x*  ^ 

also,  wenn  man  x  gleich  Nnll  setzt: 

Man  hat  sonach 

1     ^  1   ^  ^   ,    C  D  E  F        Gx+H 

aber,  wenn  man  für  q(x)  seinen  Werth  schreibt,  wird: 


9 
also: 


»«(«+1)(«*-1)  ~  X»       «       («+!)•      «+1      «-1       «■+! 
Wir  mnltiplidren  nnn  mit  x',  und  setzen  dann  x=0,  so  ergibt  sich: 

und  da 

x*+a?'-l  1  -x*+ag»+a?     ^  — (x^~x«-l) 

x«(x+l)(x*— 1)      X«  ~x«(«+lX«*-l)       x(x4-l)(«*— 1) 


^ 


32 

iat,  10  hat  man: 

_(a;4-a.>-.i)       £      ^_      ^      ^      gx+4 

«(«+1)  («*-!)"  «  "**  (ar+l)  *  ■*■  «+1  ■**  x«l  "'■«•+1  ' 
also  wieder  mit  x  multipUcirend,  und  dann  a?=:0  setzend,  erhAlt  man: 

«(«+1)  («*— 1)  ■•■  «  ""  x(x+l)  (x*-l)  "  («+l)«(a:-l)(»«+iy 
also: 

(«+l)»(a;— 1)(««+1)  "  (x+1)  »  "*■  «+1  ■**  «—1  ■*"  «•+!  * 
Wir  mnltiplidren  nnn  mit  (x+1)*,  nnd  setzen  dann  «= — 1,  so  ergibt  sich: 

oder  es  ist: 


(z+l)«(«-l)(*«+l)     4  *  (JT+l)«  -  4(«+l)«  («-1)  (««+1) 

4(«+l)«(x— !)(«*+!  ~  4(ar+lXx— 1)(««+1)' 

also 

4aj»-5«»+6a»— 3  IS     ,     F        Gx+IT 

+  r — 5"  4" 


4(ar+l)  (ar-1)  (*•  +  !)  "  jr+1       *— 1        x*+l  * 
Abermals  mit  ar-fl  mnltiplidrend,  and  dann  «= — 1  setiond,  erbUt  man: 

Mnldplicirt  man  dagegen  mit  x«- 1  nnd  setzt  dann  x=-fl,  so  kommt: 

Es  ist  aber: 

4x«-5x«+6x-3         9    _1 1      1    _4x»-6x»+6x— 3        6jr--4 

4(x+l)  (ar— 1)  (x«+l)  "  8  'x+1       8  '  X— 1  ~   4(x>— l)(x«+l)         4(x«-l) 

_  -^*— x«+x+i        (x+1)  _  gx+iy 

"4(x«— l)(x«+l)  ^      4(x«+l)  "  x»+l' 
worans  sich   dann   (?=:-^,  ir=:  —  j  ergibt    Es  ist  also: 

y(x)~     iT'^x«     x^4(x+l)>  ^  8(x+l)    '**8(x— l)T»*+r 

/x+l 
,  .  ^  dx  ergibt  sich  ans  der  Formel  3,  wenn  man 

Jlf=iV=:l,  fl=0,  4=1 
setzt,  nAmlich: 


f^^^  =  |ig(*»+i)+ «««(«). 


+1 

Es  iit  also: 

—  g-lg(x*+l)— jarctgx, 

d.  h.  wenn  man  die  Brflche  nnd  Logarithmen  Tereinigt: 

/dx  2— 2x-^>  .  1  ,  *•— 1 .  ,  x+1     1 '  . 

;r»+xW^*-.?=  4x'(l+x)-+8  ^g^Ml+^g— ^4  '^^g*  ->-  ^"^ 
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17)    Integrfttion   irrationaler  und 
FnnctionexL  4—1. 

,         fS         Itt 

Ist  daa  Integral  «*= — j — 

wo  f(»,jf)  eine  rationale  Function  ron  s^ a 

9  und  y  ist,   zu  finden,  nnter  der  Be-  *= — j— 

^^"^^^  ^*  ,  Es  war  femer 

sex,   so  l&sst   sich    dies  Integral  immer  y=:(a+6x)*  =  s', 

bestimmen,  mag  n  eine  ganze  Zahl  oder    also: 

ein  Bruch  sein.  n    /  9  \ 

ZnTorderst  kann  n  immer  als  positiT    /  f(xy)dx:^l  f\        **    »')  •i»'"*^ 
betraditet  werden.    Denn  ist  es  negativ,  •/   '  ^  '^^       J  '  "<    b    *      ^    b 

so  ist  immer:  Hier  steht  nnter  dem  Integralzeichen  eine 

.  .— »  1  Function 

(a+te)     = 


(a+6.)--  ^  h'-*/(4=-^  »'> 


Beut  man  daher  in  diesem  Falle  y=-,  ^^^^^  „„  ^^^^^  Potenzen  der  Varia- 

2  bleu  %  enthält,  und  die   sidi  also  nach 

so  ist /^(a?,y)  =  /'(«,-)     eine    rationale  dem  vorigen  Abschnitte   immer  bestim- 

Fnnction  von  x  und  u.  ^^^  ^^•■^ 

fUi  dfther  Beispiel.    Es  sei  zu  bestimmen  das 

wo  ;i  und  g  ganze  positive  Zahlen  sind.  J  .w*Y{a  +  6x)  * 

Man  führt  dann  die  neue  Variable:  ^^ 

ein,  und  erUlt:  £,  j^  j„  „„,^g  Fonnel  so  B«teeii  /»=2, 

a+ic=»  9  =  8,  wodurch  man  erhllt: 

ein  Ausdruck,  der  sich  nadi  den  Begeht  des  vorigen  Abschnittes  ergibt 
Sei  femer  gesucht: 


dx 


py(a+te) 
wo  SU  setzen  ist:  ^(sp,  3f)= — ,  |i=l,   9=8,  also:' 

«y(a+&r)  -^  •  » 

Sei 

•eist 

s » 

Wir  setaea  also: 

.  »  A  Bi-\-C 


u 

Durch  Moltiplication  mit  z^h  ergibt  sich,  .wenn  man  dann  s=Jr  setet: 

und 

»•— *•      3ib(»— ik)  "      3t(»»— *•)"      3iK»*  +  *»  +  »")' 
alBO 


*-      3*'  *'-8 


und  es  ist 


/•sA  _  1   rtfa      1  /•    »-t     ^  _j_  ra»      1  /•     s— fc       . 


Setzt  man  in  der  Formel  3)  des  Torigen  Abschnittes : 


60  kommt 


und 


\     2/       4 

Ihg^L^^+V^Sarctgr^i^)]. 


Es  war 

a4-6d?=:£',  a  =  }/(<»+ Aar), 

also: 


/ito  ,Qr»<<g    _    1    ,    ()/q  +  6a: -Va )|/ f^g+ fear-/ 

^f/T r-v  "  • '  «•-Hl""  V  ^  VS 


>^äl/3        ) 


+f-arctgl 

V«        V    y«  V3 


18)   Integrale   der  Ansdrftcke,  Fällen  die  Ansfuhmng  derQuadratar  in 

welche  Quadratwurzeln   enthal-  der  Form  bereits  bekannter  Functionen. 

ten.  Der  einzige  allgemeinere  Fall   dieser 

Ist  dagegen  das  Integral  Art  ist  der,  wo  y  eine  Quadratwurzel 

r  eines  ganzen  rationalen  Ausdruckes  vom 

/  iKp^i  y)  «•*  zweiten  Grade  ist.   In  diesem  Falle  kann 

gegeben,  wo  y  eine  Wurzel  einer  gan-  durch  die  Einfuhrung  einer  neuen  Va- 

zen  algebraischen  Function  von  höherem  riablen   der  Ausdrudi  unter  dem  Inte- 

Qrade  ist,   so  gelingt   nur  in   wenigen  gralzeichen  rational  gemacht  werden. 
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Sei  demnach  oder 

gegeben,  wo  f  eine  rationale  Function  '^^' 

Ton  X  nnd  y, bdx-2udu'\'2uedx+2xedu, 

y=:l/rt+&j:-fc**  also: 

iat.      um    imaginlre   Substitutionen  zu  ,    _  2(tf+ear)rfK 

rermeiden»  unterscheiden  wir  aber  zwei  ^  "^     6— 2et«    * 
Fftlle,  je  nachdem  c  positiY  oder  negativ, 
also  je  nachdem:  af:z  — 


yzzYa-\-bx+e*x^ 
oder  Setzt  man   in  dx  und    in  yziu-\-ex 

ißt,  j     r    T^  offenbar    rationale    Functionen    von    u, 

*  nämlich : 

I.    Fmde  das  erstere  statt,  so  setzen  o/  i 

wir:  ^  =  ?(!^Z2tlz^)rf^, 

yzrtH-e»,  (6^2««)»      "*' 

wo   «   die  neue  Variable  vorstellt     Es                        ^ub^eu^—ea 
ist  dann:  ^  ""       ^ ^g^     » 

ö+6a:+e**' =  («+€«)•  also: 

hier     steht     eine    vollständig    rationale  d.  h. 

Function    von   tf    unter    dem    Integral-  a_-»-^ -•,>•._!  o.,r 

zeichen.  6— c>a:-t»>«+2iir, 

also: 
n.    Ist  aber  i     a  ^ 

so  lasst  sich  die  ganze  Rechnung  noch  ~'e*dzziü^dx-\'2uxdu-\-2fdu. 

dnrchillhien  wie  in  I.,  wenn  man  statt   j    u 

«die  Grösse  e]/^  nimmt.  Um  jedoch     '    *  —2(f-{-ux)du 

einigennassen  langwierige  Rechnungen  zu  *^  = ,      / — , 

vermeiden,  schlflgt  man  ein  andres  Ver-  ««  +« 

fshren  ein.  oder  wenn  man   fCtr  x  seinen  in  u  aus- 

Wir  unterscheiden  noch  die  Fälle,  wo  ^^^^^^^"^  ^erth  einsetzt: 
«  positiv  und  a  negativ  sei.  rfa:==Z:Hid5i!±/!!±!5*^ 

-^    °*'         Setzt  man  in 

so  kann  man  setzen:  ebeniSalls  för  *  ein,  so  kommt  noch: 

es  wird  dann:  ^^      «*+«>       ' 

fi+to-«e«afa  =  (!!«+/')«,  also: 

B.    Ist  aber  a  negativ,  also  Die  Gleichung 

so  wiirde  dieser  Ausdiuck  Imaginäres  wo  e,  6  und  f  reelle  Zahlen  sind,  hat 
enthalten.  Dies  vermeidet  man  durch  zwei  reelle  Wurzeln  (siehe  den  Artikel: 
folgende  Betrachtungen.  quadratische  Gleichungen),    denn    wäre 


86 

diea  nicht  der  Fall,  nnd  wftren  Man  erh&lt: 

a-hflif  •«— ^  ««(«— Jl)  (i^— *)  =  «»«•(«— A)«, 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  müsste 

-/*+A*-^««»=:--e>(4r-«-/?i)  v-x-uV^r-Z^ 

(a,-a+^)=-e>[(j:-.«)»+/9J]  "    '-"  ^'    ^^» 

sein;   es  würde  also,  wenn  man  auch  x  jp-^lÜlü- 

reell  bestimmt,  dieser  Ausdruck  negativ,  "  l+u*  ' 

undy=V  — «»[(x-a)  +  /J>]    imaginär  -dir -««rfr  4.2«  rx-l'iAi 

sein.    Es  mfisste  also  wilhrend  der  gan-  — «r-ii  ax-\'iu{x    A)W, 

zen  Integration   x   imagin&r  genommen  d.  h. 

werden,    ein  Fall,    den   wir    hier   aus-  g^/^ ^\ 

schliessen,  da  er  jedenfalls  zu  imaginären  dxz:-r^ — ^fl^* 

Substitutionen  fuhren,   und    wenn   man  U+*') 

idenselben  anstellen  will,    das  in  I.  an-  q^q^  wenn  man  fftr  x  einsetzt: 

gegebene    Integrationsyerfahren   Anwen-  ^  y. % 

düng  finden  könnte.  dxzzV^      ^'^du 

Nehmen  wir  also  an,    es  seien  X  und  (l+tt*)* 

y  die  Wurzeln  unserer  Gleichung,   und  und  wegen 

y  =  Va>(«-.Z)(K-x).  \ 

Die  Substitution,   welche  wir  dann  ein-  y^^üLiÜIlD^ 

führen,  ist:  1+««* 

y^euix—X).  *1«0'- 

fr,       ^^       PMX^  Jy+Xu^    üfclülA^ 

19)  Abkürzung  des  obigen  Ver-  oder  wenn  man  will 

^*^'«^"-  /yq(x)dx 

Von  Vortheil  für  die  Ausführung  der  verwandeln  lässt,  wo  y(*)  eine  rationale 

Integration    in    dem   eben    betrachteten  ^^^^^.^^  ^^^  ;»  allein  iit.     Diese  Be- 

Falle  ist  die  ^merkung,  dass  sich  jedes  „erkung  verliert  ihre  Gültigkeit   selbst 

Integral    von  der  angenommenen  Form  ^^  ^f^      ^^^^      eine  Quadrat-Wur- 

m    eins   oder   mehrere   andere  von   der  ^^j  ^^^^  ^^^^  algebraischen  Function 

™^'                  »   /  N  j  ''^^  höherer  Ordnung  ist. 

if[x)dx  Denn  wie  auch  [{x^  y)  beschafifen  sei, 

y  so  wird  immer  sein: 

wo  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind,  xf^J.?^\  _i_  ^f^Jj^'^K 

A     ,B    ,    C      oonftante  Coefficienten  /(«,«)  =  £if[fLL2±-fi££J! L_ 

vorstellen,  und  die  Summen  beliebig  viel  l-^C^*  V   )}  —V  W^*  y    )] 

Glieder   mit  wechselndem  p  und  q  ent-  in^  zuj^p  ist  hier  der  Theil,  welcher 

halten.  grade  Potenzen  von  y  enthalt  von  dem 

Der  Nenner  ist  in  zwei  Glieder    ge-  getrennt,  welcher  die  ungraden  hat.  Der 

theilt,    deren  eines  die  graden  Potenzen  Nenner  enthftlt  nur  grade  Potenzen  von 

von  y,  das  andre   die  ungraden  enth&lt.  y,  und  da  y'   eine  ganze  Function  von 

Im  2fthler  wurde  eine   solche  Trennung  j:  ist,   so  wird  der  Nenner  eine  ganze 

nicht  für  nöthig  erachtet.     Multiplidren  rationale    Function    x    sein.      Dieselbe 

wir  Zfthler  und  Nenner  des  Bruches  mit  Eigenschaft    hat    das    erste    Glied    des 

Z&hlers,    das    zweite     hat    die    Geatidt 

^  (^.  /y  )  --^(^p  ,*^y   "*"  )»  y2  {px'y\  enthllt  also  y  nur  ala  Fae- 

*  tor,  der  andre  Factor  itt  eine  rationale 

so  wird  man  erbalten :  Function  von  x. 


f 
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Der  Brach  serllüt  also  in  Glieder  von  Denn  es  ist  jedenfalls: 
der  Form:  • 

if(x)  und  3f^x),   -  1^«)=^      2f 


WO  ff{x)  nnd  y/{x)  rational  sind,  also:  -T (ftn    )  +  JT (cw       ) 

//(*, y)dxzz£(,Mx)dx)^sfyip(w)dx.  ';,^dem  wir  wieder  wie  yorhin  im  Nenner 

•  /V*iy/»**    -vy'fw     /i     -"^l/     .  die   graden   Potenzen    yon    ti   yon    den 

Die  ersten  Glieder  fallen  in  die  Tbeone  magraden  trennen.   Multipliciren  wir  Zäh- 

der  Integrale  rationaler  Functionen ,  die  j^r  nnd  Nenner  dann  mit 

zweiten  haben    die  letztere   der  vorhin  ^ 

angegebenen  Formen.     Auf  die   erstere  2{bu    )— Z(«*       ), 

werden  sie  gebracht,  wenn  man  die  rar  ^^  ^.^^  ^^^  ^^^^^ 

tionale  Function  y  Vw=;irw  «ö*^*»  ^o  ,    , 

d««  die  Form  /  ^^^  wird.  ^0^')  -«•^(«.")' 

^        y  nur  grade  Potenzen  ron  ti  enthalten. 

Denkt  man  sich  die  Integrale  immer  Den  Z&hler  theilen  wir  dann  in  zwei 

aof  die  letztere  Form  gebracht,  und  ist  Glieder,    deren  Eins  die    graden,    das 

-/       , r— r  Andre    die   nngraden  Potenzen    von  u 

y  =y «+*«  —  «  «'»  enthalt,  so  dass  man  hat: 

so  kann  man  immer  schreiben :  ^  /^t\  ,  ^^  /^t\ 

•^      y            ••'    re'jr*— 6a?— II  ^y  Xi  ^^^  ^  «^d  hier  ganze  nationale 

wodurch  das  Integral  auf  die  in  IIa.  be-  Functionen  von  u*. 

trachtete  Form  zurückgeführt  wird,  und  Betrachten  wir  nun: 

der  Ansdrack  )/ — 1  nnr  den  Nenner  di-  py/(u)du        PXi^^)  ^^ 

Diese  Bemerkung  ist  wichtig  fftr  den  '                         ,  ,v   ' 

Fall,   wo   die   Variable  x  imagin&r  zu  h/  ^'^    ^ 

denken  ist,  also  die  Integration  in  ima-  J    ^  (u*)    y^t  ^  ^ 

ginären  Grenzen  stattfindet.  ^^^  substitniren  im  letatem  Theile : 

Efl  liest   sich    aber  y    auch   auf  die  -  -/■■    .■■■ 

Form  bringen: ^^^^                 yt««+a=:i;. 


«*  =  v*...a 


und 


wenn  der  Coeffident  von  «*  positiv  ist,  "     ''^ 

und  auf  die  Form:  ^  '^^  dieser: 

wenn  der  Coeffident  von  «'  negativ  ist.  al«o  ein  völlig  rationaler  Ausdrack.    Der 

Seilt  man  im  ersten  Falle  irrationale  Theil  hat  also  nur  die  Form 


6  rf{^')du 


im  tetetain  wenn  man: 

b 

so  wird  tf{x\  eine  ganze  rationale  Fnnc-  schreibt,  wo  unter  f  eine  rationale  Func- 
tion von  «  bleiben,  und^das  Integral  tion  von  t«'  verstanden  ist,  ebenso  liihrt 
eine  der  beiden  Gestalten  haben:  das  zweite  Integral  auf: 

JR§  BUst  sich  aber  dieser  Ausdruck  Diese  Ausdrücke  lassen  sich  sogar  noch 

in  dnen  ohne  alle  Irrationalität,  und  in  etwas    vereinfachen.     In    dem   ersteren 

einen  andern,  der  nur  grade  Potenzen  setzen  wir,  je  nachdem  a  positiv  oder 

von  u  enthftit,  verwandeln."  negativ  ist. 
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y'ö  V'— •        '  auffinden,   wo   /"(a?,  y, »)    eine    rationale 

in  dem  iweiten  Function  der  drei  Variablen,  und 


y^^'^'^  ist,  die  also  zwei  Wuneln  lineiror  Ans- 

^r    «T       t    «         ^  n  vi^:k^»  drücke  enthAlt. 

d«,  wenn  dfe  Wu«elgrÖ8»e  '^«^11  Reiben  ^^^  ^^  ^„^^^.^      ^^  ^^^^  y^^. 

soll,  a  hier  nicht  negativ  werden   kann,  ^j^  ^.^    ^^  .^^,             » 

Man   kommt    dann    auf    eine    der    drei  ' 

Formen;  2yity  =  Arfr, 


also: 


2ydy 


Wendet  man  auf  die  ersten  beiden  Ans-  y*— a 

drücke  die  Substitution  I.  von  Abschnitt  «=  

(18)  an,  so  ist  zu  setzen: 


b 


^  =  v,  s  =  l/^^"^  +  ^\ 


f 


b 


«=±1,  4=0,   e=l,  /f{x,9,»)dx= 

— (i«*  4"1) 

v  =      >  ^  —    ,  ein  Ausdruck,  der  nur  eine  Wurzel  einer 

^^  ganzen  Function  zweiten  Grades  enth&lt, 

_«*+!  und  ganz  wie  oben  zu  behandeln  ist. 

^  20)    Beispiele  zur  Integration 

und  irrationaler  Functionen. 

r  f(^*)dv  _      ri  ^ /Öi!±l) *\  Au  ®*  *®'  gesucht : 

J  y^^i"   J  ^^\^Si^f  r_dv 

Wendet  man  dagegen  auf  den  letzten  J  l^w'+l' 

Ausdruck   die    Substitution   II.  A.    von  wo  also 

Abschnitt  18)  an,  so  wird:  /'(v*)  =  l 

^=1,  6  =  0,   e=l,  

yii:?=s*.+i,  /.»±i=«+«, 

_   ,      Q^  setzt,  nimmt  Formel  I.  des  vorigen  Ab- 

^v-.tf  t>+iSi«,  Schnittes  die  Gestalt  an: 


ist 
Indem  man 


—an 


ZlfL,  r  du  pdu       , 

1~*«  ist'  ■" 

aUo:  y^^.===-lg(l/;;;iTi  -r) 

Diese  Formeln  in  Verbindung  mit  denen  multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  nn- 

Ar  die  Integration  rationaler  Dififeren-  ter    dem    logarithmischen    Zeichen    mit 

«ale   reichen    also    immer    für    unsem  ypqq  +  ^,    ^  ^5^  ^er  Nenner  -hl, 

Hit  Hülfe  des   In  diesen  Abschnitten  ^^'        ^^  

anseinandei^esetiten   Integrationsverfah-  /  ■  =  lg  (c  +  V^v' + 1) 

rens  lasst  sich  auch  das  Integral:  •/  r  o*+l 
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<u>d  Wire  in  der  eraten  Fonnel  v  negativ,  so 

/'   ^«^        _,_r__/    .i/t-Tm  könnte   man  Ig(-l)   dazu   addiren,  da 

Ypt^l  ""  ^^      ^ff-rfff  -i;j.  jede  Constante  an  einem  Integral  hinzn- 

T^     A     1^*        A     1     u               11  •  *  ^®^"^*  werden  kann.     Man  hat  also  je- 

Da  der  letztere  Ausdruck  nur  reell  ist,  denialls: 

wenn  u  negativ  ist,  so  muss  man,  da 

ist,  lg( — 1)  aber  als  in  der  Integrations-  ^  yv^+l 

constante  enthalten  gedacht  werden  kann,  > 

im  Falle  ti  positiv  ist,  schreiben:  f-     *^      -.]g-|-/t^^i/^ft     ^n 

/•   da                      , «^  fv  —  1 

/•       dx  n dx 

Yä^bx  +  e^x*J  J(    .    b  V*       ö       T 


wenn  ^  algebraisch  grösser  als  j^  ist,  gebraucht  man  diese  Form.     Dagegen 

b* 
wenn  j-j  grösser  als  a  ist,  setat  man: 


4c*"^l/l 


Im  ersten  Falle  ist  an  setzen: 


^ 


-1. 


^2« 


9 


SO  daiB  man  erhalt: 


t 


also,  wenn  man  ftr  if  wieder  seinen  Werth  setzt,  und  eine  Constante  vemach- 
lisslgt: 


Im  letztem  Falle  hat  man: 

2e 


,    b 


/ 


=:v 


4e»    «« 


/•      rf«  1   n  dv         1  , 


4D 


alaa  werm  man  Im  v  wieder  leinen  Werth  in.  x  einsetit: 

Es   ist  bei  beiden  Formeln   in  den  Lo-   so  ist:  Vi— v«=co8y., 

gariüunen  immer   das    positive  Zeidien  /«.X* 

genommen  worden.  1— y^l— i;*  =  l— cosy.=:2sinl^j  , 

Setzen  wir  in  Formel  II.  des  vorigen  «  .   «>        <P 

Abschnittes  siny  =  2sin|  cos^, 

r(t»»)  =  l,  aUo  

so  erbalten  wir:  yl— t>»^l_         y 

^  —  "■  t5  O ' 

SeUt  man  in  Form«!  8  de»  Absdurit-      arc  tg(-tj^J= -arctg^tg|j  =  -| 
**•  ^*)  ....  und 

da  «  =  sin^,    9>=:arcsinv 

ist,  so  ergibt  sich: 

|^==arc.ln(0. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass 
sieh  dies  Resultat  anch  durch  Differen- 
«iren  der  Function  arc  sin(t)  herleiten 
lässt 

Indessen  sind  hier,  wie  schon  im  Vo- 
rigen, die  Quadraturen  möglichst  unab- 
hängig Ton  den  Ergebnissen  der  DÜfe- 
renziidrechnnng  hingestellt  worden. 


u:zx,  lf=0,   iV=l,  «=0,   6  =  1, 
so  erhalt  man: 


aber,  da 


ti= 


Vl-y«-l 


ist, 

/*  du       ^     yr^— 1 
,  =  -  2arctgli— ü i. 

Setzt  man  hierin 

vzsin^', 

£k  ist  gegeben 

/*        dx  p 


dx 


/dx 


Man  setzt: 


jr— 


2«» 


so  dass  man  hat: 


1^  e'^4«* 


/'       dx                 1    Pdv^  . 

/  =:==-  I   , Lsarcsmfy) 

and,  wenn  man  fttr  «  wieder  seinen  Werth  einsetzt: 

/»         dx .    /  2<*j:-6   \ 
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21)  Integration  trän scend enter       Offenbar  ist,   wenn   ntan  sieh  a  rer-* 
Functionen.  änderlich  denkt: 

In  dem  Gegebenen  ist  das  Allgemeine,  .  ax 

was  sich  über  die  Ansfübrung  der  Inte-  Jt     =:x€^, 

grationen  algebraiscber  Functionen  sagen  ^ 

lasst,  erschöpft,   insofern    sie   darcb  die  ,2  ax 
Tor  Entdeckung  der  Integralrechnung  be-  ^     —  x'^e^* 

kannten  Functionen  gesdiehen  kann.   Je-  ^^  ' 

doch  können  in  einzelnen  Fällen  noch 

Integrale    Ton    irrationalen    Ausdrücken  J'^e^^      n  tgx 

complicirterer  Art  gefunden  werden.  — r~=*  «     • 

Wir  werden  daher  auf  diesen  Gegen-  *•" 
stand  zurückkommen  müssen.    Zunächst  Man  kann  also  auch  schreiben: 
wollen  wir  jedoch  das  Allgemeinere,  was  ^    ^^ 
sich  über  die  Integration  transoendenter  P  n  tnx,    _  P »  (g    )  j. 
Functionen  sagen  lasst,  hier  geben.   Die  J  '  ^           J       j  « 
vor  der  Entdeckung  der  Integralrechnung  ^' 
bekannten  Transcendenten   beschränken  In  Abschnitt  6)  wurde  nun  die  For- 
sich  auf  EzponentialgrOssen  und  Loga-  mel  abgeleitet: 
ritbmen,  trigonometrische  Functionen,  und  d[  C                 \      P^ix  c) 
die  SU  letztem  gehörigen  Bogen.  a^(  /  ^(*>  "^^  ^)  "/      V  ^» 

Von  diesen   stehen  jedoch  die  Expo-  _      ,   .  .^.  ,    ,   ,         ,      ,^.- 

nential-  und  logarithmischen  Grössen  in  »?«  ^«^  ^t?  ^'?l*''??*?f^^  f **  Differen- 

der  durch  die  Gleichung  «'"'^«  "~*  «^  "^  ^®'<^^'  ^®^«™  ^*"* 

gegebenen  Verbindung.  rfc    ^*^  /     ./       ^^ 

I>ie  Verbindung  zwischen  trigonome-   also  in  unserm  Falle : 
trischen  und  Exponentialfunctionen  wird  ^ 

vermittelt  durch  die  Gleichungen:  r  n  lue .      a 


.»8*=«  J*  i  r.,. .-.  ^.\  -  r^fi'^  c) 


e**  =  cosx-fisinx 


/'•*-"'^=Zn(/'"'^)- 


oder  Kann  man  also  den  Ausdruck 

2xi_l+ttg4f  u-fe^^dx  finden,  also  für  den  Fall, 

1— itg*  J                       '                            ^ 

«•wi   A\^  .»:..v»^  -R^»««  ««^  T  /v^-^-fii  wo  n  =  0  ist,   so  ist  die  Quadratur  für 

^r^^L^rt^^Tl^lt^^^t^  Beliebiges   n    auf    die  Differenzialrech- 

men  mithin,  wenn  man  ;r=:arctgtf  setzt,   _  ®  «««ij^v     t  x»^.*:»..».«.»    a^», 

durch  die  Gleichung:                             "^  nung,    nämbch    auf  Bestimmung    des 

arc  tjr  u  -  ~  j  l+*tga;  Ausdrucks  —  zurückgeführt. 

*     ~  2i  *^1— itgjf  da^ 

und,  wenn  man  a;= aresin («)  setzt,  dur«^  Wir  setzen: 
die  Gleichung: 

"t  

arc  sin  «  =  -r lg[)^l--f»'  +tw]          -  ^^ 


ad? 


oder,  wenn  x=:arc  cos«  gesetzt  wird,  dyz:a€^*dx^aydxy 

durdi  die  Gleichung: 


arc  cos  «  =  -r  lg[i*  +  i/l — •**]. 


tty 


also 


Es  kann  daher  bei  den  entsprechenden  -i    r                 '^ 

Functionen  ein  gemeinschaftliches  Ver-  uzz—  I  dy=.^  —  - — • 

fahren  eingeedilagen  werden.  «•/           ^        ^ 

Sei  zunächst  zu  bestimmen  Bb  ist  also: 

/«-««'dir,  ^              Wfü) 

wo  a  eine    beliebige  Constante  ist,    n  J  ^  ^            n^ 

aber  eine  positive  ganze  Zahl.  <!« 
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Ist  das  Integral 


^"^  dx 


zn  bestimmen,   so  mnss  e"^  für  «*    geschrieben,    und    erst    nach   aasgeftlhrter 
Differenziation  a  gleich  1  gesetzt  werden. 

Beispiele: 

(ftd?y 
—  I          «j:       jub 
„    «,=_!!/  =  « 1^. 

da  •  ff  ff* 

da  da  0  «*  « 

Anf  diesem  Wege  kommt  man  anch  leicht  tn  der  allgemeinen  Formel: 

•/  ff^ff  «•  »  ' 

« 

die  sich  ans  dem  Ansdmcke  fUr: 

i£ff  da 

ergibt,  wenn  man 

setzt. 

0£fenbar  nftmlich  ist: 


da* 
allgemein : 

!^l(£lM=„-V«V)_»»-2/'*-%+«(«-l)«-»/"-^(«) 

.  n 

—  .  .  •  +n(ii— l)(n--2)  •  •  •  2-l/'(«), 

woraus  sich  der  oben  angeführte  Ausdrack  für ergibt. 

dx^ 

22)  Anwendungen  der  oben  ge-  dr  =  ^ 

fnndenen  Formel.  y* 

Das  Resultat  des  Torigen  Abschnittes  also 
ist  ein  sehr  reichhaltiges,  aus  dem  sich  p  fg  „Xj       Pn     \»  « — ^Ij 

viele  Formeln  ableiten  lassen.  J*  *    «*=j('«y)  y        «» 

Setzt  man  und  man  hat:  ^h^\ 

so  wird  Iv      Qey)  ^--  ^^' 

d?=lfirt/.  •'  da 
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oder,  wenn  man  sich  der  Beihenentwickluog  des  vorigen  Abschnittes  bedienen 
will: 

^»(n-l)(fi--2)>.>  2*lv 

)' 

Es  ist  hierin  a  eine  ganz  beliebige  Zahl,  n  mnss  jedoch,  wenn  die  Inteent- 
tion  in  endlicher  Form  gelingen  soll,  eine  ganze  positive  Zahl  sein. 

Setzt  man  a  +  /St  für  «r,  so  hat  man : 

Es  ist  n&mlich  bekanntlich  völlig' gleich ,   ob  man  nach  a  oder  nach  (a-^M'S  Aif 
ferenziirt.  v^^PV  ""- 

Also  hat  man  ganz  wie  oben: 

Setzt  man  für 

bT*  ^seinen  Werth  coaßx-hi  sin^, 
so  erhUt  man : 

/*V'  co./t«fa  +  i^,V*  «n/toir  =  ^  j^  e*'(co./te+i  .inj,*)} 
oder,  wenn  man  Beelles  nnd  Imagin&res  trennen  will: 

/; V-  cos  fixdx  ■=  ^  ^'^^(^cos/?x  +  /?»in/?4 

A V*  sin  ßxdx  =  ^  Je^^C^rin/g^-Z^cos/^J:)) 
•^  dJ^l  «"+/»•  j 

Man  verllhrt  in  der  Begel  jedoch  besser,  wenn  man  in  der  Reihenentwicklnng 
von  fx\'^dx  für  a  schreibt  a+/Ji,  und  den  reeUen  Theil  gleich 

AV*cos/Jxrf*, 
den  imaginären  gleich 

Jx  e'^Binßxdx 
setzt. 

Für  n  gleich  Nnll  hat  man  unmittelbar: 

/*ox        ^    .        «*^(«  cosÄjf  +  Äsin/Jjr) 

/**•*  sin^oM^  =  e'^^(«sin/?jr-/?cos/y^) 

Selbstverst&Ddlich  kann  man  auch  nach  der  Integration  a  =  0  setzen,   nnd 
«httt  dann  die  Antdrücke  für: 

/x^coBßxdx  und  /j^Bvaßxdx} 
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Statt  deBsen  aber  kann  man  auch  in  der  Formel  Pax  Je    dx  unmittelbar  /9i  für  a 
setzen,  und  hat: 

oder :  • 

fiix 


d.  h. 


Will  man  Reelles  nnd  Imaginäres  trennen,    so  sind  hier  die  Fälle  zn  unter- 
scheiden, wo  n  grade  und  wo  es  ungrade  ist. 

Man  hat: 


/''"-^=<-»"ir.m 


* 


p..M.  =(-«"•►■  ts(T) 


oder: 


2ii+i 


und 

Auch  kann  man   sich   statt    dieser  Formeln    der  Reihenentwickelungen  für 
e       bedienen,  nnd  darin  a—ßi  setzen. 

23)   Andera  Ausführungen  von   also  eine  algebraische  Function,   welche 
Quadraturen.  immer  integrirt  werden  kann. 

Allgemein  Iftest  sich  der  Ausdruck  jy^ 

bestimmen,  wenn  /*(«)  eine  rationale 
Function  .ist,  oder  eine  solche,  welche 
ausser  einem  rationalen  Theil  nur  eine 
Quadraturwurzel  eines  ganzen  Polynoms 
▼on  höchstens  zweitem  Grade  enthält. 

Betet  man  nämlich  rationale  Fanctionen  von  e"**    sind,    so 

jttx_  lässt  sich  hiemach  auch 

*  *^  /[{wattx^   coBex)dx 

ae^'^dx^du 
Q^Qf  finden,   wenn  f  eine  rationale  Function 

jif  zweier  Variablen  bedeutet;  auch  können 

dx^ — ,  unter  dem  Fnnctionszeichen  die  andern 

io  hat  man  ****  trigonometrischen  Linien  von  ax  enthal- 

Bo  nas  man  ^^  ^^.^^^    welche    sich    auf  rationalem 

/^r  a«  V  .       /*/Wi^  Wege  aus  den  sinus  und  cosinus  durch 

f{e     )ax^j  -^^»  die  Formeln: 


sin 

(«) 

axt 

e 

— a' 

-"ttsro 

2i 

cos 

(•«) 

fxi 

— axi 

2 

1_   1 

in X. 

9                   ^** 

nxi 
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tg;r=—  cot*=5?!f  gleiche»  Sabstitationeii ,  Wo  es  sich  um 

C08«'  Binjf*  Aenderung    des  IntegrationswegcB   han- 

l  i  delt,  immer  gestattet,   so  lange  das  In- 

secjrz: ,  cosecx  =  -: —  tegral   ein   unbestimmtes    ist.     Bei  bc- 

erffeben          ^''  "*'*  «timmtcn  Integralen  dagegen  ist  die  Be- 

cigroen.  rücksichtigung  der  Grenzwerthe  nöthig.  " 

Da  aber  hier  die  Substitution  Was  unser  Integral 

^^    =«  /f(smüx,  cos  ax)dx 

gemacht  wird,  so  muss  u  und  du  ima-  anbetrifft,    so   fuhrt  jedoch    auch    eine 

ginftr  werden.     Es  ändert  sidi  also  der  andre  Substitution  zum  Ziele,  wobei  der 

Integrationsweg.      Jedoch   tritt    hierbei  Integrationsweg    nicht    rertadert    wird, 

keine  Zweideutigkeit  des  Resultats  ein,  Man  setze: 
wenn  der  Ausdruck  f(u)  nicht  während  sinffjr=tf 

der  Integration,  oder  beim   Uebergang  ^.     ..^    ,  ^' 

▼on  einem  Wege  zum  andern  unendlich  "^ 

wird.  a  cos  axdx  =  dy, 

Es  ist  also  die  untere  Grenze  immer  _wz 

so  zu  wählen,  dass  dies  nicht  stattfindet,   ^^^  ^*  flrx~Kl-y% 

und   kann   man  dies   immer  annehmen,  .  ^ 

so    lange    das  Integral   unbestimmt  ist.  dx  -  ^ 

Diese  Bemerkung   ist  fftr  die  ganze  In-  ""  a^^l— «« 

tegralrechnung    wichtig.      Es  sind    der-   und 

ff  (sin  ax,  cos  ax)dx  =  1  PfMlEy^ 

ein  Ausdruck,  der  ausser  einer  rationa-  über    die    sogleich    gesprochen  werden 

len  Function  nur  noch  eine  Wurzel  zwei-  soll. 

tcn  Grades  enthält.  v^  i«  ä    v        u         .     .  ,    , 

Von  gleicher  AUgemeinheit   ist   übri-  :«  .n      ^  bemerken  mx  jedoch,    dass 

gens  das  Integral  *™  allgememeren  Falle  des  Integrals: 

J'f (sinx,  cosx)dXy  jfij^^^x^  cosx)dx 

da  man  für  ax  immer  eine  neue  Varia-  ^    ^^^^b    eine   reelle    Substitution  gib^ 

ble  nehmen  kann.  welche  keine  irrationale  Grösse  gibt. 

Von   besonderer   Wichtigkeit   ist  der       Es  ist  dies  die  Substitution 
Fall,  wo  die  Function  f  nur  ein  Glied 

enthält.     Es   führt  dieser  Fall  zu  den  ^  tgjjrmi. 

Integralen:  Da 

/m         «.       rsina^  dtgx=-, — , 

sm  x    eosx  dx,  1 ,  ^       (cos  *)•* 

^  cos«*  ist,  so  hat  man: 


/cosar"    ,        p  dx  du-«— ^L— 

tmx  «AX      eotx  und.  da 


üt: 


^jij^=(ieci«)«  =  l+(j«  i,)' =1+.« 


*c=2*' 


1+»»' 


Sin« 


ilso: 


K     \i+»»/     1+«" 
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Beispiel.    Es  sei  gesacht: 

^ 

a+6  cos»- 


a+6  cos  x-^-c  Bin  X ' 
Es  verwandelt  sich  dies  Integral  durch  die  letzte  Substitution  in: 

ein   Ansdruck,    der  sich   unmittelbar  aus  Formel  3  des  Abschnittes  16)   eigibt, 
wenn  der  Kenner  2  imaginäre  Factoren  hat,  d.  h.  wenn 

< 


(« -6)«      «-6 
ist.    Man  setse  dann  in  die  angeführte  Formel: 

lf=0.  iV=-?-. 


•-     a-Ä»   ''■"^1:^6      (a-6)«- 
nnd  es  ist: 


r ^ _  2  ti(a-^)  +  c 

Ist  aber  •; rr-  > r,  so  gibt  die  Formel  (4)  des  Abschnittes  <16),  wenn 

(« — 6)'      «—0 

man  ftx  M,  N,  a  dieselben  Ansdrttcke  wie  oben,  fflr  b  jedoch 


ii 


«+*  _  Vc«-a«+6» 


(a— 6)*      a—b  o—b 

einsetst : 


^r  du 1  («-4>,+|.-yc«-a»+*« 


da 


1+6+2CII+  («  -  b)u*      /c«-fl»+  A>     (<i— A)i«+c+>^c«--«>+6» 
Auf  dieses  Integral  lässt  sich  auch  das  folgende  zur&ckf&hren: 

r        dx 

J  A-fA  cos jr*+c sind?*' 

l  +  co8  2jr            ,    1  —  cos2« 
cosx*= ^ ,   sm«*  = 5 


ist    Man  erhftlt,  wenn  man  y  für  2«  schreibt: 

ydx  ,       _r  dy 

a+6  cos«* +c sin«*    J  2ö+A+c+(6 — c)  cosy' 

Setzt  man  in  den  zuerst  entwickelten  Werth  des  vorigen  Integrales: 

2a+6+c  iilr  a,    b^c  fftr  b,  0  för  c, 
so  kommt: 

Ja+6cos««+csina;>  =  7^=^^=^^)  *"*^  l    V i+Sj 


Hier  ist*zu  setzen: 


i4  =  tg|=:tgar. 
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E$    llMt   sidi   noch  bonlimineii   dM  FonctioiiMi  «nlhOrten,  ganze  Functionen 

Integral:  von  Exponentialgrössen  zn  sein. 

/x^f(e^,  e^*,  «y*  •  .  .) <fo,  ^*®   °^^  ^®  Logarithmen  und  die 

wenn  m  eine  ganse  positive  Zahl,    und  Arcus   anbetrifft,   so   kann  man   e^=y 

/"eine  ganze  Function  ist,   denn  dieser  '**  ^^^  Ausdruck: 
Ausdruck  besteht  aus  Gliedern  von  der  r  m  „  ax     ßx         v  * 

Form:  «^  *    /(^     ,  er^  >  •  •)  dx 

^y^m^ia?^  setzen;  man  erhalt  dann  das  Integral: 

deren  Integration  bereits  gegeben  wurde.  7*  Ogy)  "*/"&"»  y^  •  •  •  )— , 

Auch  kann  man  statt  der  Exponential-  ,  y 

grossen  die  trigonometrischen  SWctionen  ^^ 
sin  or,   sin /9ap,  cos  a«,   eos  ßz    nehmen,  dxzz^ 

welche  ganse  rationale  Functionen  von  y 

««*•,  /*•,  e~*^  und  e""'^**  sind.  "*•  E«  1*««*  "ch  also  dies  Integral  immer 

.  ^.    T      .      .  bestimmen,    wenn   a  und  /J   ganz    will- 

£s  gehngt  aUo  immer  die  Intention  kiSrüch  sind,  vorausgesetzt,  dass  n  eine 

''^^  gftMe  positive  Zahl,  f  eine  ganze  Funo- 

Jx    ^{sinax,  cos  i»ar,  sin ^x,  cos /?«•.. )<*är,  «..,.. 

.  ,    ^    ,    ^     ,  ^  ,       «  Ebenso  l&sst  sich  m 

jedoch  darf  sich  unter  dem  Functxons- 

zeichen  im  Allgemeinen  keine  Tangente  J^s^f^Binx,  eo8x)dx 

oder  Cotangente  befinden,  weil  sonst  die  setzen: 

sin «:=«!,  coBxdxzzdu,  <fa=:-  , =,  x=arcsin«i, 

also 

du 


Setst  man 
so  kommt: 


/J^f(Biax,  coB«)ite=/(arc  sin  •*)"•/'(«,  }/l—fi«)-y==, 


cos  a?=t<, 
.mf(yV^u)du 


—  /  (arc  cos  u)    -^ — , 


endlich,  wenn  tgxr=tc 

ist:  «sarctgti, 


smx= 


C08X  = 


also: 


1+«»' 
u 

1 


/x-r(sinx,  cos*)rf.=/(arctg«)~j^r(y^,  ^). 
Ansgef&hrt  werden  können  also  die  Integrale: 


dm 
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wo  f  eine  rationale  Functioii  zweier  Va* 
riablen,  m  eine  ganze  positive  Constante 
bedeutet. 


Ist  z.  B. 


f(x,y)-J^y, 


wo  p  eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat 
man  ans  den  beiden  letzten  Fonneln: 

/"(arc  co8i«)"*tt''rfti; 

ist  dagegen  ^(«»y)=fy»  so  gibt  die  erste 
Formel : 


za  bestimmen,  wenn  man  alle  Integra- 
tionen, die  zn 

fahren,  vollziehen  kann. 
Sei  wieder 


/•(«"')=-. 


so  ist: 


^/"n-lW 


du 


=/;(!*), 


/(arctgu) 


m     udu 


(1  +  «*)«* 

Wir  unterlassen  die  wirkliche  AnsfUh- 
rung  dieser  Quadraturen,  da  wir  zu  be* 
quemeren  Methoden  für  dieselben  ge- 
langen. 

24)  SpeciellerFall  des  Vorigen. 
Das  Integral 

als  ein  specieller  Fall  des  bereits  ange- 
führten : 

kann  immer  bestimmt  werden,  wenn  f 
eine  ganze  rationale  Function  ist. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  f  keine 
solche  sei,  und  suchen  die  Fälle,  wo 
dennoch  die  Bestimmung  mOglich  ist. 
Man  hat: 


also: 

und  ebenso 


-/•^„W*» 


wo 


r(.)=^ 


•/  u 

•/  u 

schliesslich : 

Ist  z.  B.  f(ti)  eine  rationale  gebrochene 

Function  von  u,  und  fährt  keine  der 
Integrationen  auf  logarithmische  Functio- 
nen oder  Bogen,  so  werden  auch  die 
Werthe 

rational  sein,  und  die  Integration  ge- 
lingt. 

Es  sei  z.  B. 


ist.    Wir  setzen: 

•'/'(«)=A(«). 

«r.(«')=A(«) 


A(«)= 


a +••)*' 


man  hat  dann: 


d*r(«"*)_ 


A.' 


=x-'f(e'"). 


Es  gelingt  also  immer  das  Integral: 


so  ist: 

•^(1  +  -)*         '-»(1+«)*-!' 

Diese  Integration  ist  stets   auszuführen, 
Wenn  $  eine  ganze  Zahl  ist. 

Sei 


«a+t«) 


«-1 
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80  wird,  da  «=1  war: 


Ist 
so  wird 

also 
mithin: 


«=2, 


^  (l +,««)'        M«      l+e"*/     ^         «         I"  «' 


f") 


xe 


ax 


.(i  +.«*) 


Eine  Ihnliche  Betrachtnng  Iftsst  sich  in  Besag  anf  die  trigonometrischen  Fnnctio« 
nen  anstellen. 


Sei  in  bestimmen  der  Ansdmck 

fJ'r^(^u)dx, 

wo  unter  ii  eine  der  Functionen  sin  ir«, 
008  ax  oder  tg  {ax)  verstanden  werden 
soU. 

Im  ersten  Falle  ist 

nnd  man  kanta 
setsen;  ist  ebenso 


man  die  Wurzel  jedesmal  mit  dem  ne- 
gativen Vorzeichen  versehen  denken. 

Ist 

•«=tga:, 

so  hat  man: 

es  ist  also  zu  setzen: 

r(«)(l+«')=A(«')r 

r'.(«)(i+"»)=/'.(«) 


also: 


so  hat  man: 
n 


/x'fJu)dX=^  (f(M)dx) 


vad 


wahrend  die  Formel: 

/ 


*«/;(•)  ite=^(//(ii)rfr) 


Ist 


tl=C0Sflrd;, 

so  gelten  dieselben  Formeln,  nnr  mnss 


in  Gültigkeit  bleibt. 

Es  wird  erfordert,  dass  alle  diese 
Integrationen  in  der  That  ausführbar 
sind. 

Beispiel.    Sei  gesucht 

/a;(tgirar)"*(l+tgir«»)ite. 
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Wir  setaen 

und  in  die  betreffenden  Formeln 

«"•(!+«")  =  A(«),   da  11=1  ist 
Es  wird: 

also: 

/.(tg,ar)*(l+tg«»«)  <ix=^  ;^y*('8"*)'"'*'^  **• 
Dies  letztere  Integral 

/(,,„,)«+!  ^rsin^l 

gehört  nnter  die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten,  und  ist  stets  sn  integriren. 
Sei  s.  B.  m=:l,  so  hat  man: 

Setit  man 

tgtiXZZV, 

so  wird 

adx     __ 

(cosaz)»"     ' 
also 

,  __(co8aar)'rfv  _^        dit 

und 
also: 

Setzt  man  ausserdem  noch,  je  nachdem 

€tX 

«=0    ,  t<=sma:ry  u^coanxy  uzztgax 
war,  in  die  Formel: 

dtt 
ftr  dx  und  x  den  entsprechenden  Werth  ein,  wobei  sich  ergibt: 

du  =  ae^^dx = mklr, 

ilif=:iK  cos  ffJc</x  =  «rV^l — u^dx, 

du  =z  — a  sin  axdx^  — «^1 — u^dx, 

ndx 

(cos  OJP)'         ^ 

also: 

j      du  du  du  du 

«  =  --,    dlr=: — 7==,  <fa=:—    ,/  ,>    <»  = 


««'  al/l— M«*  .     «yi-u''  «(1  +  ti) 

und 
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__lgi»       _arc  8\nu       _arcco8ii  arctg« 

a  «  «       '  a 

ao  wird  also,  je  nachdem  der  eine  oder  andre  der  Tier  Fälle  stattfindet: 


Aare  co.«)V>)-^  =  «*+l  £1  (1  r^M=) 

7    («ctg  «)  r^W   j^-,  =«  +    _(-y  Ai_j 
and  e«  werden  in  jedem  Falle  die  AnsdrAcke : 

durch  die  Formeln  gefanden: 

wo  fttr  /(«)  entspreohend  die  Werthe: 

a  tetien  sind. 

Wohl  zu  merken  ist  hierbei,  dass  in  dem  Ansdracke  recht« 


«+i  ^  1 


A.» 


\(S'^) 


nach  der  Integration,  aber  Tor  der  Differentiation  nach  a  Ar  «  sein  in  x  aasge- 
drnckter  Werth  wieder  henaatellen  ist.  Es  enthält  nämlich  diese  Grösse  i»  ja 
die  Veränderliche  a  selbst,  was  beim  Differenziiren  natftrlich  wohl  za  berücksich- 
tigen ist. 

Beispiel.    In  der  Torher  entwickelten  Formel: 

setzen  wir 

tg«ra;=v, 
and  erhalten: 

/«arctg«A.=-^5j(-y_— ). 
Ist  hierin  m=l,  so  hat  man  wieder: 

•^••«*«**'=2ä;(V)=-2  *"'+2(iS^;i^  =  -2"  +  -2-<^+*>- 
Ist  »=2}  80  ergibt  sich: 

Setzt  man  «*=:»,  so  wird: 


l+n»  ^  2./  1+v  ~  2./  \      l+vj       2 


lg(l-ft>) 
2 
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oder,  wenn  man 
einsetzt: 


nnd  es  wird: 


|tgM.-ÜÖ±^i!^. 


Ä6/iS)=  J*8(-)'-^  [«(-)'-lg(l+tg(.x)')] 

woraus  sich  ergibt,  wenn  man  wieder  tgaxzzu  setzt: 

r  1  11 

y  ««  arctg(tt)rftt  =  ^tt«  arc  tgi«  — ^«*  +  g  Ig(l+«*). 


25)    Theilweises   Integriren.  Dergleichen   sind    schon    die    in    den 

In  dem   Gesagten   sind   im  Wesenüi-  vorigen  Abschnitten  entwickelten,  wo  ein 

chen  die  allgemeinen  Fälle  enthalten,  in  complidrteres  lntegn\/x*f  {ujdx  sich 

denen   sich    ein  Integral  anf  bereits  be-  .  #   ,            >.  ^,\  j     ^      u 

kannte  Functionen    zurückfuhren    lässt.  ^!L  •'"«?   einfiicheren  ff(u)  dx  durch 

IndesB  lassen    sich    noch    in    einzelnen  Differenziiren  nach   emer  Constante  er- 

F'allen  complidrtere    Integrale   auf  ein-  ^^' 

fächere   zurflckführen.      Diese   Aufgabe  Indess    leistet   hier   auch    namentlich 

wird  die  Bedaction  der  Integrale  genannt,  dasjenige  Verfahren  gute  Dienste ,   wel- 

Zum  Theil  führt  auch   diese  Beduction  ches  wir  als  „theilweises  Integriren**  be- 

auf  in  der  Ausführung  leichteren  als  den  zeichnet  haben. 

bereits  gegebenen  Wegen  zu  Integralen,  .,            j.      xr    *  v        •     ^      v..     .i 

der«n  Mö|Hchkeit  der  Berechnmii  nach  ^  ^s  war  dies  Verfahren  in  der  Formel 

dem  Vorigen  bekannt  ist  dargesteUt: 

Wir  haben  uns  also  hier  noch  mit  den  fydxzzxjt  —fxdy 

sogenannten  Beductions-Formeln  zu  be^  J9      -  9     J      9 

sch&ftigen.  oder,  wenn  man  will: 

Mx)^(x)dx=fix)ff,{x)dx-f(/^ix)dx)f\x)dxi 
jedoch  reicht  die  erstere  einfachere  Formel  immer  aus. 
Es  ist  z.  B. 

fuvd  (lg  v)  =/ -=fudvt 


aber  da 
ist: 


/udv = UV  ^/vdu = 114;  ^fuvd  (lg  «), 

fuvd  (lg  v)  =  UV  — fuvd  (lg  n). 
In  dieser  Formel  machen  wir  folgende  drei  Substitutionen: 

I)    u:z{ax^h)^  i,=(e«+0* 


m)  «=(e«+r)-       -(Sl?)* 


Es  ergibt  sich: 
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*/  n(af— efr) 

Diese  Formeln  werden  etwas  einfacher,  wenn  man  fUr  eine  der  GrOssen 

ax+b  oder  ex+f  die  Grösse  x  selbst 

setst.    An  ihrer  Allgemeinheit  verlieren  sie  hierbei  nichts,   da  man  ja  immer  die 
Snbstitntion: 

ax+b  oder  ex-\-f=zy 
machen  kann. 

Sei  demgemftss: 
BD  hat  man: 
U)        J«   (ex+Z")        ii«=— 1— iii — ^Jx         {ex^f)  dx, 

nia)         Jx        (ex-hf)  dx='  '' üfj^^^'^^^  ^' 

Setzt  man  dagegen 

e=l,    /=0. 
80  werdon  diese  Formeln: 

«N       /*  «»—1/      .  L\^j      «*(<"?+ 6)"*     ma   Pn        .  ,x«— 1  , 
Ib)       I  a:        (flx+b)   dxzz—^ '- Ix  (aap+6)  dir, 

üb)       Ix  {ax-{-b)   dxzz^ i L^^—jx  («c+6)     .     dx^ 

TWTvx       /•«•-»-!/      .  iN^-lj      «"•"■^((Mr+6)** .   m    rm-n-1,        ..n. 
mb)      Ix  (ax+i)        rfjr=: &  "^  ÜÄ  J  ^  (««+i)  <fo. 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  ist         In   Fall  II   wird  nur  der  Exponent 

leicht  ersichtlich.    Das  gegebene  Integral  des  einen  Factors  vermindert,  in  Fall  III 

wird  immer   auf  ein  anderes  zurückge-  vermehrt.     Die  Formeln  finden  Anwen- 

fSfart,  welches  dieselbe  Form  hat.    Knr  dang,  wenn  beide  Factoren  positive,  ent- 

dass  in  Fall  I   der  Exponent  des  einen  sprechend   negative  Exponenten   haben, 

Factors  um  die  Einheit  vermindert  wird,  wobei  dann  nach  und  nach  der  eine  nnd 

wahrend  der  des  zweiten  um  die  Einheit  der  andre  vermindert  werden  können, 
suiimmt.  Man  wird  also  Falls  der  erste         Uebrigens  werden  diese  Formeln  fUr 

Factor  einen  positiven,  der  zweite  einen  den  Fall   unbrauchbar,    wenn  die  con- 

negativen  Exponenten  hat,  diese  Formel  stauten  Kenner  der  rechten  Seite  ver- 

mtt  Vortheil  zur  möglichsten  Verminde-  schwinden.    Es  tritt  dies  ein,  wenn 
mng  der  Exponenten  anwenden,  und  die-.  eleich  0 

seltoi  sogar  zum  Verschwinden  bringen  ^ 

können,  &Q8  sie  ganze  Zahlen  sind.  ist. 
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llan  hftt  aber  in  diesem  Falle  die  Integrale : 
Setzt  man  im  ersten  ax-^bzzy,  so  hat  man: 

ax-^b 


Wird  im  zweiten  Falle 


ex-{-f 


=  y» 


also 

gesetzt,  woraus  sich: 

ergibt,  so  hat  man: 


X  =  '-^ 


(a-ey)« 


Dieses  Integral  Icann  immer  bestimmt   ein  ebenfalls  stets  zn  bestimmendes  In- 
werden,    selbst  wenn  m   ein  Bmch  ist,  .      *^         .  P         , 

denn  sei  tegral.     Denn  ist  m  =— ,  so  ^^^ 


so  kann  man 


3f*=«» 


y"—^  =  «F-^, 


setzten,  nnd  hat  dafür: 


/ 


dy^qz^'~ 


d% 


dZt 

wo  p  nnd  ^  ganze  Zahlen  sind. 
Im  dritten  Falle  aber  setzt  man 


nnd  hat 


U) 


n+tb 


m+1- 


1-«  r 


gesetzt  werden. 

Die  Formeln  la,  IIa,  IHa,  Ib,  IIb, 
III  b  gewinnen  noch  an  Anwendbarkeit, 
wenn  man  ftlr 

:r  eine  Potenz  y* 

snbstituirt  Man  erhält  dann,  wenn  man 
andre  Exponenten  einführt,  und  diesel- 
ben der  beabsichtigten  Anwendung  ge- 
mäss positiT  oder  negativ  annimmt: 

n(p-l)e 


m— 11^    n  .  \^— jp+1 


Tic) 


Km+l+np) 


/• 


mc) 


«l-'»(«»"+/-)»'+l 


«(ifl+l+ly) 
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.1— «•/_    11 


id)     A-"(««"+4fd^=-?iZ3f£±*/ 

Illd)  I«   (aa:   +*)    ^dxzz — ^   ,  /    \. 

^  (m{p — 1) 

In  dieaen  sechs  Formeln  kann  man  im-       Jedoch  lässt  sich  leicht  eine  allgemei- 

mer   annehmen ,    dass  m   nnd  it  ganze   nere  Bedingung  dafür  geben,  in  welchem 

Zahlen  sind.  Falle  sich  dieser  Ausdruck  auf  eine  ganze 

Tk  V  **  m..*         Zahl  zurückführen  lasse. 

Denn  wäre  «•  =  — ,  n  =  -,    so    führte  —tuw^AuiMcu  umv«. 

man  die  Substitution         '  ^«*'*  "*»  nämlich  in 

JL  f  J^{aJ^^hfdx, 

ein,  wodurch  «Uf  +*=yt 

^M     J9S      fi      TQ  also 

wflrde,  w&hrend 


1 


SO  wird: 


1-» 


sein  mfisste. 

Das  Integral  nimmt  dann  eine  der 
nrsprfinglichen  ganz  ähnliche  Form  an, 
nnr  dass  statt  m  und  n  ganze  Ezponen-  dr  —  -  (y*""^)  "  ^V 

ten  erscheinen.  "  n  i^ 

Die   Grösse  p  wird    im  Allgemeinen  a** 

ein  Bruch  sein.  also  : 

!?±L-i 

na  * 

«n  dem  gegebenen  ganz  ähnlicher  Aus-  eine  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex- 

dmcky    in  welchem   der  Exponent  von  ponenten  in  ganzzahlige  verwandelt  wer- 

jf—h  ttne  ganze  Zahl  ist,  wenn  m  +  l  den  können, 

durch   n  theilbar  ist;   dies  ist  also  Man  kann  aber  auch  schreiben: 

und  da  dieser  Ausdruck  dem  gegebenen  /*  fts~l .     %     ..p 

ganz  analog  ist,  wenn  man  n  mit  -n,  ,            /  *          («*   +  b)'^dx 

m  mit  m-^np  vertauscht ,   so  ist  eine  sich  bestimmen  lassen,  p  mag  eine  ganze 

swdte  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex-  Zahl  oder  ein  Bruch  sein ,   die   zweite, 

ponenten  ganzzahlig  werden,  die ,  dass :  dass  gleiches  bei  den  Integralen  von  der 

«  +  11/»-*- 1  durch  n  theilbar  wird.  ^^^' 

Die  erste  Bedingung  zeigt,  dass  aUe  -^  *  (ax^-^bfäx 

Integrale  von  der  Form :  stattfindet. 


56      . 

26)   Betrachten  wir  beispielsweise  die      _     1      . 
beiden  Integrale:  P-'J'  ***^ 

r  J^dx  ^Cx-'^dx  mH-np+l=m. 

I  -. und  f    ~ .  Da  m  eine  ganse  Zahl  ist,  so  wird  sie 

^    yl— a?'         *^     yX—x^  immer  durch  2  theilbar  sein,  wenn  «i+l 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  nicht  dnrch  2  theilbar  ist;  also  eine  nn- 

^         ,.     ^  .  ^..  ,  serer  Bedingungen  ist  stets  erföUt« 

Dass    die  Integration   ausführbar  ist,       r      -n  n     j 
wissen  wir  schon,  sonst  ergäbe  sich  dies    ^/™   FaU«  des   ersten  Integrals  findet 
auch  ans  dem  Schlüsse  des  vorigen  Ab-  ^»«  Formel  IIc  Anwendung. 
Schnittes.      Es  ist  nftmlich  hier  %-^%       Dieselbe  gibt: 

/»"*<fe         x**""Vr^    m-l  r  x"^"^  dx 

Es  wird  der  Exponent  m  um  swei  Einheiten  vermindert.  Durch  fortgesetxte 
Anwendung  dieser  Formel  wird  man  also,  je  nachdem  m  grade  oder  ungrade 
ist,  auf  eins  der  Integrale 

oder  auf 


gef&hrt. 

Sonach  erhAlt  man: 

A.  wenn  m  ungrade  ist: 

JyiZ^  m       L  ^m-2  ^(m-2)(m-.4)  ^ 

'*'(m-2)(iii-4)  -••  d' 

B.  wenn  m  grade  ist : 

J  l/i— X«  •»        ■•  **~2  (m— 2)(m— 4) 

(i.»-l)(m-3)>>>ai       (m>l)(m-8)>>>3 
'*^(m-2)(iii-4)  ...d  ■*■«  («-2)  (m-4)  -  .  .  2 

Im  zweiten  Falle  findet  die  Beductionsformel  lue  Anwendung.  Dieselbe  gibt: 
Px'^dx  x'^^'^'^yv^^    m~2   rx'~^+^dx 


Bei   wiederholter  Anwendung  gelangt       Im  letztem  Falle  setzen  wir: 
man  zuletzt  entweder  auf  ^ 


9=x 


/*    Hx 
/  =  arc  sin  ar, 

f  1-ap*  und  es  wird: 

wenn  m  grade  ist,  oder  auf:  /*    <^ /*    <^y 

xvrr*'  ^  igf izUE?^ = igf — ?=.V 

wenn  es  ungrade  ist.  ""     V        a?        /        U+Vl— «v 


27)    Die  in  Absdmitt  ^  gegebene  Formel: 

fuhrt  Mich  zn  beqnemen   Rednctionsformeln  für  die  Integrale  der  trigonometri- 
achen  Functionen,  deren  Berechnnng  wir  als  ausfahrbar  schon  erkannt  haben. 

Wir  unterscheiden  dabei  6  Fftlle  und  setzen: 

4M.  4A 

I)  ii=:sindc    ,  vtztQS-aT 

II)  wctgx**,  »=eo8«* 
m)  i«=co8«**,  »s=  tg«** 
IV)  ll=C08»"*,  «rrsin*** 

V)    w=cotar'*,        issinx** 

VI)    «ssin«"*,        vscotx*. 

£a  ergibt  sich  in  jedem  der  6  F&Ile  bezftgHdi: 

-      r,     m+l        «— 1.     '     «tnx"*cosx*  .i»   P.     »-1        «+1 
I)     fsinx         cosx        dx=: f--  Isinx         cosx        dir, 

rr,r-     •»+!        «— m— 1.  sin  x"*cosx'*'"** ,  m   T.      m— 1         n-m-1. 

„TN     /*.«   «-1        m-n-l .      sinx'^cosx"*"^  .  m  P.     »+1        »— n-l . 

III)  Jwakm       Qosx  <te  = 1 —  Isinx        cotx  </«, 

»VN     /I:«-.*»--l>^  ^"»+1^      sinx"cosx**     m   T.      ii+l        m— 1  ^ 

IV)  l^mx        <9osx         ilxi= 4--  Isinx        cosx         dür, 


n/i 


.     n-m-l        m+l-,      sin«'*    "*co8x* 
smx  cosx        4xt: — — — 


H —  Isinx  cos*         Äx, 


IV) /.r 


m— fi— 1        n— 1 ,          sinx**      cosx. 
smx  cosx        ax= 

,  ..,   _  .      m— »— 1        n+1 , 
4*—  Isinx  cos«        ox. 


Man  sieht  leicht,  wie  diese  Formeln  zur  Reduotion  der  Integnde: 

sinx    cosx  dx, 


/ 


sinx"»^ 

^    * 
cosx 

cosx*  . 
ox, 

sinx"* 

dx 


sin  t  cosx 


in  Terwenden  sind,  wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  wollen 
daher  den  6  Formeln  durch  VeHlnderung  der  Exponenten  eine  Ihrer  Anwendung 
geodMe  Gestalt  geben. 
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la)    rüg^^=  ^-'"^^ ü^zii  r"""""^%, 

TT  \         /*.      m        »  ,           sin«"*      coBa?**"*"     .  m— 1   /"  .     m— 2        »j 
IIa)         l»in«   coBar  dxzz 1- — .—   I  «n«         oot«  d!r, 

Sin  X  (m — l^sin  x  Bin » 

IV.)   r^s^^= -  «^"""^ ?=i  /  ""''""^  dz, 

8inx  Qm — ijsinx  "^    sinx 


Va)        I  8in«   C08JC  <&= 1 iamx  cos«         «c, 

•^  m4-n  m — n*/ 


Via)      r.^l^äx=.-^'^       +  !t=?:=?r!!!i£_-^. 

•^     cos«*  (n-l)C0B«*~^  *^^    -^     C08«*~^ 

Wir  wollen  ans  noch  in  Via.  m  negativ  denken ,  so  dass  sich   die  Formel 
Terwandelt  in: 

Vlla)      / = ^ ;.  +  --^f-/ -Z ^TZq* 

J   sin  «"•cos«"     (II— l)Bin«"*"*"-^cos«"^^        "•—^  J  sin  «'"cos«" 

Ebenso  kann  in  Illa.  »  negativ  sein,  und  man  hat: 

^„-  .        g*         dx  —  1  ,  m+ii— 2  /        ^ 

Villa)       / = . rH-  ^    I r— 5 Z- 

./   sin«** cos«*    (m— l)8in«**^'^co8«*""^        **^'^Jsin«"*    ^cos« 
IIa.  aber  gibt,  wenn  man  n  negativ  denkt: 

^    008«*  (m— »)C08«*""^        »  — »•/  ^,» 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  geschieht  fahrt  IVa    eine  gleichzeitige  Verminde- 

nun  in  folgender  Weise.  rung  der  Exponenten  herbei,  -die   man 

Ist  anwendet,    nachdem    man   mittels    Illa 

/*-;«  *"*/»/^.**j-^  den  Exponenten   des  Sinus  gleich  dem 

ysin«   cos«  ax  ^^  ^^^^   ^^^   ^^^  ^^  ^^^^   Einheit 

gegeben,  so  werden  mittels  IIa  und  Va,  yo^  ihm  verschieden  gestaltet  hat. 

die  man  abwechselnd  anwendet,  die  Ex-  Endlich  dient  zur  Beduction  von 

ponentenvon  sin«  und  cos«  vermindert.  ^  '         «^ 

Wird  /* 

1 

•/    Bin  X 


f'^'^ 


»»  ./    sin«**    cos«* 


sin« 

"iT"**  die   abwechselnde  Anwendung  der  For- 

^•*  mein  Vlla  und  Vlfla. 
gesucht,  so  wird  mittels  la  zugleich  der  Immer  gelangt  man  bei  diesen  Vor- 
Exponent beider  Functionen  vermindert;  fahren  zuletzt  auf  eines  der  9  Integrale: 
die  Function,  welche   den  grossem  Ex-  r,  _ 
ponenten  hat,  dann  in  Bezug  auf  den  ^    J  dx^x^ 
letztem  weiter  zu  vermindern,  kann  man  y  cos«  (/«=sin«, 
sich   bezflglich    der    Formeln  Via  oder  y*sinx  <i«=— cos«, 

^Fftr*^^****"*  welche  beiden  letztem  augenbUcUich  aus 

den  Formeln: 

'cos«    ^^  rfsin«=cos«  rf«,    <fco8«=— 8in«(/« 

sin«**  sich  ergeben. 


/; 


5» 


/  tinxcoBxdx  zz  ^  Inn2x  dx  =  —  jcos  2«, 

dxzz  —  i  — i ^::--lge08ar, 

cofla?  J     cosj: 

/cosa?  ,        Pd (sin  x)     .     . 
•/ sind?  cofix    ./   coijs*    %gx    J     Xigx 


d% 


/'dx  _r      2  » 

tmx~J  .  X       X  =^^' 


smgco^ 


Erw&hnen  wir  schlieBslich  noch  der  Integration  der  Functionen: 

/  sinor«^  cotßx^dx,  J  nintix^  ainßx^dx^  «/cosc«^  ocmßx^dx^ 
wo  I»  nnd  ^  ganse  positire  Zahlen  lind. 

Anf  die  bequemste  Weise   geschieht  diese  Quadratur,   indem   man  nach  be- 
kannten 8&tson  die  Grossen 

sinax'',  arnßx^^  ootaJ^,  cos^«^ 
einxeln  in  Beihen  verwandelt  Ton  der  Form: 

A-\-B  an  ax-^C  sin2a«+2>  sin3ax+  •  •  • 

ii+i^  co8a«+^  eosSax+D  cos3flrd?4-  *  *  *> 

welche  bekannte  Coeffidenten  haben,  nnd  immer  abbrechen,  wenn  p  und  q  ganze 
positiTe  Zahlen  sind.  In  dieser  Weise  werden  die  Integrale  auf  Formen  gebracht, 
worin  sie  ans  Gliedern  folgender  Art  zusammengesetzt  sind: 

J  sin  Ix  sin  fdxdx^  fwnlx  cos  fAX  dx,  /*  cob  kx  coa  fiX  dx. 

Es  ist  aber: 

sini«  8in/i«=^co8(X—/i)x— ^008(1+^)«, 

sin  A«  008/1«  =  =-sin  (iH-/i)«H-g-  8in(A— /«>c, 

co8JLroo8/4«=g>eos(A-'/«)a;+gCos(i+/i)«i 

und  durch  Einaetsen  dieser  Werthe  erhUt  man  nur  noch  Ausdrücke  Ton  der 
Fonn: 


sinaxdx  =: cos  or, 

eoaaxdx  =  —  sin«x, 
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28)  Bedactionsfonneln  erleiditeni  nur  Anders  ist  es  aber,  wenn  es  sich  um 

bisweilen  die  Bechnang,  wenn  es  sieh  die  Berechnnng  Ton  Integralyerzeichnis- 

nm  Darstellung   eines  gegebenen  Inte-  sen  handelt,  bei  welchen  die  gegebenen 

grals  handelt.  und  andere  Beductlonsfonneln  sehr  gute 

Da  dieselben  n&mlich  das  letztere  dnrdi  Dienste  thun. 

ein  gleichartiges  darstellen,  welches  wei-  Dergleichen  Integralverzeichnisse  oder 

ter  KU  redndren  ist,  so  wird  sich  dieses  Integralta£eU    sind    unter    andern    Ton 

Verfahren  möglicher  Weise  sehr  oft  wie-  Meier  Hirsch  und  Ton  Minding  berechnet, 

derholen  kOnnen.  Wir  kOnnen  hier  nur  eine  solche  im 

Im  Allgemeinen   wflrde  also  der  di-  beschränkten  umfange  geben,  bei  wel- 

recten  Darstellung  der  Integrale  in  sol-  eher  namentlich  die   snerst    angefahrte 

chen  Fftllen  der  Vorzug  zu  geben  sein,  benutzt  ist. 

Tafel  iisgeMrter  QwiiratMreH« 
I.    Integrale  rationaler  Functionen. 

X    dx 


f 


•)/ 


a-^bx' 


8ei  ß-^^rzX. 


h^x 


xdx       X       a,    V 

dx     x^      ax  ,  a'.    .. 


26      b 

36      26*  ^  6»       6*  ^ 


x*      ax*      a*»      a* 


rx*dx 

/x*dx_ 
X  - 

/x^dx^x*      ax*  '    a*x*       a'x      «•      „ 
"JT^S^SS»  "^  26»         6^"*"F^ 
rx*dx_ 
J     X   ' 

f 


«*  ^  tf«*       g*x»  ^  g'jc*       a*x      a*      y 

56 "■  46^ '^^  36^      "26^'^"6»""'i7^ 

X  dx     X  ax  a*x  a*x  ,       ,    ^vm— 1<*         « 


mb      (m-l)6>^  (»1-2)6»      (m-3)6*^      ^      ^ 


lI» 


^^"'^"iSt^^- 


^^/c 


x^dx 
a+bxy 


Sei  0+6«= X 


X*  bX 

xdx  __    g         _1^.    „ 
X*    "  b*X^  b^^ 


f 
f 

rx*dx_/x*  2«ni     2«.  y 

J  iti*-\y""6»/x"6»'* 

rx*dx_  ix*  8qg*      8<i»\  1  .  3a» 

7    A»   ■"  \26  26»   "*"  6*  /JC"^  6*  **^ 

/inb     /g^  2ax*      2««g«      ^W  _  *«* , 

A»   "\36  36»   "^    6»     ^b*/  X     J*'^^ 

/x*dx_  /x»  6gg*      5a«x'      5<i»x«   .  5a»\  1  ,  5<»\    ^ 

Jr»  ■"  \46  126»  ■*■    66»    ""26^  "**  6»  /T'^  6»  ^ 
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xdx 
dx 


/dx 
X* 

f 

/x*d 

/x*dx 
X* 

J    X 

/x*dx 


»)/( 


x^dx 


a-{-bx) 


f 


Bei  a+bx::zX. 


2bX* 


dx 


U  ^  24  V  X» 
/2ax  .  3««\  1   ^  1  ,    „ 
Vbi-'^W/X^'^bi^^' 

/«♦      2««      13a»y      9ii*\  1 
\26'"   A»    "*'"l^^  6»"/Jf« 


6^» 


2m*  .  12a'9  .  9«' 

box*  .  10a*x*      20a*x      15a»\  1 


+  ^^^^ 


66> 


3* 


»«•       20<i*a;      15a  n  1        10a* 


/ 

/x^ 
X^ 


^>/(;^-     8eia+&,=X 


86Jr« 


]F 

'4 

dx 


X^ 
dx 


X^ 

/x*d 


/3iiar»      9a*«  ^  nun  1     .    1  ,^y 

/g^      12a»x«      18a*«      22a*\  1 4a 

\6  Ä»  4*  36» /Jr»      4»*^ 
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««yx^""l   «« "*■  a«v  yx  ■*■  \4a»     «/J  yx»    2«» 
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«» VX»  "  \     2aar»  "*"  4«»x  "^  8«»       2aV  yX      Vl6a»       4«'  )j  VX» 

«•yX»  *"  L     3öx»  ■*■  12a"x«      V24a»      3a«/  x  16«*      4a»  J  VX 

/35&*      115&«c      8c«\  C  dx       /366«      15*c\rr 
■^  \32a*        24a«    "*"  3a«^J  yX»      \16a*       4a«  / 

/(fcg      _  _       1       _  96  r  dx     __  5c  r   <fa 
j?»yx»  ~      4ax*yx     8aJ«*yX»      4aJ«»yX» 


^)/y(a;6.+cx«)«-     ßeia+6.+e.«.X,    4ac-*'=*. 

yx»  •"  \3Jtx"*"3*«/     yx.    ^ 

/x<fa? 1 h    Pdx 
yx» ""   3cxyx    2cJyx* 

yx»  "■  l    2c  ■*"  12c'/  xyx  "^  \8c*  "^  2c/ J  yx» 

/x^dx  _  /     ^  _  J^  .   JL  _  2a\     1  /  6«    _  3aA\  f  dx 

yx»  "  \    c     4c«  ■*■  24c»    3c«/  xyx  "*■  \i6c«    4c«/J  yx» 

yx^^cJ  yx»    c  J  yx»    cJ  yx» 

/a?»<fa;  _      X*      _  4a  Px'dx  _  56   T^^ 
yx»  "cxyx     c  J  yx»     2c J  yx» 

41)   r ^!^ Seia+6«+c*«  =  3;  /*-w=^- 

•/  «"•y(a+6*+c»«)»  "^  '^^ 

r  ^  - /i  ,  i\  1    h  fdx    j_r<^  .  A  fj 

J  oryx»    "  \Sax  "*■  a«/  yx      2aJ  yx»      2a« J  yX»  "^  a« 

/dx  _        1  56  r  <f a?         4c  rrfa? 

«»yx»  ~     ojrxyx    %J xyx*     a./yx» 

/lig     _  / 1_        76  \     1  /356«      5c\  f  dx        76c  /*  dx 

«»yx»  *■  \     2aar«  ■*■  4a«J  XyX  "^  \8a»       2aU  «yx»  "*"  a«  J  yx» 

/ifa:      _r        1  86         /216«       2c\  1 1      1 

«•yx»  "■  L     3a«»  "^  4a««»      V8a»       aV  « J  XyX 

/1066«      356c\  r  dx         /216«c      8c«\  /•!& 
\16a»        4a«/J«yx»       \2a»         a*)Jylii 

/dx     _  _         1         _  U6  r  rfg     _  7c  r  iic 
«»yx»  ~     4a«*xyx     SaJx^yx*    4aJ  x^yx* 
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^  f  X* dxy{a+hx^cx*).  S«i  a+bx+cx*=X,  f^=U. 

J      X«  8««  ^  \4««'  ^  8«»«/  '^^  Vis?  ~  C/  ^ 

^  \64«'      16a«;  » J  •'■*-  \mii  ~  165^  +  8iK- 
44)  y«*" y(«+te+«:')' «fe.     Sei  «-)-te+c«»=jr,    4ae-b*=k,  J'^=U. 


82c«   '  16c= 


/••^-•'•='-T.^-|/-Kx-*.-^/.-VX.* 


9B 


45) 


yKf±»f±ff!):*!.    Bei  «+*.+«»«=X. 


J    IT*         L      3«x' ""^  12««*' ^  \24i»      8«»/«J       ' 

J      «»  L     4«**^  8a'«»      \32a»"^8(«V*>      \64a»      i6«V«>J      ' 

^Vl28«*      16a»  ^  8«»/ J        »      ^VlS«*       4a*/ J^ 


4ß)   /*"•  V(«+»x+c*»)»  (te.      Sei  a+bx+cx*  =  X,  4ac-*»  =  *, 

jxi^ax     ^^      144c»  ^  224c»      63c'/      '         \64c»      16cV  J  ' 

/«v-r.j      r«'       13**'      / 1434»         3<i\         löM    ,    451a*  r„,„„ 

/W3«^_38«P       8j^\/- 
^  Vl280c*      160c'  ^  80c»/J  ''* 
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47)   ry(f±*£t2!):*.    s^  a+te+«»=X. 

/•VXM»_r 1 _* /^  .  iiUlr.vx 

J      «*      ~L     8«»      12a»««      V8«»'*'8oV*J      ' 
«»       ""        4a«*        8«J      «*  4a  J      «» 


48)    r ^5 .    Sei  «+/>x=:£^,  «4-*«=;»^,  *«-a/J=lr, 


da? 


ryr 

wenn  ^  nnd  k  gkiche  Voneichen  haben,    wo  da<  ebere  Zrichen  n  nehmen  ist, 
wenn  tie  potitiT,  daa  nntere,  wenn  sie  negstiT  sind; 

wenn  ß  und  ft  nngkiohe  Vorzeichen  haben. 

fix    _/J_  .  J*_\vrj.?*!iF 

r  dx     _(  1  Ib 856»      .8öM\  35*^ 

J  l/»VK  ~  \4Al^*  "^  24t«r»      §S[nr»  "^  65^/  '^    "^  128ib* 

Die  in  Abschnitt  %  gegebenen  Rednctionfformeln  liegen  dieeen  Entwicke- 
liogMi  n.  1  bis  48  SU  Grunde. 


u^ 

AUgomeinere  Formeln. 
49)    a-^bx=:X. 

^-^    -  ^«(üüzl)      ^  _m(m--l)(m~2) 

/*'"^-(      ^'^  m^rtJr'^-'      m,a»A'"~^        iii,a'X"""^ 


X9 


in .0        A  fii       .  <i         A 


•  •  • 


^    '■'  -(p-3»)    ^     '''  -(P-2J)   ^   ^^  -0»-«)'  _ .  ,   ;_  • 

/«fa     _  /_di ds_  +    ■^»   _ 
^      ^        U"»-»        «"•-»        ,"*-3 

■   ~  I  — — —  — —  ■    -4-  ■  •—  •  •   •   • 

m  \««— i       »»—2         m--2 

/•  J?f«  = 2 + S + 1 +  .  .  .  . 

/         ^  Z-l  ^-2  ^-3 

•^   xX^      (p-'q)aX9  (p-2q)a*X9  (p— 3^)(i»X« 


+  __? I    ^    r  ^ 


tXm        •       •      •       • 


f  X*dx  _  qXl       qaXi  qa*  XT         ya'xT 


•    •   • 


^  (2m— «)a      .  . 


(2m-2ii-0*  •"(2»— 2ii+8)** 
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H — L — ;:  H r — ::  + 


jcy(«+^ 


50)    Sei  «+6*«  =  X, 

/*    ^  -  r  j  -.•*"■  1      j  -•» — 3  ,    j    m — 5 
■  —  I  ii|Ä         — iigÄ         -f-  it|je         —  •  •  • 

xt 

A  (m— 2i+l)a     .  .    _  1 


•  •  • 


•3      jn—i 

^       ^  ^1»  — 2p+3^        ^  .«»  — 2P+1J 


m+Ä— 2«— 1)6  .  .  1 


m — 5 

•—  •  •  •  • 


•+t 


y*«*  X««l«  sFiiiX*-*-  A^J^^+A^x 

.  _    (■»-2»+l)<«    .  . 1 

11 

/x^rfg  —  r  ^i       ii»       -4, 
m     ~  I     m— 1       ^m— 3        m- 


«~    •    •    •    • 

1»—$ 
X  X 


WO 


_  (^-„^2«-l)ft  1_ 

^2»+»-     («-2.-1)«   "^^s-l.     ^i-      (^_i) 
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A 


wo 


J  ^^    Lx"-'    X— ^     A*- =»  ^        -"'^ 

8(1»— t-H)    ^  .  ___L_ 

^*  =  (a.-2,-i)«  «-  "  "^ '  - (2»-i)« 
x*~    (i.— i)»!:*—' 


wo 


^       (2n-2f4-3)a-  .   _     1 


2ii+l  ,  -_o 


/ 

^  — X VäTH  "*■  a»-i      21.-3 

^  <fe    -  r— i—  +— — i + — =;+ '  •  *  ■ 

*  1     ^1, 1  ,1  />Jte 

61)    «+**»= X. 

/."•x^<te  =(4.*—*  -^.»"-'  +^.-'*-'  + 


•    •    • 


--.„5+» 


WO 


^       (2«-Hh-2s+4)  a  .  - L«_ 

^'  =    (m+»-,+2)"2i'  ^•- 1'  ^  * "  (m+ii+l)S* 


A, 


A_     .    ,     • +1 


X 


2 


.       (m-n-$-rßb  ^  1  g 

''**  -*»=  (2«-«-2i-2)«'*'-*'    •"     (a«.-«-2)«* 
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(-1)?-'  A^_^«— P+'  (_i)P-«  ^y«— P]  x"^""* 


^    :  (2m-..-2«+4)a  1 


m 


-p^fe 


n        > 


(m-— »+1)6 
i4,  ^j 


4- 


X  X 


(-i)f  -  '-Vi.  (_i)»^i  _V:L.-l  X-  7+* 

•  (-l)»'-l(m-«-;H-l)M         /*— — -^, 

*•  ^*  -  C2«+«-2.-2)«  ^— 1- 

»-|   «^      j^rs + -;;=r  —  •  •  •  • 
X«     "-x»      x"5"    jrT 

l^=a+26x. 
•    52)    Sei  a+6x+cx«  =  X,  4ac— 6«=*.. 


(«+P)*      J,«-!^?^^ 


(ii.+2;»+l)c, 

/•«***»  ^        «'*~' («-!)«     rx^-'^dx 

(m-p)b       rx^*~^it 
(«-2/»+l)cJ       ^7~' 

/•«^«b^  X**  pi      rxf-*dx       ipe     rx^^dx 

J  '    ■^"     iH+2p+\^m+2p+l\J  "     ^ 
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m 


/xPdx J^ 2pa         r  ^ 

pb  r  X^^'dx 

m — 2p— ij      jp*»"-* 

/H^dx  _  XP"^'        _  {m''P'2)brX^dx  _  (m^2p'B)er  X^  dx 

x"^     ■"     (m-l)ax'»-*         (m-l)aj^m-l  (m-l)a    J      ^m-J- 

/dx 1 (m+y— 2)fey»       cfcr 

_  («*+2/?  --3)c|^        dar 

(m-l)a    7    x'"""-x''' 

/da?  _        2ca?+6  (2j>  —  3)2c |^*    dx 


«/y2  ^Y2  T5  T2 


X2  X2  X&  X2 

A.         .  A 


.  _  (n  -  2>+l)4c ,  ^       1 

•^  xr    'x2        X2        x"^ 

\^,       \^o\2(2cx  +  b)  fdx^ 

^    X«    ^    X    /      yx      ^  «*'^^«— 2  J  ^> 

x«" 

.  (n-2*+l)4c.  .  1 

''''  "**'+>  ^    (n-2*)t   ^^•-»'  ^•=(;^::2rA' 

/i   N  n-1  »-3  »-5  i,-2y+3 

X2"cfa  =  (.4,x"^+^,XT"4-^^X  2    +  •  .  .  •  4.^^^  _^X      2 

+  ^,p- .  x^-)(2cx+Ä)vx  +^^:i^A  A.^^^ ,  f  X2  -'dx, 

^    (»--2«+4)A  .  .   _      1 

wo  ^2,-1  -  («_2,+3)4c^-''~»»  '*'-Öri:i)2'c- 

/  *  *il         !L:5         *-5 

X2"dj:=(v4iX2    +^,X2    H-il^X2   4..... 

+  ^^_,x>+^^_,x)  (2cj:+6)  yx+ — plfyxdx, 

.  _  (ii-2s+4)t    .  .  1 

wo  .12,-,  -  (n-2.+3)S^2'-3»  ^t=(;iq:i)2-c- 

pxdx 1 ^  /»_?^ 

•'     X2  (n-2)cX2  '^    X2 


09 


.l+i 


/dx     _  1 1^    g    dx b^  p  dx 

r-  n^2'^  a    I        n-2       2«/       !L ' 

xX^        (n-2)aX^~  •^  «X  2  ^    x^ 

f  X^dx        X«    ^     fxTjx  ^   h    fj^^ 

J  ^j^       L(2«-l)aX*~*      (2n-3)a>x"""^      (2ii-ö)a«x"~^ 

1  1 


+ 


~1- 


6«**-'x-       3a«- 'x       J"!  y^ 

b^  p   dx    *       b     ^   dx b^  p   dx 

2«/    2^+1  ""  2dF  /    2»>-l  ^2fl»  /    a«--3  -  '  '"  ' 
^  X   ^  *^  X   ^  *^  X   ^ 

X^dx  _T    X**        aX**"-'       g»X**^-       a>X**~"^ 

«  ■■2n+l        2n-l    "^    2n-3  2n-5      +  '  "  '  * 

-^  --6— + S^+-"]  y^ 

b  r    ^.  .ab  r   ?==?.      «'«  -    *"-* 


III.    Integrale  transcendenter  Functionen. 

I  sin  ifdtft   =:  ~  cos  tf 

j  m^*d<f,zz  ^^ sin 7. cos ^'4-^' 

I  sin  <f.*difi  =  ( — ^  sin  ^i '  — |)  cos  y» 

/  sin  ^  *  d(f.  =  ( — J  sin  ^.  •  — |  sin  y  )  cos  y.  -j-^^. 

/  8in^*<li^=:( — i Bintf* — -^siny.^ — ]V)<^os^. 

2)     /cos^'    i/^'. 
/  oos^' il9>  =8in^' 

I   oos^*<i^=7siny.co8^4HhP 
/  cos^*<ly.=(4cosy*+S)™9 
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J  C08y»<«r/>  =  (|c08y*+A«»'/'+A)8inf/. 

3)     /  sin  (fF  cos  f^dif, 

sm  9»  cos  tf.  äff  = cos  y  ~ 

/  coBfpBintp^d^zz—^  sin tf,^^ 

j    8i]ly*COS9<ly=:^6illy.* 

J  8my*cosy.«rfy=j8iny»«co89>  — Jsinycosy.+^y 
J  ßiny*  cosy*rfy.=^siny.*  cos 9. «-j-^ /Irin y«  cos^.'ily. 

y  ßmy.«cosy»(ly.  =  (}co8y.*+AcoS7*-f-Tl,)»my.« 
f   sin  y *  COS  ycf/'  -=  \  sin  9.* 

/  siny'cosy.>^y  =  (J8]n7.*— ^siny.* — A)co89> 
/  6iny*cosy.'<i7'  =  (|cosr/,*4.^)8iny« 
/  sin y •  cos y* rff/  =  \ sin y.* oos y •— f /sin y« cos y."</f/. 
/  sin^i^cos^-ily.  ^^sin^.* 

j  sin y*  cosy»»rfy  =  (|siny»— ^  siny.» -,V"n  v)  «>»»'+tW 
/^  sin  y.*  cos  y  «««r;.  =  (I  cos  y  *+A)  sin  y  • 
/   siny*cosy<iy  =J^sin9>* 
/  siny »  cos y *<ly  =  I  siny •  cos y  + 1/ siny.»rfy 
/  siny*cosy'<^=(|cosy*+^}8iny*. 


«/:5 


siny" 


/■■  ^=-cotm 
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»>/r^ 


=  «KV 


J 
f 

r 

J    co8a>        xdcosd'^ 


cos  '/• 


C08^ 
008^' 
008  9.* 

cosy.* 


sin 
2  cos 


7'*      ocos  fi 


::)*•» +»u«(f  +  ^. 


/ 
/ 


sin^ 

C06^ 

cos^ 
sin  7.' 

cos  7' 
sin^'^ 

COS^' 

sinff'*    , 

Wi'ZZ 

COS^       ^ 


6)     /  — i-ify. 
^    cosy    ' 

—lg  COS  y. 

-.iny.+Igtg(2+|) 

sina* 
2= lg  cos  y 

sin  9'*        ,         %       In      u\ 
J Bin7+lgtg(|  +  |j 

sintf*      sinvi*    , 
j£ ^ lg  cos  y.. 


7)     /  -r^  rfy.. 
./    siny     ^ 


^ily.=lgsmy, 

/cosa«    .       cos  ff«'  ,        M 

-5^^  =  -g2-+co8y+lgtg| 

./     sm^»     ^        4  2  ^ 


/ 


«ny    j   _     1 


00s  y* 
Biny* 

008^* 


cos^ 


=  S6Cy 


8)    /•ÜBi^rfy. 

•/   cosqp*    ^ 
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/ 


sin  9* 

r-  =006  0' +  660  0) 

sin«.»    ,       ^     .  >  1 


}y 


j 
f 
f 


9)    f^^i,. 

J    8in  y.«    ^ 


008  tf'      .  1 

.     ^     tfy= : 

8111  ^ '  ein  ^ 

008 flp*     , 
0O8  9>* 


8111^ 


~«ly.r:  — 81x19«  —  00860^ 


006  O**  1 

.       ,  da-  =  (A 008 y* +4 008 v* • —  1)  — t — 
81X1»«  '^      v¥        1        ¥        V        '^  Biny  • 


am  9' 


10)  r^iisl^. 

./    006  If.«    ^ 


008^ 

in  9' 


008  9< 

81x19. 


/• 

•/      008  9> 

/*  sixi  9. 


008  9. 

8iii9' 


006  9' 


rfy  = 


2  008  9.* 

^      2008  9'^     **^*\4^2/ 


4^9'  = 


■^+lg0O6  9) 


2  008  9/ 


^y  =  (— iBiii,.*+l)— -j-+21gco»y, 


11)    C'^'L.i^. 

'     ./     8111  «'•  ^ 


/ 
/ 


008  9'      ,  1 

8m  9''   '  281X19'* 

008  9*     ,     __  008  9»  9> 


2 


C089«  1  . 

-— — -<f9'  =  —  ^r-: -— Ig8iii9> 

81119.»    ^  281119'*  ^ 

.      ,-  dq>  =  (008  9'»  — 4  008  9.)  -: r-  —  i  Iff  tg^ 

81119«      ▼       ^         ^  *  ^'   81X1 9.*  ¥»•©2 

^??^d9  =  (i0O89*-l)-:;l~ 

81119''       ^       ^^  ^  *   81X19'*  **         ^ 
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/ 
/ 

/ 


U)   /'S!»"/, 

4/     cos  5p*      ^ 


nnjp        __ 


Scoscp* 


C08«p* 
COS^* 

sin»*  .  1 

cos  5p*  ^      ^        T^  *'  C08«p« 

sin©*  , 

costp*  ^     ^  ^    ^  T         *^C08<p« 


/ 
/ 
/ 


IS)    /"^^J,, 

./    sin  CD*    ^ 


—  rfcpz:--  ^  cot  CD* 

Sin»*  ■       T 


sin^*      T  38in<p» 

C08«p*   j    _ 

COB(p'                                                        1 
-r— 4-rf<p=(-C08©«  +  2) 

Bin<p*     ^     "^  T    T-ty  ^.^^, 

cos  9*   .  - 

-j-^d9=-icot9«+cot9+9 

-r~-T"  «<p  =  (cos  5p--4c08  9» +l)--±_.. 

Sin<P*       ^        "^  ^  ^    ^^''«inrß« 


sm<p' 


sin 


?' 


14)    /^iSjrf^. 

4/     COS  CD*      ^ 


Bincp 
coscp 


-rf5p  = 


4  cos  9* 


sin  9*    , 

/sin»»    .       ,        . 


16)    /"S^J,. 


Bin  9' 
BU19*    ^         481119* 

008  9*                .                                                   Im 
-r--2—<l9  =  (— ^C0e9»-4c08  9)-r- 41ffte-^ 

8in9*     TV»       T      0       ^'  sin9*      »  *  **2 
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/C08  Cp' 
-p-ij- rf^  =  —  4  cot  <p* +i  cot  ^^ +lgsin  ^. 


•«/-? 


sinqp     co8(p 


/— 2 =  lgtg<p 
Bin^    COB^  / 

A'_,^ö__  =  J-  +  igtg|- 

/—, ^ S-  =  o     ^     ,   +  lg  tg  f 
Bin  9  CO89'       2co8  9' 

/• ??? =  _J_  +  _l-  +  ,gtei 

«/    sin 9  cos 9^        3co8  «p»       cosy        ''^2 

/^  ::: ^ +lKtg9 

sin^  0089*        4coB  9*      2coB9'      ©  "o  x 

/• ^ = l_+  \gie(lL  +  ±) 

J     Bin^*  cofl^  Bincp       ®^\4       2/ 

/-r— i? =-2cot29 
sin 9*  CO89'  ^ 

r ??? =  (_! .^_J:^+,wfiL+JL) 

J    Bin^*  coB^p»       \2co8  9«      V  Biii<p^'*^\4        2/ 

•/    Bin 9'  coB^^        38m<p  coBtp'  ^ 

/*  ~  _  — .^^—  4~  lg  tff  <p 

Bin^*  coB^  2 Bin  9*     "»^^ 

f-^-P—T  =  --i^+ap^ 

«/    Bin^'  008  9'       Bincp*  008  9      «/  Bin^' 
^    Bin 9*  coB<p*  8in29*       -o-or 

r 11 = \ L_+,gtgfiL+±\ 

J     Bin^*  CO89  38intp«        8in<p  ^  *^*  \4  ^  2  / 

J    Bin^*  coBf'   ""       dcoB^  Bin 9*  ^ 

/•__''-? =_    1 ^+igte« 

*/     Bln<p*  CO89  48in9«      2  8in<p«      *^^ 

^    Bin^*  cüB  9»       \     4  Bin  <p*      8  Bin  9*       "  /  cob ^  .2 

Diesen  Entwicklangen  liegen  die  BednctiooBformeln   des  AbBchnittes  27)  SQ 
Grande. 
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17)  /^"«iiKprf^. 

/^^■iinprf9=  —  y*co»9-|i»^"~    »m9+i»(n— 1)^*"~^  coe^ 

-.»(•i-l)(ii~2)<p**"^Mn<p-»(n--l)(ii-2)(n-3)<p*"*co»<p+... 

#9 '  sin  Y</(p  =:  —  ;p*  C08  ^ +2<p  sin  ^+2  cos  ^ 

l^'sin^i/^r:  —  (p*  co8<p+3<p*  sin  9+6^008^—6810^ 

f  9«  sin  ^«/f  =  — 9  ^  coB  9+4<f '  sin  9+12^' cos  f— 24^  sin  <p— 24co89 

/(p^sin  <prf<p=  --«p»cosf +5«p*  sin9+20<p*  cos^— 6(Xp*  8in<p— 120f  oos^  +  120  sin^ 

18)  /f^cos^rf^p^. 

I^'oos ^9=9* sin 9+119**"   cos 9  — n(n — 1) 9**^^810 9 

— «(fi— l)(n— 2)9*"'^co89+  .  . . 
Ifcoatfdf  ='98in9+co89 

#9*coi9ii9=9*8in9+29C08  9 — 28109 

#9*  cos  9^9  =  9' sin  9 +39*  cos  9 — 69  sin  9 — 6COS9 

#^«cot9i9=:9^sin9+49'eo89-— 129' sin9— 2^90089+^4  sin  9 

#9*00891^9  =  9*  sin9+59*OD89  —  209' 8109—609*  co09+12O9CO89+12Osin9 

19)     fx^dx. 

X  ivt  eine  beliebige  algebraische  Function,  9  iigend  ein  Arcus  Yon  «. 

JxBicBinxdx=nxCEinxfxdx^f^^^^ 

/xaiecoadMlKs:  arceoix/xiiff  +  /  J^ — ^ 

/xare  «K  «b  =  uctg  xfxJ*  -J 1^^ 

JX «rc cot «fe  =  «IC cot «/i*r +y  ^^^^ 

Einzelne  Fälle: 
fwtcaaxdx=:x$xctAax^fy^^^ 

/«** sreslii  smIk  =  — -^-  arc sinx 5  /  ?__ — r? 
«+1                  m+W  V(l-^') 

yarcnnc  .      .  ^       •     %. 
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_- — .ito=— RrcBm*.y(l-««)+4? 

V(l— *') 


z"<&. 


20)   Jxig 

X  und  Z  sind  algebraische  Fanctionen  yon  x. 


m+l 


/"•      /  1     \ 


11—3 


+n(n-l)  (n— 2)X^  lg«*    ^+  •  •  •, 


wo    X,=/xir,     X,=/^,     X,=/^ 

/i«^^=4.ig.-+* 

*/      «  n+l 


.«+1/ 


/                     x^'Ti  /  3  3.2  3-2-1  \ 

a?"*  lg««ii«  =  ?-— y  (iga?» ^lgg«+/.,,,lga?->^7,,-) 
"              fll  +  l\®          m+l  ®         (m+l)«  *•         (m+l)«/ 


X     .  Jfo X^e 

Ig*"  (i.-l)lg«*~'      (ii-l)(n-2)lg»*~^ 

X"«  XW« 


(«— l)(»-2)(i.-8)lg»"~'  (i.-l)(ii-2)  —  (n— f— l)!«»*"*    * 

+ 


(^l)(»_2)...{»-^l)7jg^«-.-.i' 


wo  X' = !!(^.  x"=  J^).  x"'=  !Lra, .... 

dx  die  dx 


'J*dx_  x'*+*  (m+1)/^ 


2)  lg«"-* 


rm-  <fa  _  x""-^  • (m+l)  a 

•^     lg«"         («-l)lg«"-'       («_1)(»_ 

(m+l)««r+^  («+1)"-'«'*+' 

(«_l)(«_2)(„-^)lgx— '       ■''       (H-l)(n-2)...2.11g. 

■*"(ii-l)(«-2)...2-lJ     lg« 

•/      lg«'  lg«  ^  %/        lg; 


dx 
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r€±  =_?ül!.   (■*+!)»"+*  .  («+i)'  rj*4x 

J   lg»»  21g«»  2a  lg«      ■*"    iÄ~J  "57- 


«)/ 


a  Xdx, 


f 


x„._«*Jr       a'X'a'X"       a*X"' 
Iga       Iga«  ^  Iga*         Iga*  ^ 

wo  A'=«  A-«:.  jt'-"^" 


/Ii*JCifa  =  a*X|— a*X,lgfl+«*X,lga«—  .... 

wo    X,=/Xdx,  X^=fX,dx,  X,=/X,<te 

Iga 


.  •  •  • 


/••-  =" 


sa  «Ir    =: , 


J  Iga      Iga" 

J  Iga       Iga*      Iga* 

/»•a*dir  =  —  —  ^^       3'2a;a*       8'2>a* 
^  Iga        Iga«  Iga«  Iga* 

/a^dx        a* .  ,       rJ'dx 


/g  dbp_      g        a    Igg      Iga«    /*< 
«•   ""    2«>       2.Lr    "^'2.1*/  ' 


X 


22)     fe^Binx'^dx.       f  J^coux'^dx. 


MX. g—  I 


e     sin «  0«  -  ^  . — 5 H  -5-; — j  I  e     am        xdx 


ax^ g—  I 


e    coixife- j^j-pjj5 +__je     cos        xdx 

/ax  .      j        «**(ailn  jr  —  coa «) 
e    »mxdx  =r ^ —5-5 ^ 
a'-f-l 

/ax  .      mj      e^**MiiJt«(a«in«— 8co8«)  ,  2«8c**(aßm«— cobj:) 
e    •m«'rf*= ijqrg +       („t+l)(„.+9r" 

8* 


im 


j 


jax/ 


«•+4  «(a*+4) 


€CX -/ ,   o^:^^\       O-O-^^y 


yaz         ..        e"^cosx«(«co»x  +  38mjr)  ,  2-3^     (<rco8g-h»iPg) 
*  «>«''^= jir;9  "^     («•+!) («"Ter" 


/ 


(tf-h/ycogy)rf<p  ^  (tf/f'— 6a)8iny 

(a  +  6co8ip)*      (•i-l)(a«-6«)(«+AcoB<p)'*"' 


f  (n— 1)  (ä«—  A/J)  +  (»  — 2)(tfig  — &a)co8y]rfy 


/ 
/ 


+  (— l)(«'-6>)  J  (a+»co.,)— ' 


1^9  1   '  b+acoao 

—Tl  =  i77"5 T^  "^  C08  — -r 1  , 


wenn  6  kleiner  aU  o, 
rf^p 1  6+aeo8y+y(t*~a»)8iny 


a+4  coa^  "VC** — «0  a+icoscp 

wenn  b  grosser  als  a  ist. 

€f+<scos9      a      2 


J^"°^    =  — T-lg(o+Acas(p) 
a+Ä  cos  ^  6      ^  ^' 

/rf^  cos  <p     _  J       «   P      ä^ 
a+6cos^  '6       64/   a  +  6cos^ 

(tf+ftcos^)*  ""  «" — 6*\a+6co8  9  ./   tf  +  6cos<p/ 

/cosyrfy        _      1       /   41  sin  y     /*      '^T       \ 

(a+6cos(p)*    ""  a' — b*\ar\-b  coa<f  J  a-\-b  cos ^/ 

29)  Integration  durch  Bei ben.  sten  nicht   in  dieser  Weise  darstellbar. 

Die  Darstellung  eines  Integrals  in  der  ^'  ^'  ^^^  ^^^  ^^  Torkommendeif  Inte- 

Gestalt  schon  bekannter  algebraischer  oder  S^®'^  * 

transoendenter  Fanctionen  gelingt  natür-  f*  dx       P^^dx      f* —ax^j 

lieh  nicht  in  allen  Fallen,   nnd  was  na-  J  jT^»  J        le*  J  ^ 

mentlich   die  Qnadrataren  algebraischer  .      ,.         ,      -.  .. 

Functionen  anbetrifft,  so  lassen  sich  die-  "*  ™*®»  ^®'  ^'^' 

selben  im  Allgemeinen  nur  dann  in  der  Man   kann  aber  in  jedem  Falle  ^e 

angegebenen  Form  darstellen,  wenn  darin  Function   unter  dem   Integralieichen  in 

nur  eine  Wurzel  vorhanden  ist,  die  den  eine   unendliche  Beihe  entwickeln,   und 

zweiten  Grad  nicht  überschreitet,  und  eine  die  letztere  integriren,  wodurch  man  das 

ganze    Function    der  Unbekannten   von  Integral  ebenüalls  in  Form  einer  unend- 

einem  ebenfalls  nicht  hOherm  Grade  als  liehen  Beihe  erhftlt,   die  auch  im  Allge- 

dem  zweiten  enthält    Von  transcenden-  meinen  dann  convergiren  wird,  wenn  die 

ten  Functionen  sind  ebenfalls   die  mei-  erste  Beihe  convergirt. 


10> 

Ist  nimlkb: 

eine    solche  conver^irende  Entwieklnng  von  f{x)  und  ^^^(0?)  der  Rast»   der  sich 
also  mit  wachsendem  n  der  Nnll  nfthert,  so  wird  auch  sein: 

/r{x)dx  =  /     y4(«)«fe+/    y,(ar)<fc-|-/    y,(a:)<i»-h 


pß  auf  dem  Integrationsweffe  begopiel^**  da- 

nnd  der  RestI  .  \fß^{x)dx  wird  mit  wach-  mit  die  Reihenentwiciunng  rar  das  In- 

•/    tf  tAomi]    AiiiAn   SifiTi    flrAl>A. 


auf  dem  Integrationswece  begt^ey*  da- 
mit die  Reihenentwiciui 
a  tegral  einen  Sinn  gehe, 

sendem  n  verschwinden,  wenn  das' Ar-  in  einem  gewissen  Falle  kann  aber 
gnment  ^^{x)  innerhalb  der  Grenzen  der  die  Beihenentwicklimg  ftlr  das  Integral 
Integration,  also  iwischen  a  nnd  ß  ver-  noch  dann  stattfinden,  wenn  die  iHr  das 
schwindet,  „somit  wird  die  Entwicklang  Argnment  schon  aufgehört  hat  zu  con- 
f&x  ff{x)dx  also  convergiren,  wenn  die  ^örgiren. 
Entwicklung   von  f{x)  iiir   alle  Werthe       Ist  nämlich 

Ton  «    «wischen  a  und  ß   convergirt.«  /(ar)=«,(a:)-h«.(4;)-|-  ...  4-9 Jx)^  ... 

Es  Ist  hier  Torausgesetat,  dass  «  und  ß  '^^    ^»^  ^^^^^  ^^  T^nW-r 

reell  sind,  und  der  Weg  der  Integration  convergent   für  alle  Werthe   Yon   xzza 

anch   nur  durch   reelle  Werthe  von  x  bis  «=/},  jedoch  die  Grenze  ß  nicht  ein- 

gehL    ^Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  geschlossen,  so  dass  die  Entwicklung  fQr 

mnss  die  Entwicklung  Ton  f{x)  für  alle  f(ß)  also  nicht  mehr  stattfindet;  ist  aber 

Werthe  von  x  convergiren ,   denen  man  die  Entwicklung: 

//(«)</«  =  /      y,(«)<te+/      if2{x)dx+l     v,(«)rfH- 

rff 

noch   oonreigent  für  /}'  =  /),   so   bleibt  Beispiele. 

diese  Beihenentwicklung  für  diesen  Fall       g^i  gegeben 

noch  richtig,  rorausgesetzt,  dass  r  gx 

/f(x)äx  und   die  Reihenentwicklung  ./lg« 

tt  Die  untere  Grense  dieses  Integrals  möge 

rechts  nicht  discontinuirlich  werden.  Null  sein.    Seilen  wir 

Denn  beide  Ausdrücke  rechts  nnd  links  y  =  —  Ig^» 

sind  continuirlich,  und  stimmen  für  alle  so  wird 
Werthe  tob  ß^  iwisishen  a  und  ß  mit-  .  _  _^ 

einander  Überein,  kOnnen  also  PS»  ß'-z-ß  ^        x 

um  keine  endlklie  Grtese  ron  einander  and 
abweichen.     Die  am  häufigsten  vorkom- 
mende Beihenentwicklung  ist  die  nach 
Potenzreihen. 


dx^—  xdy  =  —  c^^rfy, 
für 

«=0 
Sei  wird 


f{x)zzlajf  .                     y=+«>, 

V  also: 

und  eonrergire  diese  Entwicklung  zwi-  pX  ^        py 

sehen  «  =  a  nnd  dP=/9,  so  ist:  /     ^ —  =  / 

ß                  4-j      -hl  -^  +«    y 

/f{x)dx  =  Sa  If      — <»f      y  Diese  beiden  in  bereits  bekannten  For- 

a                    ^^       p+l        ^  men  nicht  darstellbare  Integrale  lassen 


^±. 
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sich  also  durch  einander  MudrAcken.  Dks  fOr  y  n  oo  anch  Igy  ins  ünendliehe  wichst ; 

erstere  wird  anch  „IntegraUogarithmus*^  jedoch   lässt  sich   seigen,     dass   nichts 

genannt.  desto  weniger   ^  (y)    fftr    diesen  Werth 

Wie  die  Tafeln  des  vorigen  Abschnittes  «^»dUch  bleibt, 
zeigen,  lässt  sich  jedes  Integral  Ton  der       Nimmt  man  n&mlich  die  untere  Grenze 

_,        rXdx  ^    .         ^      ,   -n.  des  Integrals  gleich  einer  sn  bestimmen- 

^""^J  rü'  ^""^  ^'""^  rationale  Fnnc  ^^^  ZaU  a  an,  so  ist 
lg« 


tion  Ton  X  ist,  anf  einen  entwickelbaren 
Theil  nnd  einen  Integrallogarithmns  sn- 
rfickf&hren. 


/ 


Die  Beihe: 
e~y=l-y+ 


y* 


iL 


1-2      l'2-3 

s 


V    ^^   1.2.3--s-^ 
convergirt  immer,  also  anch: 


a    y 

Wir  setzen  femer 

woraus  sich  ergibt 


e-y 


«-y_i  ,  j 

y     ~y       ■*"l-2      1-2-8 

«—I 


f 


•     •    • 


r(y)= 


<    ^)  1.2-3..-»i 


wenn  y  nicht  gleich  Nnll  ist,  und  man 
hat: 


/ 


e 


und  es  ist  f(y)  das  Integral  ron  f'(y)dy 
in  denselben  Grenzen  u  nnd  y  wie  das 
eben  betrachtete  genommen. 

Sei  nun  y  grösser  als  a,  so  wird  der 
Ausdruck  f'(y)  immer  grösser  als  cp'(y) 
sein,  und  beide  Ausdrücke  sind  immer 
positiT,  es  wird  also  sowohl  9(y)~-^(a) 

=lgy— y+:^  .g  2~i72T354  *^«   *"<5^  f(jf)  imnier  zunehmen,    wenn 

y  w&chst,  der  erstere  Ausdruck  aber 
wird  langsamer  wachsen   als  der  zweite. 

y=oo, 
1 


:?fs?-i.«- 


y 


y* 


/     ^N*       y  I         .r«««*    wira  langi 

so  hat  man 


Es  ist  noch  die  Constante  zu  bestim- 
men aus  der  Bedingung,  dass  ftir  y  =  oo 
das  Integral  NuH  werden  soll. 

Sei 

?(y)^igy-y+j^  -  j7^[^+--, 

so  ist 


r(ao)= 


ae 


und  es  wird  sein: 


?(«)-?(•)<• 


/ 


nnd 
also: 


Go    y 

(p(oo)4-C=0, 


•ß    CO 


*  i^!.«,..- 


= ?(y) -?(«)• 


Die  Entwicklung  des  Werthes  von  Qp(Qo) 
ist  deshalb  nicht  ohne  Schwierigkeit,'  weil  vorgirt. 


Setzt  man  also  für  a  eine  hinreichend 
grosse  Zahl,  so  wird  dieser  Werth  sich 
nur  um    eine   Ghrösse,   die    kleiner   als 

—  ist,  Ton  ^(oo  )  unterscheiden  kOnnen, 

also  zur  Beredinung  Ton  ^(oo)  dienen 
können,   da  —    nach  Kuli    hin    con- 


Es  ist  z.  B.  fUr  a=10 


<  0,0001 , 


oe 


also 


<p(ao)= 0,5772  •  •  •, 


=0,57721, 
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d«  eine  Abwädmig  «nt  in  der  ftnftm  Bnidiftolle  stettfiiideB  kann.    Ifithin 

jedoch  nur  unter  der  Bedingang,  dass  y  positiv  sei. 

Da 

8f=:— lg« 

ww,  so  seilt  das  Torans,  dass  lg«  negatiT,  also  x  kleiner  als  1  ist,  und  man  h^: 

wenn  x  kleiner  als  Eins  ist.  .     . 

Ist  X  grösser  als  Eins,  so  seist  man 

s=  +  lgir, 
und  erliÜt: 

und  wann  man  die  Beilw 

'g»+*+iS:2  +  1.2'8.8+  •  •  •  =V<») 
■etst,  so  ist 

C=r-.V'(lg«) 
nnd 


f. 


**     1-/1    N.i     .  0««)'  .    0«»)'    .     Gk«)* 


« lg(x)  ='«<^5')+lg«+  ^Täfä  +  172 .81»  +  iWn  + ^('««>- 

Wir  haben  hier  die  untere  Grenze  Tor  der  Hand  willkürlich  angenommen. 

Nimmt  man   dieselbe   gleich   1    oder  den,  wo  y= — Igx  geseilt  wurde. 

kleiner   als  1,  so  wird   das  Argument  px        ^ 

unendlich,  wenn  man  sich  die  Quadratur  /            —  =  ^(lgjr) — ^lg(l+(). 

auf  dem  gradlinigten  Wege   ausgeführt  «^    1+«  ^^^ 

^***^*"  Nähern  sich  aber  if  und  s  der  Null,   so 

Es  ist  n&mlich  lgl  =  (X    Es  finden  also  Tcrschwinden  in  den  Beihen  lur 
die  .Betrachtungen    des   Abschnitts    10)  ?[~*lg(l  — <^)] 

Anwendung.   Sei  k  kleiner  als  1,  so  ist:  und 

,     ^  V'Pg(l+0] 

/l — a    ^  alle  Qlieder  bis  auf  die  ersten,  nnd  es 

ir7rN=THg(l-«^)l-?{-lg^).   wird: 

Es  ist  n&mlich,  wenn  if  poeitir  ist,   die         ?[— lg (!  —  <')]= lg  [—te(l  —  <^)]f 
snerst  gegebene   Entwicklung  anzuwen-   so  dass  man  hat: 


Da  aber  die  untere  Grense   a  grosser  als 

\ff('i^^tf\      «f  nehmen,    wenn  die   obere  grosser    als 

igVl"r*;        •  Macht  man  jedoch  um  den  Punkt  «=1 

mit  abnehmenden  (f  und  $  wird,   so  ist  hemm   eine  Ausbiegung,  lässt  also  die 

das  Integral  Töllig  unbestimmt,  nnd  man  Variable  imagin&r  werden,  so  nimmt  das 

»uss  daher,    fiills  man  die  Integration  Integral  je  nach  der  Wahl  des  Weges 

auf  einer  graden  Linie  fortfuhren  will,  eine    ganz    b^timmte    Bedeutung    an. 


IM 

Wutu  mku  I.  B.  tinea  nnendlicti  kki-  — n,  ani 

nen   HRlbkreii   mit  Radini  r  aDier   der  t«gi«U  - 

AbidueiiAze    (d.  h.  »nf  der  Beite,    wo  ^  ,_ 

die  OrdinMD  negtttir  lind)  wihU,  (o  hat  i—  =  i  =.   \   -f  ^ 

nun  für  dieien  Weg:  J  j^lgx     J  ^       lg«  "^J  lg« 

/•■fa^        r"     ■<("^')    _  /■*      ^ 

J   lg»~      J   .lg(l_r«vV  J  l+r"8'' 

Wo  wo  dM   mittlere  Integral   da«  Ober   dw 

„(  Halbkreis  erstieckte  iiL    In  dar  Fonnel 

lg  (1+0  "7 

,  --t  also  rf=«=r  EU  letsen,  und  ei  er- 

lg(l-«'*)  =  -  re*^  ein  «itfa 


Soll   der  Balbkrei«   über  der   Absdi-  -^    *   ^^  "^ 

een-Aze   (d.   h.    da,    wo   die   Ordinalen  je   nacbdem   man   den    ober    oder  unter 

positir  eiDd)  liegen  ,    »o  werden  die  In-  der    Abedesenaie    liegenden   Halbkreii 

t«gratioDigreDien   dieies   Wrgei   0    nnd  nimmt. 


Im  ersten  FaUe  istS(F[g.  28.)  dai  In-  Dies  Integral  aber  igt  gleich- 
tegral  aber  den  Weg  SDfEC,  im  iwei-  »     "■• 

ten   übvr  SDGEC   erstreckt,    wo  Pankt  p^  drt**       r^" 

A    den     Absdssenwerth     1     hat,     nnd  /        -  =  ii        AE  =  2ni. 

AD=AE  =  r  ist.  J    •    „T«      J   t    ^         ^ 

Han   kann  aber  anch   den   Weg   von 

B  biso  nehmen,  dann  den  ganienKreig  °^^  gleicht 
DGEF  beliebig  fiele  hUle  in  einer  oder  — — 2« 

der  andern  Kichtong  entlang,  nnd  dann  if  ^'-— 2m. 

von  D  »nf  dem  ersten  oder  dem  iweiten  J   * 

Wege  weiter  nach  C  gehen.     Es  wird  ... 

dann  nnser  Ansdraek  bei  der  Ümkrei-  ■'°,  "' „i^il,i'^  '*"'  Biehtang  BGEFD 

tnng  nodt   um    das   fiber  DQEFD  er-  *"*"  OFEGO  wUlt. 

■mekte  Integral  Ton    f—  rennehrt  ^"'^  ""^  '"*  "'"'  '•'*"•■  Umkrei- 

J   Ig*  een   eine   beliebige    Anaahl   von   Malen 

*\   e.1.1  —          ._i-  V  fortgeieüM,  bo  kommt 
•J  Setat  man  nftmLcb  z  =  ^.ffi,  nnd 

denkt  sich  nnter  j>  nnd  j  Coordinaien,  /**''»,,,     ,       ,,,,,,„      „ 

p=l-rco»y,  j=-r(iny,  *■ 
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Dm  IntegnU  liAi  slso  unendlich  viel  Mehrdeutigkeit  findet  bei  diesem  Inte- 

Werthe,   die  weh  um  iiiigr«de  Vielfkche  ^  „.^,,j  ^^^     ^^  ^^x^   ,^   ^^^^. 

Ton  n  Ton  einander  nnterscheiden;  ^^^  ..^^  ^^»1^^^  ^  ^^^^  nnendlich 

Da  fibrigens  nur  für  x  =  1  die  Bit-  wird. 

continait&t  ron  j^  stattfindet,  so  kann  3^^^    ^^^  ^^^^^   ^^  ^^^^  ^^ 

nadi  dem  Abschnitt  13,  I.  Gesagten  kein  die  ganae  unter  dem  Integralseichea  be- 
andrer Integrationsweg  neue  Werthe  für  findUche  Function  in  eine  Beihe  sn  rat* 
unser  Integral  ergeben.  wickeln.    Ist  s.  B. 

Denn  da   sieh  s.  B.  swischen  J^JfC  rf(x)»a(x)dx 

und  BDOEC  kein  Disoontinuit&tspunkt  J  i\  J  "fK  J 

befindet,   so  geben  beide  Wege  gleiche  gegeben,  und 

Werthe  f&r  unser  Integral.  ^  .     ^     ji 

n.  Bestimmen  wir  noch  das  Integral  ^ 

/op  _  ,  eine  couTergirende  Entwicklung,    so  ist: 

e    '  dXf   welches  in   der  Methode  p                             Po   ^  ^  , 

•  I f{x)(f(x)dx=Ja    I  gf^ff(x)dXi 

der  kleinsten  Quadrate  (siehe  den  ent-  ,.,,           .,.V^^         .i.:i 

sprechenden  Artikel)  eine  wichtige  Rolle  ^^  ««  «t  dann  mögUch ,  dass  sich  das 

spielt,    wie   fiberhaupt    in    der    Wahr-  Integral    lJ^<f{x)dx  bestimmen  l&sst 

Diese  Methode   findet   s.  B.  Anwen* 

*****  "*•  düng,  wenn  y(x)  eine  Exponentialgrösse 

_jp2__       x^       x^           X*  oder  eine  trigonometrische  Function,  oder 

•         —  *     J"  +  J72  ""  1»2«8  ^  *  *  *  ^^^^  Quadratwurzel    einer  ganxen  alg^ 

braischeo  Function  zweiter  Ordnung  yoiw 

*  -a?»  .             «■   .     1   *•  stellt. 

3       1*2  5  Ein   Beispiel  bietet  das  Integral  des 

^  ,      ,  elliptisdien  Bogcns: 

eine    Beihe,   welche   immer   convergirt,  •/    •       r            s 

und  also  sur  Berechnung  dieses  Integrals  bei  welchem  wir  annehmen,  dass  e  klei- 

gebraucht  werden  kann,  was  auch  x  sei.  ner  als  1  ist    Man  hat 


/ 


11..  1.3        _         1-8.5 


m-e«x.)=l-K.'-i^gy.*..-j;^;5-^..x.-j-;5;g^^e.x.- 


•••> 


/''rf^l/kzg!g!-r*^       ^  *  =  ^1  3>6'>>(2f-3)  u  r""  Ji^dx_ 

•       r   !-*•   "J  .  Kl-**)      ,=  i  1.2.3...  1.2*  '    -^  •  Kl-**) 

e*  04 

=  arcsina?+-j-(apy(l—«')  —  aresin«)  +53[(«'+4«)V(l— «*)— |arcsin«] 

+  gjK**  +  W+|f|^)V(l-**)-2T|»wsin«]+ 

Diese  Beihe  convergirt  sehr  stark,  wenn  e  ein  sehr  kleiner  Brueh  ist.     Ist  lets- 
terea  nicbt  der  Fall,  so  kann  man  setaen : 

ya-*»**)= V[l-*'+««  a-«*)] = eKl-«»)|^l  I  ;t(\"rl«) 

und  ea  wird: 


,  a-")' j 


IM 

rdxJ^^=  e  r*+lzf!  lg  l±f  _  (1-")'  {.J-  +  1  lg!±f ) 

J       \  1-X-'       ^^  4e»   *1-«         16«*     \1-*'^**1-*/ 

•ine  Beihe,  welche  gnt  convergirt,  wenn  e  der  Eins  sehr  nahe  liegt. 

Anch  das  theilweise  Integriren  bietet  ein  Mittel  zur  Beihenentwicklnng  dar. 
Mtii  hat: 

ff{x)  dx  =  xf(x)-^fx^dx 
oder  in  der  Lagrangeschen  Bezeichnung : 
rf{x)dx=:xf(w)-   rxf'{x)dx 

fxf\x)dx = J  « VW-^ar  Y''(*)  dx 
fxTix)  dx  =  4*  V'W-iA  Y'"(*)  <«* 

also: 

Also  wenn  man  als  die  Grenzen  des  Integrals  x  nnd  a  annimmt: 


X  r  \x)dx     mit 
a 
wachsendem  n  sich  der  Kall  nfthert. 

In  Abschnitt  6)  wurde  die  Formel  bewiesen: 

/(f{x)f{x)dx'f[a-h$(ß'-a)]  1      ff{x)dx, 
a  *'    « 

wo  «  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  tf{x)  zwischen  den  Grenzen  a  nnd  ß  sein 
Zeichen  nicht  ändert. 

Wenden  wir  dies  auf  das  Integral    f    x^  f^'^hx)dx  an,   bei   welchem  wir 

Toraussetzen,   dass  «  nnd  x  gleiche  Vorzeichen  haben,  dann  wird  auch  x     «wi- 
schen d  und  X  seine  Zeichen  nicht  &ndem,  und  man  hat: 

jp  {  «4-1 '»+'\ 

...       /    x''f^''\x)dx^f^%+i{x^a)P -^ U 


115 

«lio; 


(-1)" -',"/*-')(.)    (-l)"x"+^      , 


-«^(«)+i^2r(a)-j^3r'(.)+ . ' -'-ii,X!^Zi^ 


o' «»   (— 1)""'  g  r    V) 


i:^&l«"'"'^"l«+*<'-«)l' 


ein  Ausdruck,  tob  dem  der  letite  nach  Potensen  von  a  geordnete  Theil  Ter- 
sdiwindet,  wenn  man  die  untere  Integrationsgrenze  gleich  Nnll  nimmt 

Selbstrerst&ndlich  kann  anch  die  theilweise  Integration  in  andrer,  als  der  hier 
gegebenen  Weise  fortgesetzt  werden,  und  so  zu  Beihenentwicklungen  iUuren,  wo- 
von wir  hier  noch  ein  Beispiel  geben  wollen: 


0$ 


€     *  d!»=xe        +21      «« 

«*«~^  i«=i«»e        +*  /      *••       ^ 


Also  wenn  man  diese  Besnltate  vereinigt: 

^«        il»=*e        [!+!«»+_  x*+ j-^-^«*  + 

'*"3.5.7-..(2fi+lf    ■^3.5.7...(2«+l)J  o  ^' 

J  0  2»+3 

wo  f  an  achter  Bruch  ist.    Da  nun  der  Ausdruck: 

^^^  f*  Jin-^'ij-x^  ^^ ,      (2g^)*+  'x      e-^*^* 

8-5-7*«*2n4-lJ  •  3-5-7  •••2fi+l  2n4-3 

selbst  b«i  wachsendem  n  aber  alle  Ghrenzen  abnimmt,  da  die  wachsenden  Factoren 
des  Nennery  die  sich  gleichbleibenden  des  Zähler 

(2««)  .  (2»«)  (2a?«)  .  .  . 

zuletzt  mn  jede  beliebige  GrOsse  übertreffen  müssen,  so  convergirt  die  Entwick- 
lung, Qn4  num  hat: 
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31)    Mechanifche  Qaadr*tar.  Dagegen  ergibt  sich  zur  anntheradoi 

_,     .             .       _                       ,    ,  BereÄnnng  der  Integrale  nnmittelbar  an« 

Die  oben  gegebene  IntegrationsmeUiode  ^  Omndtonn,  welche  wir  den  Integra- 

durch  Reihen  Mt  an  die  Conveiigenibe.  i^         ^^  j„\^„     ^^^  allgemein  gOl- 

dingnngen  gebunden,   al*o  nicht  aUge-  tige  Methode. 

mem  anwendbar.  g,  ^„  nimUdi: 

y*  '!/(«)4fcr=liin[(*.-*.)«*,)+(*,-«,)/(«,)+(«,-*,)/(*.)+  •  •  • 

WO  JP|,  X,  •  •  •  X  ^^  swifchenjro  und  eher  Pankt   nicht   befindet    (siehe  Ab- 

^  ^  schnitt  13).  Wir  werden  hier  annehmen, 

p  liegende Zwischenwertbe  sind,  welche  dass  x^  nnd  x    reell,  nnd  also  der  In- 

dnrch  den  Integrationsweg  bestimmt  wer-  ^       ^  ^<     a  u    •  i     j 

den.  Hat  /•(*)  keinen  nTehrfachen  nnd  '«^f^T^  •**  ^t^^tn'^i  -^ 
keinen  Digeoitinnitiwpnnkt,  «>  kann  im-  «äie  BetrMhtnngen  ffir  andre  FUle  kerne 
m«r  die  tob  ,,  nnd  »    begrenate  grade  "'«"*™  Schwierigkeiten  machen. 

Linie   genommen   werden,   wie  ja  stets       Nimmt  man  die  Unterschiede  x^—x^, 

awei  Wege  mit  einander  yertanscht  wer-   x^—x^'^x  ^x  _.  hinreichend  klein, 

den   können,  die   zwischen  x^   nnd  x  .jj     ''^''j.jaj      i_j^ 

'  *  p  so  wird  der  entsprechende  Ansdn^ck,  der 

liegen,  nnd  zwischen  denen  sich  ein  sol-   sich  unter  dem  Zeichen  lim.  befindet : 

/Xp 
fix  )dx  geben,  da,  wenn  diese  Differenzen  un- 
x^ 
endlich  klein  sind,  das   bestimmte   Integral  selbst  erschehit.     Voransgesetst  ist 
natürlich,  dass  jedes  Glied  nnsrer  Summe:  (*,~*._|)^('.)  ^^^  Null  hin  con- 

Tergirt,  wenn  sich  x^  und  x  einander  nähern. 

Uebrigens  ist  auch: 

r  ^nx)dx=\\m[(x,-^x,)ax,)+{x,-x,)f{x,)H^,'-x,)nx,H  •  •  • 

da  die  Grössen  (*,  ~'^,  _  i)  /*(*.)  w^d  (x  —x  _  )  f(x  _  )  nur  einen  verschwin- 
denden Unterschied  haben.    Es  ist  also  auch 

ein  Annihemngswerth  unseres  Integrals. 

Man  kann  aber  aneh  statt  eines   unserer  beiden  Werthe,  die  arithmetische 
Mitte  beider  nehmen,  also: 

^^[A*.)+A»,)]+^'f^[r(*.)+/(*.)]+^-^^i«*.)+r(*»)i+ . . . 

und  dieser  Ausdruck  wird  jedenfalls  dem  nehmen  bleibe ,   so  wird  offenbar  A  tu 

wahren  Werth  des  Integrals  nfther  lie-  gross,   B  zu  klein  sein,    wlhrend  das 

gen,    als   einer  der  beiden  zuerst  gege-  G^entheil   stattfindet,    wenn   f{x)  stets 

benen  A  nnd  S,   nämlich  als  derjenige,  abnimmt,  nnd  in  diesem  Falle  wird  also 

welcher  am  weitesten  von  diesem  wahren  der  Ausdruck  C  als  Mitte  zwischen  einem 

Werthe  entfernt  ist.  zu  grossen  nnd  einem  zu  kleinen  Werth, 

Nimmt  man   noch  an,   dass  auf  dem  diesen  beiden  vorzuziehen  sein, 

ganzen  Integrationswege  /*(«)  sein  Zei-  Die  Ausdrucke  A,  B^  C  sind  aber  auch 

eben  nicht  wechsele  nnd  stets   im  Zu-  einer  geometrischen  Deutung  fthig. 


Fig.  29.  and  ei  lit  klftr,  d«H  wHu  man  dl*  An- 

lahl  dei  Thtil paukte  a,a^a,  ..  .  gMth 
p  +  1    luiainunt,   die  Samina  der  Bttefat- 

ecke: 

+«.*,o,c,+  ..  .gleich  B, 
die  Samme  der  Racfalecke: 

+■>!  'i  "t  ^4  +  • '  '  gleich  A, 
die  Summe  der  Trapeie: 

+«i  t|  a.  1«  +  ■  >  •  gleich  C 

Sei  die  Cnrve  (Kg.  29.)  i.i.i.i.i.  ^^h.    ;?"n/dn'pt^'"A*  f  -  f^i^ 

d««  b..«™,  d«,  ibr«'Q.'cicl«ig'die  rd;r"nrer'^fk°eÄ'v'o:'d*"/r*'öa^:. 

_.,  ,  der  Abscissenaxe  nnd  tirei  Ordlnaten b»- 

j^                       »-/W  greniten   BbenenitÜcke    o,  A,  i,  a,  and 

^^  dies    ist  Also  der  Tthre  Werth  dei  In* 

Sei  a,at  ein  Stück  der  AbsbiiBcnute  tegnüs. 

nnd  mOgen  den  Paukten  j.«  bleibt  inde.s  noch  übrig,  den  Qr»i 

a,  «1  d, a, ff,  derAnnahertmg  der  AnidrScke  A,B,Ct,-n 

die  Abiciuenwerthe  beitimmen. 

X( «,  X,  «1 «,  ^''    »etien    wieder    den    gradlinigen 

»i_...i....    .„  .i-j  ji.  n_i!..o«..,  lotegraüoMweg  TOTAna,  ea  werden  dun 

«nttpre'^«»'  *"  "'«d  die  Ordinsten  dieQrOBseoi,~i„«,-j:,...a:  — « 

n,  i,,  d,  i,,  d.i,,  d.i.,  d.A,  „     ,        ,,     _  ,  ,       ,   ,          SL.   '   ,' 

,  alle  daiielbe  Zeichen  hkben.     Ww  neih* 

•ntsprecbend  gleich  ^„  die,  ^ig  p^^tiT  »n. 

/('.),  A*,),  n^,),  fix»),  fM,  Nun  i>t: 

^         /■(*)&=      2        i  fi.')^- 

Wir  aetien  hierin 

Ee  werden  d>nn  die  Greucn  der  Integration 
»1  =  0  für  x  =  x 


/.«o  »  =  o— I    — »,4.1— *, 

/    '^  A«^)ic=       i        f  «*,+")«*•. 

'  #,  1=0    '   • 

El  ergibt  sich  >I>«r  dnrch  theilweiies  Integriren: 
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Doreh  Saanuiitkm  der  den  Tendriedenen  Werthen  toxi  «  entopredwien  In- 
tegrale erliAlt  num  einen  Ansdmck,  dessen  entwi&elter  Thefl  mit  dem  Werthe 
Ton  Ä  Bbereinttimmt»  nnd  es  ist  also: 

/Xp  iz^p—i    /»««-i-i— *f 

^  f(x)dx=Ä--     ^        I  uf\x,^u)äu. 

X.  f  =  0     «^    • 

Da  aber  die  Grösse  u  «wischen  0  nnd  x^.  .— Jr.  ilur  Zeichen  nicht  ftndert,    so 
hat  man  anch  (yergleicfae  Abschnitt  6) 

wo  s  ein  positiTer  echter  Brach  ist.    Man  hat  also: 

Der  nnter  der  Summe  befindliche  Theil   aber   yerschwindet,   wenn  die  Differenz 
X  j_.  — X     abnimmt,  nnd  ^'(jr)   nicht  unendlich  wird.     A  gibt  also  in  diesem 

Falle  einen  N&hemngswerth. 


Setien  wir  in  den  Aus dmck 

's+l 


J    Xg 


nx)dx. 


so  wird; 


*=^+i 


*"*«+!  '^'$    ^  *=*,» 


«=0  für  «=*,4.jf 
also: 

*S    '  *«+l-^f  ' 

und 

f  0 

Es  wird  also  wieder,  wenn  man  die  den  verschiedenen  Werthen  von  x  entspre- 
chenden Integrale  addirt: 

/Xp  $=p — I     /»«fJ-l — Xg 

oder  wenn  ^  ein  positiver  echter  Bruch  ist: 

Ans  den  beiden  Formen  ftr  das  gesuchte  Integral  ergibt  sich  noch,  dass  fiüls 
f\x)  wihrend  der  Integration  sein  Zeichen  nicht  indert,  einer  der  Werthe  A 
nnd  B  stets  su  klein,  der  andere  aber  su  gross  ist,  und  iwar  ist,  falls  f\x)  po- 
sitiv ist,  also  der  Werth  von  f{x)  immer  wächst,  B  sn  klein,  im  entgegengeseti- 
ten  Falle  A  sn  klein. 


X19 

Durch  Addition  der  b^den  Werthe  antereB  Integnüs  ergl1»fc  sieh  nooh : 


oder: 

Es  scheint   in    allen  drei  Aasdrttcken   statt,  wenn  f'(x)  unendlich  wird,  Torans- 
hier  die  Bedingung,   dsss  i4,  B  und  C  gesetst,  dass  f(x)  seine  Continuit&t  nicht 
Niherungswerthe  Ar  unser  Integral  ge-   yerliert.    Es  sei  z.  B. 
ben,  davon  abzulüngen,   dass  f'{x)  auf 

dem    Integrationswege    nicht    unendlich  f  i^J^^t 

wftre.     J^och  ist  dies   nicht  der  Fall. 
Die  AnnAhemng  findet  auch  dann  noch  so  wird: 

1        f{x)dx^  I    ^        nx)dx+  I  f{x)dx, 

wenn  s  und^  ins  unendliche  abnehmen;  pXp 

dem  da  f{x)  endlieh   bleibt,   kann  der  Sei  wieder  das  Integral   /      f{x)d9 

Fall  eines  singulftren  Integrals,   wo  der  ^                         .      *^  x^ 

Werth  von  9-  und  s  abh&ngt,  nicht  ein-  gegeben,  wo  f{x)  innerhalb  der  Integra- 

treten.  laonsgrenzen  continuirlidi  bleibt.      Der 

Entwickelt  man  nun  die  beiden  Theil-  Bequemlichkeit  wegen    bringen  wir  es 

Integrale  jedoch  «lof  die  Qrenaen  NuU  ni^d  Eins, 

/Xq^$  indem  wir  setzen: 

f{x)ix,  *=ap#+(*p-*0>S 

*•  .  fßr  «=x^  whrd  in  der  That  «=0, 

/x  für  x-=ix    wird  «  =  1: 

jf    .  y  ist  noch    . 

gans  nach  der  obigen  Weise,  so  wird  ^  P      •/»».  •  «v  p      •/  j    ^^  ''.» 

der  erste  Theil  der  Summe  beider  be-  so  hat  man  es  mit  dem  IntegrtU      '' 

zllglich   mit  ii,  *B,   C  zusammenfallen,  p^ 

wenn   s  und  *  yerschwinden,  der  Best  /     y'(t«)di»  zu  ihun. 

aber  den  Ausdruck /'(a;J  nicht  enthalten,  "^0                              ^ 

_      ?,,  .      ,.     .  Seien  jetzt  n.,  a.  •  •  •  a    Zwisehan- 

also  ersterer  ms  Unendliche  Abnehmen«  *      '            *» 

wenn     die     Differenz    «   .  ,  — «      ver-  .werthe  zwischen  Null  und  Eins  ganz  wie 

't*'       *  im  Torigen  Abschnitte.  Wir  wollen  aber 

schwindet.  jet^t  die  Function  if{u)  durch  eine  an- 

32)     Die   im  vorigen  Abschnitte  ent-  dere  ersetzen,  da  es  nicht  auf  den  ^U- 

wiekelte  Theorie  gibt  eine  Art  der  me-  gemeinen  Werth  derselben,  sondern  nur 

chanischeB  Quadratur.     Im  Allgemeinen  auf  die  Werthe  f  («,),  yC«,)  •  •  •  y(a^ 

aber  beseichnet   man  mit  diesem  Ans-  «nkommt.    Wir  suchen  also  eine  ganze 

dnidt  jedes  annähernde  Integrafaonsver-  algebraische  Function  v(t*),  welche  für 

fahren,  wobei  statt  der Differenziale end-  ,1=«,,,  ,|=a,  •  •  •  n^a    mit  wiu)  zu- 

Hebe,  aber  kleine  Differenzen  genommen  ^           '                 n         ^^  ' 

weiden.  samflienfaUen  solL 

Es    sollen     hier    noch    einige    Arten  Bfi  ist  dies  die  bekannte  Angabe  der 

der  meduuiiachen  Quadratur  entwickelt  Interpolation,    deren  Losung   darin  be- 
weiden.                                                    ;  steht,  das«  man  setzt: 

/'(«)  =  («-Äj(4f-llj,)(x-Ä,)--*  («-«^ 


HO 

Kimmt  maa  äs,  dMt 

ist,  10  wird  für: 

diese  Qleichung  identisch,  also: 


Es  ist  also  vK')  ®'°  ganzes  Polynom   Ist 
vom  n  —  Iten  Grade,  welches  unsre  Be^                            i       p  ^f{^)  ^^ 
üingnng  erfüllt.     Man   ersetst  dann  das  f^^  ^  fH  i\  I      x üs' 

($(u)dM   durch    das   immer  so  erhAlt  man: 

SU  berechnende  |     vC*)**»  wobei  man    «^    0      .  ^  ^  ^    ,  j^   ^  ^ 

einen  Fehler  begeht,  der  gleich  Es  ist  aber 

ist,  oder  gleieh:  und 

f  W  — V'W»  /(!-«)  =  (1-«)(1 -/!-«)  (1  -2/«-«). .. 
wo  s  ein  positiver  editer  Bruch  ist,   wie 

sidi  ergibt,  wena  man  das  in  AbsehniitG  l^i 

Gesagte  hier  anwendet.     Da  nun  y(ti)  /«— ^V— *^-/— l'i^     f(JL 

und  v(t*)  oowtfnuiriiAe  Functionen  sind,  •  •  •  VA*— «A— «;-l— a;        f  W 

die  »  mal  glekh  werden,  so  wird  y  (•)— v<0  ^^ . 
der  Knil  sehr   nahe  kommen,  wenn  n  ^ 

gross  wird.  v    /       ""    / 

Sind  «.  B.  die  Differenaen:  ^  (1— «)=(— lV*f  W. 

gleich  und  gleich  /i,  f'WsC— l)/'r(l-«), 

^  woraus  sich  eigibt: 

y(0)sil«,  yW=-<4u  Sf'(2/«)=i4t  ....  Schreibt   man   femer  1— y  för  *,  so 

^(l)=:a^,  kommt: 

so  ist  f  m,4»^  r' m=3öiL 

^  aber: 

und  1 


^')=f('\f^rif^y^-fa)- 


also: 


d.h. 


1   /•*Afö*»___L_  r^jtMiL 
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E«  l«t  »bcr  auch 


»  J  0       U'(0)*^rc«)(*-^)^r(2,tt)(«- 


1 


+  •  •  •  +/»äx^ 


+  /-        .Ai-//    A   +  /-       O..Ni»/«v  +    •    .  .     + 


xr(0)  ^  («-/.rw;^  (*-2.u)/'(2.u).'^  •  •  •  "^(i-T)7'ä)  ~  Töö' 

eine   bekannte  Formel,   die  sich  leicht  unendlich  klein  annehmen;  es  wird  dann 

Terifidren  lässt.  Sie  wird  nftmlich  iden-  das  Glied  links: 

tisdi  für  ar=0,  «  =  ^,   a;=2^  .  .  •  ap=l 

und  unendlich    gross,    folglich   ist   der  1 

umgekehrte  Werth  des  Gliedes  links  mit  ^fifi)' 

f{x)  übereinstimmend  bis  auf  einen  con- 

stanten  Factor,    da  beides  ganse  alge-  "*  ^?®  übrigen  Theile  gegen  den  ersten 

braische  Functionen   »-fiter  Ordnung  ▼»^hwinden.  Der  Ausdruck  rechts  .aber 

sind,    welche  gleichseitig  Null   werden.  ^'^ 

Was   nun   den   constanten  Factor  anbe-  -t 

trifft,   so  bestimmen  wir  denselben,    in-  —r. 

dem.  wir  /  (*) 

«=«  Nun  ist 

/(0=«(«-/i)0-2^)  .  .  .  0-fi^)=:(-l)'*1.2.3...fi^*#, 
aber 

r(0)  bekanntüch  gleich  (^l)'*1.2^3.-..iv«*, 

wonach  die  Ausdrücke  rechu  und  links   TÖUig  gleich  sind,   also   der   constante 
Factor  links  gleich  der  Einheit  sein  muss. 

Es  ist  also: 
Der  Ausdruck 


ist,  kann  leicht  berechnet  werden,  woraus  sich  dann  der  Werth  von 

0 
oder  der  K&bemngswerth  von 

ergibt. 

Ute  folgende  Tafel  gibt  diese  KäherungswerÜie  für  jede  gegebene  Ansahl 
der  Ordinaten  Ä^,  ^i*  A^  ...  yon  2  bis  11,  wobei  bemerkt  wird,  dass  Ä^  den 

Werth  Ton  ff(tfi)  TorstcUt. 
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^ 


Anzahl 

der 

Zwiflchen- 

werthe. 


2 
3 

5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


H'ihernngswerthe. 


2 
6 

8 

7i4o4-32it,-hl2ii,-h82it,+7il, 

90 

19^^-h76iit  +60ii,+60ii,  -f  76i44-f  IM» 

288 

41il^4^216ii^+27ii,+272i4,■^27ii4+216il,-^41i4, 

840 
761i4o+3577ii,+1828ii,4-29e9A,+29e9ii,+ . . . 

17^0 

989il^+5888iit— 928ii,-H0496ii,-4540i4^H-10l9M,— ... 

2835 

2857iio  +15741i4 ,  +1080^,  +19844^4, 4-5778i44  +5778^^  +  . . . 

89600 

50672 


Bei  diesen  Ausdrücken  wurden  die  letz- 
ten Glieder  znm  Theil  weggelassen,  da 
ihre  Coeffidenten  sich  symmetrisch  an 
die  ersten  anschliessen,  and  daher  leicht 
sn  erg&nzen  sind. 

Man  sieht,  dass  dies  IntegrationsTer« 
fahren  nnr  dann  mit  dtm  im  Torigen 
Abschnitt  gegebenen  übereinstimmt,  wenn 
die  Anzahl  der  Zwischenwerthe  2  ist. 

Uebrigens  haben  beide  mechanischen 
Qnadratnren  den  Vortheil  gemein,  dass 
man  sie  auch  dann  noch  anwenden  kann, 
wenn  die  allgemeine  Form  von  <f{x)  gar 
nicht  gegeben,  sondern  dieser  Ausdruck 
nnr  i&r  gewisse  Werthe 

jr^<t|,  x—9^  •  .  •  «t— Oji 

bekannt  ist  Dieser  Vortheil  ist  Ar  die 
Anwendung  in  der  Physik,  Astronomie 


u.  s.  w.  nicht  gering  ansusdilagen,  und 
maoht  auch  dann  noch  eine  annAhemde 
Integration  möglich,  wenn  gewisse  Func-  • 
tionen  nur  durch  die  Werthe  bekannt 
sind,  welche  sie  in  bestimmten  Fftllen 
annehmen,  die  sich  durch  Beobachtnn- 

Sen  bestimmen  lassen.  Z.  B.  ist  dies 
er  Fall,  wenn  ^(op)  die  Temperatur 
eines  gewissen  Tages  oder  Jahres  als 
Function  der  Zeit  ausdrückt,  wo  Yon 
einem  analytischen  Gesetze  nicht  ftfi^ieh 
die  Bede  sein  kann. 

38)  Die  im  vorigen  Abschnitte  gege- 
bene Methode  der  Quadratur  rfihrt  wie 
die  folgende,  die  wir  sdüiesslich  noch 
geben,  von  Gauss  her. 

Es  sei  wie  vorhin: 


v<*)=/(«)[^ 


v(«i) 


v(«t) 


v{«i) 


(ii,)(«-a.)  -r(aO(*--.)  "^r(aa) («-«.) 


+  -  + 


y(«^ 


r  (%)(*- 


:J 


S«i  nun: 


,.(*)=^»)+F/(*), 


12» 

SO  wird  bei  der  Anwendung  des  im  Torigen  Abschnitte  gegebenen  Verfahrene 
der  Fehler  sein  gleich: 


Sei  nun  y(jr)  in  eine  Belhe  nach  steigenden  Potenien  yon  x  entwickelt, 
•Iflo; 

so  ist: 

aber  ^^W  enthält  keine  ganze  Function  yon  «,  es  ist  also  V  der  Quotient  der 
Entwicklung  yon  ^7-4«  V(^)  ^^  Diyisionsrest.  Um  V  tu  erhalten,  kann 
man  nun  r=-r  nach  fallenden  Potenzen  yon  x  entwickeln: 

m 

und  diese  Beihe  mit  ^(x)  mnltipliciren;  V  ist  dann  der  Inbegriff  aller  Glieder, 
welche  poeitiye  Exponenten  haben. 

Kan  erhält: 

+ 

oder  tr«nn  maa  nach  deo  Co«ilident«a  C  ordnet: 
hiemadi  wird  der  Fdder  sein: 

'*'^n+tf   («,*»+*,«+Ä,)/(«)«fa+... 

El  eoUeii  jetet  die  Zwicclienwertlie  o,,  «t  •  •  ■  *•  nicht  willkttriidi,  sondern 

SO  bestimBit  werden,  dass  die  n  ersten  Glieder  dieses  Fehlers  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Integrale: 

/V(*)*f.  r  ^i*)äx,  r\*f(x)dx...  f  «*-vw^ 

Terschwinden,   es  fkllen  dann  die  OoefAcienten   C^,  ^,|  i  ji  ^^4.1»  •  •  •  ^jh—i 
gaai  weg  und  der  Fehler  Ubigt  nur  von  C^  ,  ^3,1  •.  |  .  •  •  ab. 
Hon  ist: 


9 


• 
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ttnd  indem  liian  so  fortftllirt: 

(-1)«  («-1)  (fn^2)  .  .  .  2  .  l//(«>te*.+  * , 
wenn  man  Tsaxff[x)dx^'^^  das  m+lfache  Integral: 

/[/(/•  .  •  (Jf{x)dx)dx)dx\ .  .  .dm, 
bezeichnen  will. 

Damit  also  die  Integrale: 

f    A«)^,    f    xf(x)dx...,f    x*'~^f{x)dx 

verschwinden,  ist  es  nöthig,  üass  anch: 

ff{x)dx,JI{x)dx\  ff{x)dx^  .  .  .,  //lx)i/a:» 

gleich  Null  werden.    Setzt  man  nun: 

//•(»)rf**=(«'-*)*, 

so  ist: 

Alle  Diflferenzialcoefficienten  von  («»—«)*  bis  inclusive  zum  «— Iten  ent- 
halten aber  den  Factor  «'— «;  setzt  man  Eins  für  x  und  Null  ftr  *»  ■<>  ▼«'■ 
schwindet  derselbe,  also  werden  alle   diese  Integrale   in  den  Grenzen  Null  und 

Eins  genommen  verschwinden. 

* 

Damit  nnn 


/ 


/i[«)ix*=(*»-*)",  A*)='^— 


fi 


ite* 


seil  entwickelt  man  («»—«)*  nach  dem  binomischen  Satze«    Es  ergibt  sich: 

nnd  durch  n  maliges  Differenziiren : 

n!  ^(x^-xf  _    n        fi/ii.'(2«-l)/        n^-i         it/n/(2it-2)/        n-a 

äT'  ";^n *  -i/n-l.'n-l/2ii/*        "^ 2/11-2/ •— 212»! 

nlwl(2n~8)!        «-3 

es  bedeuten  hier  «i,  n,  .  .  .  ,  die  Bi-  gen  Schlüsse  ni  andern  zn  (x  —ab)  hin- 
momialcoefÜcienten,  iil  den  Ausdruck  zugefügt  werden.  Die  Wurzeln  der  Qlei- 
1.2.3...n.  thung 

Dies    zuletzt    entwickelte    Polynomen  rf^(x*— g)  _^  v_q 

muss  fUr  /(ap)  genommen  werden.     Der  n       ^»W-" 

Factor  |L  «umUch  kann  ohne  die  obi-  ^^  ^^  ^^^.^^  ^^  ««gleiche  echte 
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BifiolHl»  wrtcM  die  Werthe  von  a^^  d,,  «»  •  .  .  «^  geben,  lu  welchen  die  Aus- 


drficke  f{a^\  /(n.) 
Es  sei  wieder: 


f{a^  berechnet  werden  müssen  ♦), 


so  hat  man: 


/: 


".-/: 


f{x)dx 


Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werthe  von  a  und  K,  wenn  die  Ansahl  der 
Zwischenwerthe  bekannt  ist. 


Anuhl  der 
ZwiMhenirertlie. 

2 


«»=0,21132487 
«,=0,78867513 

tf»  =0,11270167 
«,=0,50000000 
«,=0,88729833 

«,=0,06943184 
«,=0,33000948 
«,=0,66999052 
«4=0,93056816 

«4=0,04691008 
«,=0,23076634 
«,  =  0,50000000 
«4=0,76923466 
«,=0.95308992 


*)  DiMs  die  Gleichung 

d\x-^zf 
_ü, 

dx 
welche   offenbar  yom  nten  Grade  ist, 
wirklich  n  verschiedene  positive  Brfiche 
sn  Wurzeln  habe,  ist  leicht  in  folgen- 
der Weise  einzusehen.   Der  Ansdmck 

(x*—x)^  hat  zwei  n fache  Wurzeln  0 
und  1,  zwischen  beiden  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  welches  übrigens 

gleich   I  Ist,  da     ^        ^ 


=  0    die- 


sen Werth  gibt.    Die  Gleichung 

do±:xf 

dx  """ 
hat  die  beiden  Wurzeln  Null  und  Eins 
noch,  diese  sind  aber  n— Ifach,  aus- 
serdem i  als  Wurzel;  da  diese  Glei- 
drang  vom  2fi~lten  Grade  ist,  so  sind 
weiter  keine  Wurzeln  vorhanden,  und 
^  ist  eine  einfache  Wurzel.  Es  müssen 
also  zwischen  .0  und  4  und  zwischen 
I  und  1  Mazima  bezüglich  ]^nima  von 


d* 


-  liegen,  welche  die  Gleichung 


=0 


iir,=A 

K^  =0,17392742 
ÜT,  =0,32607258 

ÜT,  =0,11846344 
lir,= 0,23931434 
i^,  =0,28444444 


erfolleii,  und  die  wir  mit  a  und  'ß  be- 
zeichnen. Die  letzte  Gleichung  hat  also 
die  M--2fachen  Wurzeln  0  und  1,  aus- 
serdem die  einfachen  a  und  ß^  also 
liegen  zwischen  0  und  a,  a  xmd  ß, 
ß  und  1   Maxima  oder  Minima  von 

</«(««—«)*•  ^ 

— ^  ^  ■,  deren  Werthe.  «j,  ^„  ^i 

seien,  und  Gleichung 

d^jx^^xf 

dx* 

hat  die  Wurzeln  «i,  /?,,  /i,  Null  und 
Eins.  Die  beiden  letztem  sindn— 2fach, 
die  übrigen  einfach.  Indem  man  so 
fortf&hrt,  stellen  sich  4,  5  .  .  .  Wur- 
zeln zwischen  Null  und  Eins  für 
die  hohem  Differenzialquotienten  von 

(4?'  —  «)**  ein,  und  die  Wurzeln  Null 
und  Eins  werden  um  je  einen   Grad 


niedriger.    Bei 


.  d^x^-xf 


verschwin- 


dx 


den  die  letztem  ganz,  und  die  Anzahl 
der  einfachen  zwischen  Null  und  Eins 
liegenden  Wurzeln  ist  n.  Mehr  sind 
ni^t  möglich,  da  dieser  Ansdmek  vom 
fiten  Grade  ist. 


Dies  In togratioiiffrerlihreB  iet  dann  aa*       M)  Doppelte  und  Tielfacbe  Ift- 

wendbar,  wenn  man  zwar  die  Form  der  tegrale. 
Function  ^{x)  nicht  kennt,  jedoch  die- 
selbe   iür    beliebige    gegebene  Werthe       ^^  ^^^ 
if  i,  0,  .  .  .  zu  berechnen  im  Stande  ist;  • 

es  yerliert  aber  seinen  Nutzen,  wenn  diese  f       f(x^y)dx^q(v\ 

Werthe  a|,  a,  ...  selbst  gegeben  sind.  J   g       ^ 

Die  in  den   beiden  yorigen  Abschnitten  _».,-. 

gegebenen  Methoden  der  mechanischen  ^>  d«'  Berechnung  dieses  Integrales  ist 
Quadratur  bleiben  dann  noch  anwendbar.  ^  ^  constant  betrachtet.  Wir  setzen 
In  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte  jedoch  zunftchst  voraus,  dass  die  Gren- 
sind  wir  der  Darstellung  in  „Minding's  *«»  *o  «nd  Xp  von  y  unabhängig  sind. 
Jahrbuch  der  Differenzial-  und  Integral-  Es  ist  dann  nach  unserer  Bezeichnung: 
rechnung**  gefolgt. 

^öf)~(*i-*o/(«i»y)+(*j-*i)/'(«2>y)+(a?,~«.0/(*,,3f)+...+(«^-a'^_j^^^ 

und  folglich 

r  '^y(y)<'y=  r  ^  l^f(jK.}f)dxdyzz    ... 

+  (^p~«p«i)r(»^»y*)l 


+(yr-yr-.i)K**-^o)/^*t»yp+(*«-*i)/^*«»yr)+(*»~*«)/t*»»yr)+  •  •  • 

Setzt  man  noch 

/Vr 
A*>y)  <'*=¥'(«), 
yo 

also: 

V'(«)=(yi-yo)/(a?»yi)+(ya-yi)/la^iyt)+  ...  +(yy-y,.«,)A*»yp, 

Bo  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Ausdruck     /        yf{x)dx   völlig   mit   dem   obigen 

übereinstimmt,   wenn    man  die  vertical  nnter  einander  stehenden  Glieder  zusam- 
menstellt, und  man  hat  daher: 


oder: 


*•  ^  yo 


^  y.^  ^.  ^  «.*'  y. 

Diese  Ausdrücke  heissen  DoppeUntegrale.    Man  hat  für  dieselben  also  den  Satz: 
„Wenn  die  Grenzen  der  Doppelintegrale  constant  sind ,  so  kommt  es  auf  die 
Ordnung  des  Integrirens  nicht  an.*' 

Dieser  Satz  l&sst  sich  augenblicklich  auf  drei  und  mehrfaehe  Integrale  aus- 
dehnen. 
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Ea  ist  ninüicli: 

•^  *••'  »0*^  y» 

wie  fich  durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  gegebenen  Batses  sogleich  seigt. 

Bei  diesem  Satse  ist  jedoch  die  ron  Zon&chst   wollen  wir  diesen  Fall  an 

Caaehy  gemachte  Bemerkung  Ton  gros-  einem  Beispiele  erläntem. 

ser  Wichtigkeit»  dass  er  möglicher  Weise  Es  sei  gesndit: 

seine  Anwendung  verlieren  kann,  wenn  .  ^        ,  I 

Ar  einen  swischen  den  gegebenen  Gren-  /*        /*          y'"***   dudx 

sen  liegenden  Werth  ron  x,  y  u.  s.  w.  J  ^\J  ^i  (y''  +  «*)           * 
das  Argument  /(«,  jf,  s)  discontinuirlich 

•'i^^l- **"*"''*»".  ""T'  ;^""^5'•  Dm  Aigomrat  ,  ^'~*'      wird  anend* 
ist  rar   die  ganze  Integralrechnung  be-  (y'  +  «  )' 

reits  erwiesen,  und  es  kommt  nur  dar-  lidi  nur,  wenn  y  und  x  sieh  der  Null 

auf  an,  zu  finden,  in  welchen  E&llen  sie  nlhem;  offenbar  ist  nimlich,  wenn  «rr^, 

stattfindet,  und   wie   gross    der  Unter-  jf  zs/u  gesetzt  wird,  wo /u  unendUcfa  klein, 

schied    swischen    den  Integralen    wird,  §  endlich  ist: 

wenn  wir  die  Orenzen  umkehren.  tr*— x*  «*  — 1 

Wir  beschr&nken    nns    auf  Doppel-  («*  +  x^)*  ~  (§«+1)««!*' 

Nun  ist: 

y* 

/y^-^*  rf  -  n    *^^^   j/y\      2  r    d%        ITA 
(y'  +«»)«  ^"J  «  /y^-^y  vi/  "     f^  (1  +  »»)»     «^  (1  +  «')• 


wo  »=^  gesetzt  wurde.    Also: 

dp 

1 


/^V5^'^=-|  (^yj  =-rfe'  -?/iÄ  =-2«?*««. 


und  da 

•W*«(+l)  =  f.  MCtg(-l)=-J 

iit: 

Integriren  wir  nun  zuerst  nach  jr,  so  kommt: 


*«■ 


'■"r 


1 


also: 


/ 
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^^=2arctg(+l)-2arctg(-l), 


mithin : 


+  1    ^+1    «t-ar» 


80   da88|   wenn  man    die   Grensen  des  Wir  setzen: 

Integrals  umkehrt,    sich   der   entgegen-  ptf  pß 

gesetzte   Werth   +w  statt   —  n  ergibt,  A=  I      I      f{x^y)dxdjf^ 

also    der  Unterschied    beider    Integrale  «^   y*^   a 

2/1  beträgt.  a   ^ 

Es  ist  zn  bemerken,  das«  man  bei  der  if -  /      f      fix  ttSAadx 

Berechnung  in  beiden  Fällen  nach  all-  "/  ^J      '^  '^^  *  *' 

gemeinen  Regeln,  also  ohne  Berücksichp  _  .    ,      .           .    /             ^  .  ,. 

tigung  der  Discontinuitat  verfahren  ist  Sei  X   eme   zwischen  a  und  A  liegende 

Cauchy  zeigt  aber  auch,   wie  man  im  Zahl,  ^  eine  solche,  die  zwischen  y  und 

allgemeinen  Falle  den  Unterschied  bei-  ^J.  l»fg*i  J»nd  sei:  /(i,^)  discontinuirlich. 

der  Integrale  ermitteln  kann.    Für  den  Finden  sich  mehrere  DiscontinmtUen  Yor, 

Fall,  dass  derselbe  Null  ist,  kann  dann  f<\J«*   ^"  J«^''^,  zu  gebende  Verfahren 

die   Umkehrung   ohne    Bedenken    statt-  ledighch  zu  wiederholen .• 

finden.  Sei  femer: 

e,  ^  zwei  unendlich  kleine,  aber  positiv  angenommene  Zahlen,  so  ist: 

+  r         nT,yydy]dx. 

In  diesen  Integralen  findet  sich  nämlich  keine  Discontinuitat,  es  ist  mithin  die 
Umkehrung  der  Grenzen  gestattet  Mit  Anwendung  der  oben. gegebenen  Beaeidi- 
nung  Jiber  erhält  man: 

[7(^.y)-7(«»y)]4f+  /         [yO»>y)-y(<'»y)]<'y 

y  -^    ^  +  * 

=  /     [*/<*».«-0-V'(«>y)+V'(*»<^)-V<*»/<+^)]*p- 

Lässt  man  nun  sowohl  t  als  ^  nach  Null  hin  convergiren,  so  gibt  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung: 

•^    y  «^    y'     a 

Dagegen  wird  die  rechte  Seite: 

/Mx,if)-'if(x,y)]dx+r    M^fi-t)-^{Xyf4-^&)]dXy 
a  *^    a    * 

d.  h. 

i^  r^  pß  /•^+* 

/     /    f{^^y)iydx^  I     I         f{x,y)äydx; 
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es  ist  also: 

B-Azz  I      I  F(a?,y)rfy<fa=  /      [»/'(*,/4+*)-^(«,^-.*)l<'*. 

In  dem  vorhin  berechneten  BeispiA  war: 

X* 

«=0, 
also: 


(8       -        a  $  a\ 

arctg^  — arctg-  +  arc tg i-  —  ^c tg - j  . 


Da  &  und  t  nnendlich  klein  sind,  so  ge-  die  Function  f{x,  y)  während  des  Inte- 
,        .,      .  -  11      I  ^  ■.  grationsweges  continuirlich  bleibt,  womit 

ben  die  4  Bogen   alle  ±g.     und    zwar  J^^   im    vorigen  Abschnitte   behandelte 

den  positiven  Werth   dann,    wenn    der  Ausnahmefall  wegAllt.  » 
Zlhler  ß  oder  a  positiv,  den  negativen.  Denken  wir  uns   in  der  Ebene  einen 
wenn  er  negativ  ist.     In  unserm  Falle  beliebigen  Umfang,  unter  x  und  y  recht- 
war /»=1,  «  =  —1,  man  erhält  al«o  winklige  Coordinaten.    Der  Umfang  kann 
.                           .  beliebig  gekrümmt  sein,  auch  ganz  oder 
— lÜf  ^  ?  ^  -  ^  -)  =  ~2/f  'nii^  Tbeil  aus  graden  Linien  bestehen. 
\2       2'     2       2/  Wir  setzen  ihn  aber  stets  als  geschlossen 
und:  voraus,   scfaliessen  jedoch  den  Fall  mit 

j     n^Q  ein,   dass  einzelne  Theile  desselben  ins 

ü-if-jff,  Unendliche  fallen,  in  welchem  Falle  wir 

wie  dies  nach  sich  oben  ergeben  hat.  die  .Grenzlime   uns  in  beliebiger  Weise 

ins  Unendliche  fortgefeetzt  denken.   Z.  B. 

86)       Doppelintegrale,      deren  besteht  die •  Begrenzung   nur    aus  -zwei 

Grenzen  nicht  constant  sind.  parallelen   Graden,  ,8o   können  wir   zu 

T«  Aii^^^^i^^  -5«^  «v^*  Ai^  r.^«.««  >bnen  zwei  unendlich  entfernte  senkrechte 

Im  ADgemcinen  sind  aber  d,e  Grenzen  ^         nehmen,  also  ein  unendb'ch  gros- 

der  Doppebntegrale,  wie  überhaupt  der  jriD^!X.^^^C  l^TT!^f^^r,C^*l^^*^ 

vieltehS:  nicht  aUconstant  an«isehen.  %?t"^*"'^  *^"  F   Ä^^Ä^^ 

Wir  woDen  nur  Doppeüntegrale  betrach-  ®'"^  *»'  «,  •  •  •  «ir  bebebige  Absdsaen, 

teu,  da  viel&che  sich  immer  durch  Wie-  ITi»  Sfi  •  •  -ir«  ^'e  zugehörigen  Ordinaten, 

deiholung  des  bei  Doppelintegralen  ein-  von  denen  jedoch  zwei  auf  einander  fol- 

zQscblagenden  Verfahrens  behandeln  las-  gende   einander   unenlich  nahe    gedacht 

Ben;  auch  setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  werden,  so  ist: 

das  über  den  Theil  der  Ebene,  welcher  theile  mit  dem  entsprechenden  Werthe 
von  unserm  Umfange  begrenzt  wird,  er-  von  /"(jt,  y)  mnltiplicirt. 

W**Jt  "Ä°ffi;  i^'  ItnältX  WiU  m«.  eine  Venu.8cb«.HchmMs  m- 
ktane  Becht^k*  getheilt,  dwen  InUIt  i,jd,'t5gke5t  de.  Ebnentheili  denken,  ond 
)>$~9,-in*t-*t~t)  '>«f«g*.  «no  es  gtdlt  dann  du  Doppelintegr.1  die 
j«d«r  dieeer  nnendlich   kleinen  .  Eignen-  llaise  des  gmzMi  begrensten  Inhalt«  ror. 


El  ist  mgenblicUich  enichtLch,  irie  dIeM  OB  die  Bichtaog  der  poiitiTeB  AbrottMi 

ganie  Veraiuchanlichang   auch  auf  drei-  nnd  Orctiiuiteii  KUgeben,  und  lei  EWFT 

fache  Integrale  Anwendnng  findet,  wenn  der  gegebene  Umfang. 

man  dem   geichloBieaen   Umfange    eine  Der  Auidnick //rx,y)(fa,   wo   *  be- 

GreMfllehe,  den  onendlich  kleinen  Recht-  Uebig  igt,   »teilt  dann  ein  Iot«gral  tot, 

ecken  aber  Farallolepipedo  substitnirt.  welBe»  aich  über  die  dem  gegebenen  * 

Es  ist  nach  dieser  Definition  der  Dop-  entaprechende  Ordinate  GK  nnd  iwai  TOn 

pelinlegrale  TÖllig  klar,  dasi  W  bis  G  eritrsckt.    Wir  haben  hier  vor- 

/>/•„      ,  ,    ,       frrr      \  j   1  MtBgeselit,   dasB  der  Umfang  ein  ein&cb 

jJn''S)^<'9-JJ  n',V)^f*'  begrenzender  i»^  nnd  jede  der  Abedaien- 

m  setzen  iat,  da   die  nnendlich  kleinen  axe  oder  der  Ordioatenaxe  parallele  Li- 

Panülelogramme  (x,~',  ,  ,)(y. — V.     ,)  nie  denselben  hdchateni zweimal  ichneide. 

I         t-t-i        t         I— I  o.I.,. 


'  (y.-y«-! )<«(-'(-,) 


identisch 


Seien 


aind,   and.   findet  d.eee  Umkefctnng  fBr   ^.^  ^^.^^^  Ordinatenwenbe ,   welche  für 
Yielfa^e  InJeErale  itatt.  gagebenes    r    diesen   Schnittpnncten    W 

E.  h«|deh  s.ch  aber  dernm     ine  .■>   J  «  ^  der  Ordinate  entsprecht  lo  sind 
beiden  Oeitallen  des  Integrala  die  Uren-  v      ¥■ 

len    von    x  nnd   jr    bestimmt    werden  '«<  'i 

mttBien,  damit  in  der  Thst  dasselbe  den   die  Grenzen  mueres  Int^T*ll-    M  dem- 
gegebenen  Umfang  amfasse.  nach: 

'*  »  /^'  «..j)Jr=»W. 

SO  ist  das  Integral  f^{x\dx  Aber  die 
AbsoBsenaxe  von  Punkt  o  bis  L,  d.  h. 
Ton  der  kleinsten  bis  inr  gr6BSt«n  Ab- 
dise,  denen  Fnncte  des  tJm&ngei  ent- 
spredien,  sn  erstrecken,  nnd  tetstman 

OB=NE=x„  Ol=MP=m^, 

so  lind  dies   die  Orenien;  x,  and  x, 
sind  hier  gegebene  ConatanteB,  wUmnd 
Yj,  ¥,    Functionen  tob  ae  abid.     Der 
Mögen  die  Linien  (Fig.  30-)  OA  nnd  Werth  des  Integrals  ist  also: 

fX,    «K,  -X,   ,A.(«) 

Wir  wollen  nim  aber  die  Integration  lo  ist 
mit  X  beginnen.  f^i 

Jf{x,ii)i3c   Ist  dann  Aber  eine   der  J  x 

rd''dirsTntU^J.^ai:?e';rLn  ^-ras.«  nnd  der  kle^  ein- 
gegebenen    Ordinaienierth     stattfinden,  '"««*'  entsprechen,  ^  .ntegnren.     Sei 
seien  deren  Absei sicnwerthe  beiDglich:  ür=OA  =  f,,  TA  =  OS=]r„ 

X,=Y<,(y),  X,=^,(y),  also  y,  nnd  y,  ConatanteD,  so  hat  um: 


rl/i  /•Vi  />^t 


Sollten  gewiHe  der  AbKiiaenixe  oder 

der  Ordiufttetuze  {larallcle  Linien  (Fig.  31)  ggj 

ABCD   den   Umfang  mebr   all   iweim^  /(x  ■)  =  0 

schneiden,  so  ilt  du  betreffende  loCegral  ,,„,.,                  „           _„ 

Ton   A  nach  B   und   Ton   C  nach  O   m  **'*  Gleichung  der  Cnire  BC,  nnd  möge 

eritr«<ien,*ihr«nddBrübarBC6rBtreckte  *"*  *'"*'"  ofgeben 

Thail  aiislUlk  Aehnlicbei  tritt  ein,  wenn  fz=if{x),   x  =  ip(g). 

disB^renning  eine  Mehrfache  ist.   Geht  ,  .           /■/•-      ,  ,    .         ,  ,.         ,  .   , 

iie  mm  Theil  im  nnendliebe,  so  i»  der  ^"  >""//  /(r.j)  A(<ir  anf  dieten  InhÄ 

betreffende  Werth    X,    oder   X,    gleich  '"'  ""Wf^ea,  so  ist  offenbarj 


unendlich    an     nehmen.      Es    setit  dies  ¥,=if(x),  ¥^=0, 


■b«T  Torani.    daia   no«h  der  Werth  de* 

Integrales  ein  beitimmler  ssi,  wai  eigen-  „  ..  ,                ...            ... 

tbümliche  Unursuchungen  erfordert,  die  ^°"  ^»^f^   die  Integralion   In   d« 

■pUar  folgen  werden.  ""^                  "      ^  •     •     --"--     - 


Ordnung  yy/(z,y)rfxdy  Tolliogui  wei- 

Bei(piel.      Der  gewOhnlichite  FUl  ^"^  *<>  "*"  "■-"  t?«'""'*^  ,''"r„"^'"* 

itt  der,!™  (Kg.  82)  der  Umfang  gebiUel  Werthe  von  yd,e  kleiner  al,  .4B,  d.h. 

wird  1)  dnrih  einenTheil  derAbsci„en-  W*iiWr  als  7(*.)«"»J,  X,  =OD,X,  =  0^, 

axe  Ab,    2)   durch  .wei  parallele  Ordi-  ^°^l  =  '':    ^"'W  ."      ®?  "J» 

Baten   AB  und  CO,   8)   dnrch   du  eni-  ^"^  *''"  ■'*"  *  =  0H  grOaaer  als  -18, 

weder  immer  concaT  oder  immer conrei  'X'^l^l"  ^°«S^*i™  ,'?!'""v'"* j??°*^ 

gekrBmmte  CnrTenstflck  BC.  ^^'  d- 1.  von  X.-y;^)  bi.  A:,  =  OD^i, 

El  ilt  leicht  ersichtlich,  das«  in  jedem  *?  '"''"^°°j    °"'  ^Tf"^"  ''"'  »/i*' 

F«llo  ein   gegebene.  Doppelinlegral  sich  "«'»^,  =  0,   da  das   kleinite  »   «of  der 

in  Stuck«  teFlegen  1-«Ä  in  der  an-  AbBCissen«eI[egt,nndy,  =  CO  =  y(x.)iit. 

gegebenen  Weise  begrenst  sind.  Hau  hat  alio: 

*,  ■'0  "O«'*,  -'0*'   ^t(y) 

ConpliärteT  noch  wSrde   der  Anadruck   g^eben,   wo    man  voram  lelxt,  dati  x 

lein,    wenn   die   Cmre   BC   die   Krfim-   eine  Faneljon  von  m  sei. 

nongarichlnng  Änderte,   jedoch  llut  sie 

sieh   in    diesem   FaUe   immer  in   Theüe       °"  J°"'  gegeben 

mit    i^aicher    EiAmmungiriehtaBg    aer- 

legeo. 

Za  Beiipielen  ftr  dleM  Batie  werden 
die  folgenden  Abschniiie  dieses  Artikels 
nodi  Oetogenliah  geben.  ify(y) 

36)  TrADiformation  mehrfacher  'V 

Integrale.  nnd  satien  wir 

IHe  Truufonnation  einbcherlnt^rale  ,     , 

war  dnich  di«  Fonnel  y-W.wjt 


"(3)= 
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Nach    dem  in  Abschnitt  (11)    Gesagten  ches  Zeichen  haben.     Ist  also  z.  B.  dz 

ist  aber  fftr  den  Ansdrnck  . .  ,   d^  ..  .  ^        v  j 

positiY  und  -y-  negaüT,  so  ist  anch  du 

f\f(x,u)dx+f.(x,u)dul  .  V  ;, 

^  u\  »  /         fi\  »   /    j»  negativ  ZU  nehmen,  wo  dann  ti.  nntere, 

welcher  in  irgend  welchen  Grenzen  ge-  ^^  aber  obere  Grenze  sein  würde.     Um 

nommen  ist,  der  Werth  ganz  derselbe,  ^iese  Vertanftchung  der  Grenzen  zu  ver- 

wclches  auch  die  Gleichung  zwischen  x  meiden,  kann  man,  wie  hier  geschehen, 

und  u  sei,  vorausgesetzt,    dass  f  und  f^  rf„  gtets  positiv  denken  und  das  Integral 

contmuirlich  sind  und  die  Gleichung  mit  doppelten  Vorzeidien  versehen.  Durch 

bf  _  df^  Umkehrung  der  Gb-enzen  ergibt  sich  dann: 

erMllen.  A  -jf  (f*  ^^)dv, 

Setzt  man  nun: 

d^  dy      d(m  dip  dv      d,p  wo  die  Grenzen   nach  dem  obigen  Ver- 

f^-T"^  =  -r^,  A=-r- >    =  T"»  fahren  su  bestimmen  sind.    Sei  jetzt: 
'      dy  dx       dz      *      dy  du       du  •* 

SO   verwandelt   sich   offenbar  das  letzte  ^^^  ^' 

Integral  in   das   uns    vorliegende,   und  ■<>  ^n»  »*«  S^^  wie  oben  setsea: 

du      dxdu^     dx       dudx* 

1  v^   A     J-*  1.     •     A^    rwn.^*.  'A^^ii^^u  WO  die  Grenzen  sich  ebenfalls  nach  dem 

w«lch«  Aiudrftcke  m  der  That  .dentiwh  ^^^^^  Ab«:hiiitte  ergeben,     u  «id  , 

*  sind  durch  die  Gleichungen: 

Ist  also  F(y)  continuirlich,    so  kann  -^-    /«    ^   -*-.iy-.«\ 

man  z.B.  vorausseUen,  dais  x  wahrend  ^-9^«,»;,  3f- VW«; 

der  Integration  constant  bleibe,  und  hat:  völlig  bestimmt.     Werde  aber  die  letz- 

tere  Gleichung  ersetzt  durch  die  folgende 

^  «0  so  handelt  es  sich  eben  nur  darum,  den 

Die  Grenzen   des  letzten  Integrals  müs-  -ar«^.   „^„  ^V  j„,„i,    „  „„^  „      o„«.„ 

j  j  .  .       **v  -j  Werth  von  -=—  durcn   »  und  q-,    auszu- 

sen  denen  des   ersten  entsprechen,   und  du  ^  ^^ 

ergeben  sich  aus  den  Gleichungen:  drficken. 

^*.«.)=«.  ^*,«.)=y.  ^  .^  nM.derDil&reB«.lq««äentTO« 

Sei  jetzt  gegeben:  du 

^^         ^  y  nach  u  unter  der  Bedingung   genom- 

A  --  /     '    r^^  f(x»v)dvdx  ™®'*»  ^"*  *  constant  sei.     Unter  dieser 

J  X  J  „         ^    ^     '  Bedingung  hat  man  aber: 

wo  y^,  y,  im  Allgemeinen   Functionen  ^y  _  ^Tii  ,   ^t  J^ 

von  X  und  x^,  «^   Constanten  sind,  wie  du^   du        do  du 

dies  im  vorigen  Absehnitte  sich  ergab,  und 

Machen  wir  nun  die  Substitution:  J^  :=,  JL  ^JL-Ü^Q, 

_    *       V  du       du       dv  du 

so  ergibt  sich  nlch  lern  Obigen:  ^^"^^^"^  ^/«^  «™«   ^^"^  ^^'^*"  ^^^- 

/x,    ^u,    ^.  chungenij^,  so  kommt: 

und  die  Grenzen  u^,u,   sind   durch  die      ^«       ^«      ^  \  dt*  a»        do  duJ' 
Gleichungen  bestimmt:  du 

Es  ist  hier  aber  wohl  zu  berücksichtigen,       ^  ^  ///(x,y)  </ar  ^y = //?•  A<ft<  rf». 

daiis  die  Ausdrücke  rfa?  und  -^  </«  glei-  *'"'  '  ' 

du     ■  ^  wo 
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.  ^dip  ^y,      ^  dy,  Setsen  wir  jettt: 

"^  dv  du        Iht  dv  ,                              V 

oder,  wenn  man* will:  ** 

-^  «^  _  dx^  *»  =  V'»("«i»  «a»  «t  •  •  •  *„) 

und  «,  v  dhfcli  'die  Gleichungen: 

«=y(«sO»  y=yi(«*>«')  .    .    ,   . i 

gegeben  Bind/  ...    ^    ^    ,.*,..    . 

Dieise  Betrachtnngen  lassen  sich  leicht  * 

anf  ein  nfaches  Integral  ansdefanen.  Es  *,|— i^^n— 1^**»  *«'  •«••••ji^i»  ^f) 
sei  * 

j '  rrr      .^^^       ^  ""n^^n^^^^  *•»  *»  •  •  •  V» 

Azzj  1 1    .  .  .  fdx^dx^dx^  -  *  *dx^,  ^       ^                                » 

^^  ^    ._«...  *                                .  .  so  erhUt  man  bei  wiederholter  Anwen- 

*o^  ein«  Function Ton*.,«,,...*^  ist.  ^^^  ^^  ^„^^^  Verfahren.: 


11— 1       n 


Ersetsen  wir  jetzt  die  obigen  Bedin-  ^i  =  yi(**i>  !*%%  *«  *  "  *  O 

gnngsgleichungen   durch    die •  folgenden,  --„/,-     «     «    .  .  .  •«  ^ 

welche   aus  den  ersteren  durch  EUmina-  *j-y«v.»i.  »«1  •••  V 

tion  der  Grössen  z  in  den  Functionen  •    • • 

yf  entstehen,    und  von  denen  nur    die  

Jetite  in  der  Form  mit  den  obenstehen-  

den  abereinstimmt:  '«.  =  yv(**i)  ^'ti  «t  *  *  *  O» 

so  ist  -^^   der  Differentialquotien^  von  x^  nach  tf|  unter   der  Bedingung  ge- 

nommen,  dass  d?.,  x^  •  •  •  x     constant  bleiben.     Es  ergibt  sich  also  durch  die 
Gleichungen : 

du,  "■  dn^  ■*■  du,  du.  "^  du»  dM^"*"  *  v  "*"  dM^  d«, 

d«!       d«,  du,       dti,  dw ,  du    di»| 

"  "  dM,  *^  du,  dM,       dM,  dl*  7"  '^du^  du, 


EUaiaiit  mui  hieran«  die  Ch-OMen 


.... 


du/    dii|  d«,' 

•0  erhilft  mftn  in  Üeterminantenform: 
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WO 


Ai  = 


A,= 


dy.,  da^  dtf  ^ 


•  •  •  • 


*T. 

.*»"« 

*«. 

^, 

du. 

duf  <>u. 


•     •    •    • 


•    •    •    • 


äu 


du 
n 

du 


•  ■  •  • 


Wir  wollen  jetzt  f^gemeUi  setsen : 


^= 


*»•,     ^9g 


•     •     • 


d«^       du 


•  • 


«+i 


SO  dass  also 


d« 


^n=d^ 


Ist. 


Der  Ausdruck  •—-  ist  nnn  der  Diffe- 

^« 

rentialqnotient   von  x^    nadi   ti,    anter 

der  Bedingung  genommen,    dass  nicht 
allein  «|,  sondern  auch  ar„  o;,  .  .  .  « 


u.  s.  w.  als  constant  betrachtet  sma. 
Er  ist  also  gegeben  durch  die  Glei« 
chnngen: 


du,       du,       dt»,  du. 


d«_  du, 


0  =  ^  +  ?5?i^+  ...  +^ 


du 


du,        du,  du. 


du    du^ 

u 


0  =  TT"  +  "TT-  Är^  +  '  •  •  +>::-  T—"» 


du^       du,  du' 


du    du. 


aus  welchen  sich  ergibt: 


in  gleicher  Weise  erb&lt  man: 


A.^=A.. 


d0, 

A.^=A.. 


d^. 


A_-3 


^v._, 


fidu 


=  A 


Ji— I 


u-r 


also  durch  Vereinigung  dieser  Ausdrücke: 

d0j  d^,  ^n—  i    ^n  _  A  i  A , 


du|   du. 


•  •  • 


du       ,  du 
n— 1      JI 


A,  A.  **'  A 


—  dr=^*' 


n-s 


dy. 


da     -3-—=  A^  war. 
au^       « 

11 
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Es  iat  also: 

Sind  nur  drei  Variable  gegeben,  und  beaeichnet  man  die  Ansdrücke: 

d^,  d^^  d^'i  d^j  d^,  dy,  d^i  d^,  d^, 

Sm7  ^a  ^s   ^i  ^^  ^s  ^i  ^a  ^s 
besflglich  mit  a      6      c     a^     6|     c,     a,     6,    c,, 

80  i«t 

Beispiele:  also: 

I)  Sei  gegeben  A=rco«*'+r»in^*  =  r 

Jfüdxdy  tind 

und  fthrcn  ifir   die  awei  neuen  Unbe-  JJ'üdxdyz.JfrUdrd». 

kannten  r,  ^  durch  die  Gleichungen  '^'^  '   *^^ 

«=:roo8^,  y=r8in^,  11)  Ist  gegeben 

ein,  eine  Transformationi  welche  der  Ver-  -   co«  * 

Wandlung  rechtwinkliger  Coordinaten  in  «=rco«*, 

Folarcoordinaten  entspricht.      Man   hat  yzrrsinl^cos^, 

d*nn :  s =r  sin  ^  sin^ 

ox  a    ^*  _  •    a 

^=:co8^,   j^—  — rsm*,  tmj  g^i  j^  ,^  tranaformirende Integral : 

dy        .    ^     a«  ^  MUdxdydz, 

or  o^  so  hat  man: 

a=:co8^,  4=— rsin^,  c=:0, 

a,  =  sin  ^  cos  ^»  h^:=  rcos  ^  cos  y^,         C|  =  — r  sin  ^  sin  y^, 

a^-sin^siny«,  &,=rcos^sin^,  c^zrsin^oos^. 

^i^s""*«*!^*''  sin^cos*,  «(ÄjC,— &,C|)=:r*8in^co8*V 

h^e  —cjb  =r>Bin^'oosy,  At(^tC  — ««*)  =r*sin^»  cosy*, 

6cf  ~A,c  =:r*sin^*  sin^y  <>a(^«t  —^i«)  =r"  sin^' sin^*. 

A=r*sin* 
und 

JJfüdxdydh  ^JJTVr^  Bin&drd&dff., 
m)  Transformiren  wir  noch  das  Integral: 

///'-©'-^)'** 

welehes  den  Inhalt  einer  Oberflache  angibt,  deren  Gleichung   in  rechtwinkligen 
Coordinaten  gegeben  ist,  ebenfalls  durch  Einführung  der  Folarcoordinaten  r,9,i/,  wo 

a;=:roos^,        y  =  r6in^cos7<,        s=:rsin^sin^ 

ist.     Es  ist  hier  r  als  eine  Function  von  ^  und  (f>  aufzufassen,  und  man  hat: 

Die  Ausdrücke  für  -r--  und  -^  werden  gefunden,  wenn  man  die  Ausdrücke 

Ar  «  und  s  nadi  f  differenaürt,  wobei  der  erstere  1,   der  zweitere  0  zum  Diffe- 
TentuJqnotienten  hat,  als6: 

l=:oosy  (sin^^  +  roos^)  -x-  +  sin^(cos^  c »"Mny.)-^, 

dr  d-^  .  dr  ^d^ 

0=8in^(sin^j^  +^co8*)'t--  +  sint^(8in^^  +  *"«<>•  9>)^' 
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Es  ergibt  sich  hieraus: 

^  "  ~~r         ^   .    dr   .    ^.'         alf^  ""  "  r  sin  ^ 
^       r(rcos^  +  rjsin^)  ^ 

und  wenn  man  diese  Werthe  in: 

^  =  _^-rsm^+cos^5^)  +  cos^5^^ 

•insetst: 

dr  ,       ^ 

K        sin^cos*  cos^'-TT  —  rs4n^»cos^  — siny.^ 

^  sin  d(r  cos  ^+  ün  1^^  j 

Femer  hat  man: 

und  indem  man  die  Ansdrficke  für  y  nnd  »  nach  s  differenziirt : 

dr                    dj^                         dr  .      v^9^ 

0=co8y.(8in*rr +»*cos*)  j-  4- sin ^ (cos 7' T ^»^VJ'^y 

l=8in^'(sin^T-  +rcos^)3-  +  sin ^  (sin y. v-  +*'Oosy)T-i 


woraus  sich  ergibt: 

^  ^     rsiny-cosyg^  ^  ^  ^^^ 

d%  "      ..       dr  '       d%  ^  rsin*' 


also  ist: 


also 


r(sin*^  +  rcoB»*^) 

dr  dr 

s        sin^cos^sinyj^  — rsin^'siny  H-«>8yrr 

sin^(rco8*  +  8in^jj 

^     d.«      a..      r-sin^«  +  sin^«g.-hg^ 

^  •         sin^*(roo8^+wn^vrl 

Bian  hat  femer: 

__ay   Oft         ds   dy 

dv       ^    .    ^ 

^  =  TT  sm^  006  9-+ r  cos  ^  cos  9) 

t*-  =  T- sin^oos^'  —  rsin^sin^) 

ds       dr 

T-  =  t::  sin^sinor  +  rcos^sincp 

r-  =  -r-  sin^sma'  +  rsm^cosa» 

dr 

z:^  =  r  •  sin  *  cos  ^ +r  x^  sin  ^», 
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also: 


/  dr*  dr^ 


fff*W*i^' ** -fP     T    ^ '^ «" 


=//'  /• 


Die  Bestimmung  der  Grenzen  bei  der  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dase 
Transformation  ist  nach  dem  Obigen  der  Integrationsweg  bei  bestimmten  In- 
leicht anzustellen,  ftkhrt  indess  oft,  wie  tegralen  angegeben  werden  mnss.  Ge- 
die  Transformation  selbst,  sn  langwieri-  schiebt  dies  nicht,  so  setzten  wir  immer 
gen^ Bechnnngcn.  den  gradlinigen  Weg  voraus,   der  flbri- 

_____         , .     T>          1.             j  K«M,  wie  an  seiner  Stelle  gezeigt  wurde, 

37)   Ueber  die  Berechnung  der  ^er  einzige  Werth  ist,  wenn,   wie   dies 

bestimmten  Integrale.  gehr  häufig  der  Fall   ist,  die  Function 

Oft  lassen  sich  Quadraturen  in  gewis-  unter  dem  Integralzeichen  nicht  discon- 

•en  gegebenen  Grenzen,  z.B.  0  und  od,  tinuirlich  wird  und  keine  Mehrdeutigkeit 

—  OD  und  OD  ,  0  und  1 ,  0  und  n  noch  besitzt.    Noch  ist  zu  beachten,  dass  selbst 

dann   ausfahren,   wenn    sich  das  allge-  Discontinuit&ts -  oder  mehrfache  Punkte 

meine  Integral  der  Berechnung  entziät.  eine  Mehrdeutigkeit  des   Integrals  zwar 

Diese  Berechnungen    bilden    die    so  mOglich  machen,    aber  nicht  mit  l^oth- 

wichtige  Theorie   der   bestimmten  Inte-  wendigkeit  bedingen., 
grale,  welche  wir  jetzt  zu  geben  haben. 

Zunächst  aber  ist  eine  Bemerkung flber  38)  Erste  Methode  der  Quadra- 

diejenigen  bestimmten  Integrale  zu  ma-  tur  bestimmter  Integrale. 

chen,  deren  eine  Grenze  unendlich  wird.  tt  .      ^     «r  .v  j           i  u              •  i. 

Es  kann  hier  derselbe  Fall  wie  bei  Unter  den  MeAoden,  weMermansidi 

den  Beihen  eintreten,  die  eine  unendliche  5?'  Auffindung  bestimmter  Integrale  be- 

Anaahl  Ton  Gliedern  haben,  dass  n&m-  ^V"^  i«t  folgende  von  grosser  Wichtig- 

lieh  der  Ausdruck    aufhört,    einen    be-  *®*^-    ^** 

stimmten  Werth  zu  haben,  lüso  entweder  ^ 

unbestimmt  oder  unendlich  gross  wird.  I      f(x)ds^Ü 

Sei  das  Integral  ^  a 

00  das  zu  bestimmende  Integral,  so  gelingt 

f($i)dx=:if(a)  es  zuweilen,    den  Ausdruck  f{x)  unter 

a  der  Form  eines  andern  bestimmten  In- 

gegebeD,  so  verfthrt  man,  um  tu  nnter-  **P^*  anwudrllcken.     I.t  demMch 

•nchen,  ob  dieser  Fall  eintrete,  lihnlich  p^ 

wie  bei  Beihen,  die  man  in  Bezug  auf  f{x)  =  #      (/(u,x)duj 

ihre  Convergenz  oder  Divergenz   prfift  *^  y 

Man  setat  nämlich  ^^  tat  man : 

vi»)  =  y*    f(»)dx-^  J     f{x)dx,  ^^f  J     ^("^ *)^«*P» 

wo  man  sich  k  endlich,  aber  unbestimmt  ^^^r  bei  Umkehrung  der  Grensen: 

gross  denkt.      Wenn   der  zweite  Theil  . 

f'^fixjdx    mit    wachsendem   k   sich  ^ -J     J^vi^^)dxdu. 

der  Null   nähert,    so    hat    das   Integral  pß 

einen  Grenzwerth,und  es  ist  derselbe  gleich  Gelingt  es  dann  #     (f.(%ifZ)du   auttu- 

/k  ^   a 

f(x)dx.  drücken,  so  ist  zuweilen  auch  die  noch 

0  übrige  Integration   ausführbar,  so  dass 

Aehnliefae  Betraehtnngen  lassen   sich  U   in    der    That   bestimmt  ist     Diese 

machen,  wenn  die  untere  Grenze  —  oo  Methode  beruht    im  Wesentlichen    auf 

ift  Umkehrung  der  Grenzen. 

10 
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/OQ     — dar ■ 
f dz,  '  ^    a 

0  * 


Anwendungen.    I.  Sei  gesacht  das       Offenbar  hat  man: 

Integral:  _rtjp       ^i^.  a 

-                               e         —e  /•"     — «x  , 

00     —ax _  ^—bx  — =  1      e         an» 

*  •/    II 

wie    sich    dnrch    Integration    yerificiren 
wo  a  und  h  positire  Zahlen  sein  soUcn,   Iftsst,  also: 

ü=  f"^  f    e'^'äudxzz  f     r"^  e'T'^dxdu. 
Da  nun 

also  wenn  man  ao  und  0  für  ti  setst,  nnd  die  Differenz  nimmt: 

J  0  «• 

ist,  so  hat  man: 

/^  du 
-^=lg6-lg*f, 

also: 

! Zf dx=\e  b-\ga  =  lg  M.  I 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  noch 

.=..(1). 

so  erhftlt  man: 

y 

für  «=:0  wird  y  =  ly        für  x=-0  wird  y  =  0| 
also: 

also: 


/.^-T^*="C-> 


II.    Die  Formel  I  lasst  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn  a  complez  ist, 
Yoransgesetit,  dass  der  reelle  Theil  positiv  bleibt. 

Denn  es  ist: 


J  a-hbi 


also: 
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aber  anch: 


.00  /»+« 


woraus  dann  folgt: 


00  ^--(a+ftt)ar_    — (a— «0» 


X 


dx, 


f 

^    0 


CO    _-(fl+ai)j:        -(«— tti)«         ^  . 


Ans  den  Gleichungen 


dass 


2i 


=  sin  OOP, 


•^    0 


t  -  a—tei 


— orsinffjp 


i£v    eine    conti-  '^ 


?si_H-itgf 

1-ttgI 


oder,  wenn  man: 


setzt: 


^tg. 


2t  arc  ig -=lg ^, 

a        a  — t« 


ergibt  sich: 

»OD 


nuirliche  Function  von  a  ist,  die  f&r 
«  =  0  rerschwindet.     Es  muss  also  för 

diesen  Fall  auch  arctg-     gleich   Null 

werden,  was  nur  bei  dem  absolut  klein- 
sten zugehörigen  Bogen  der  Fall,  so  dass, 
wie   in   der  Begel,   auch   hier   derselbe 

unter  arctg—  zu  verstehen  ist 

Das  mit  III  bezeichnete  Integral  gilt 
für  jeden  positiren  Werth  von  a;  es 
fragt  sich,  ob  es  für  a  =  0  noch  rich- 
tigist. 

Offenbar  stellen  beide  Seiten  der  Glei- 
chung 

/^     — oxsiuffx     __  « 

0    *         — ^<te-.arctg- 

entstehen,  welcher  der  arcus  tangens  zu 

nehmen   sei;   da,    wenn  m   der  kleinste  Functionen  vor,  die  för  positives  a  con- 

Werth  des  Arcus  tangens   ist,   der  all-  tJnairlich   sind,   wie   klein    auch   a  sei. 

gemeine    Ausdruck    fUr   diese    Function  ^^    ^'^^    wAi^     ob    diese    Continuit&t 

m^tn   wird,    wo  i    eine    positive  oder  '^^^  stattfindet,  wenn  a  über  alle  Gren- 

negative  ganze  Zahl  ist  '®"  ^^^^  °^b  ^^  abnimmt,  in  welchem 

Im  Integral  I  war  dieser  Zweifel  nicht   Gleichung  ihren  Werth  für  a=0  beibe- 

/»  g^^^^e""**       halten. 
'- ^       Die  rechte  Seite  ist  in  der  That  eine 

^  continnirliche   Function  von   a,    welche 

ist  eine  reelle  Grösse,  folglich  kann  anch  ^ 

für    verschwindendes    a  die  Werthe   i 
daftlr  2 

und   — ^  annimmt,  je  nachdem  a  positiv 


/        «  </a!;=aretg~.    III 

./    0  *  * 


nur  der  reelle  Werth  von 


genommen  werden.  -■•'^       o 

In  nnserm  Falle  aber   löst  sich  auch   oder  negativ  ist.     Was  die  linke  Seite 
der  Zweifel  leicht,   wenn   man  bedenkt,   anbetrifft,  so  schreiben  wir 


r 

'    0 


sm  fx . 
ax 


•^    0 


Hinffx.    ,    p^  Binax, 
X  J    Ig         X 


Continuit&t  findet  dann  statt,  wenn  mit  wachsendem  k  das  letztere  Integral  ver- 
schwindet.   Sei,  um  dies  zu  untersuchen 


.     2s« 


•o  haben  wir: 


10" 
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a  a 

[2<+(n+i)]>i  [2<H-(n+l)+f]>i 

.    r           "            Binax,     .               .    /•              "               lina». 
H- 1  dx  +    •  •  •  +  f  ox. 

•^   (i<+n)/t  *  -^   [2<+(it+0]yi  * 

Es  ist  Uer  statt  der  obern  Grenie  oo   genommen : 

a 
wo  n  eine  beliebig  grosse  ganze  Zahl,  t  aber  ein  echter  positiTerBmch  sein  soll. 

Da  in  den  Grenzen  jedes  der  Theilintegrale  sin  ax  sein  Zeichen  nicht  än- 
dert, so  kann  man  setzen,  wenn  ^  ein  positiver  echter  Bmcfa  ist,  und  u  eine 
ganze  Zahl: 

(n+Qff  (t>4-')?g  (t*+i)ff 

a  a  a 

coswf— cos(tt+l);i  _  (— 1)^ 

also: 


f 


sinofjr.  2  ^  _l  ^ 


^       (-1)"2       .  2X 


wo  X  ebenf^s  ein  echter  Bruch  ist« 

Die  Summe  dieser  Beihe  ist  offenbar  kleiner,  als  die  der  folgenden,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  i^,  ^,  •  •  •  mit  Null,  in  den 
negativen  ^,,  ^^  *  •  •  mit  Eins  vertauscht,  und  das  letzte  oder  die  beiden  letzten 
Glieder,  die  jedenfalls  verschwinden,  wegliest. 

2/l_  Jl__4.-J L_  4.  Jt L-+  ^^2  1 

n\2#      2f+2"^2s+2      25+4      2^+4      2»+6'^"*     /  "  n2P 

welche  mit  wachsendem  s  offenbar  verschwindet. 

Sie  ist  ferner  grOsser  als  die  ebenfalls  verschwindende  Beihe,  die  entsteht, 
wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  1  für  %^,  und  in  den  negativen  dafür  Null 
setzt,  in  welchem  Falle  man: 

2/^ 1_,_J: 1_  \ 

7i\2«+l      2*+1^2i+3      2i+3"*      /" 
erhält,  also  jedenfalls: 


/ 


*   sincKT  , 

<te=0, 

k       * 


wie   anch  hf   wachse,  wenn    es  nur  grosser  als    das    ebenfalls  wachsende  k  ist, 
woraus  dann: 


r 


Ul 

/«Bin««,      ^  ^80: 

folgt,  nnd  die  Continuität  unsers  Inte-  '^0  ^  ^ 

grala  erwiesen  ist.    Man  hat  somit:  Der  Ausdruck  IV   ist  wichtig   für   ge^ 

gj„    ^  -  wisse    später    folgende   Untersuchungen. 

dx=:±-^y  nia  Dirichlet,  von  dem  dieselben  herrühren, 

0        *  ^  nennt  das   Integral  den    „discontinulrli- 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  ^^^'^  E^?":]'  """^^  ^^'  '^"^  ®'"«  ^^""» 

je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  ^<^  "     ■■•  ^"' 

Für  a  gleich  Null,  wird  der  Ausdruck  2    P^  nnxcoBßx  -0    IV 

/»«>  dx  ^*^  0  * 

J  Q     X  ^  ^'  I>er  erste  Werth  gilt,    wenn  /S  positiv 

.     .  ,.  ^  oder  negativ   kleiner  als  Eins   ist,   also 

also  discontmuirlich.  zwischen  -1  und   +1  liegt,  der  zweite, 

III.     Aus  der  Formel  III  a  Iftsst  sich  wenn    ß    irgendwie    ausserhalb     dieser 

noch  ein  andres  wichtiges  Resultat  her-  Grenzen   fUlt     Das  Zeichen  von  ß  hat 

leiten.    Sei  n&mlich  offenbar  keinen  Einfluss  auf  das 

a=ii+6,  Eesultat. 

a  und  6  positiv,   und  a  grösser  als  h,  jy     p.^  Formel 

so  liat  man: 

von    welcher    wir    bei    diesen  Betrach- 

*  Bin(tf--6)«     _  71  tungen  ausgingen,  ist  auch  an  sich  wich- 

0  w "^-J'  tig. 

,.,.._,         Sie    zerfällt,    wenn  man    das    Reelle 

aUo,   wenn  mim   diese  beiden  Formeln  ^^^  imaginären  trennt,  und 
addirt  und  auch  subtrahirt: 

'^  sinax  ^Bhx^_n  ä^  ""  ii»+6« 

'  ^  setzt,  in  die  beiden  andern: 


/ 


/ 

/^  Änhx  co%aXj      ^  P^ 
X ^'^'                      I 


e'^^^fiOBhxdxzz 


a 


««+6 


2 


ein  Resultat ,   dass  man  auch  folgender«  P^     ^ax                      h 

massen  schreiben  kann:  /       e        Bmhxdx^-^ — r-*       VI 

/      sinajT  cos  i9a;,      n 
J-— Äa:==r    oder  0.    IV  wo  a  positiv  sein  muss. 

^  Beide  Formeln  verlieren  ihre  Beden- 

Der  erste  Werth  gilt,  wenn  a  grOsser  tung,  wenn  a  gleich  Null  wird.   In  die- 

als  /?,    der  zweite,  wenn  a  kleiner  als  ß  sem  Falle    werden  nämlich  beide  Inte- 

ist,  vorausgesetzt,   dass  a  und  ß  positiv  grale  discontinuirüch. 
sind. 

Ist  ß=tti  so  hat  man:  V.    Multiplidren  wir  die  Formel  VI 

/°°  8in2ajr ,        n  mit r —  und  integrircn  in  den  Gren- 

■■  ■     .    aa?  --  ftf  0 

0        *              *                   .  zen  6  und  oo,  so  kommt: 

/°°     P"^    •^'^BmhxCOBb^^^_     r^   COBbdb 

0  •/    0                    ^  ~*^    0    «'  +  *'* 
aber  mit  Umkehmng  der  Grenzen: 

/'«^   r«  il^^«n^££08&  P"^  COBbdb 
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Es  iflt  aber:  39)    Zweite  Methode  der  Qua- 

dratur  bestimmter  Integrale. 

/«  BinbxcoBbdb  __  n  ^^^^  ^^^^^^  ^^  ^^^  »f^^^.  angewandtes  Mittel  gewfthrt 

0^2  ^je  Einföhmng  nener  Variablen  bei  Dop- 

-      ^     ,^^  pelintegralen ,  anf  welche  Form   die   zu 

je  nachdem  das  positive  j:  grösser  oder  bestimmenden  Ausdrücke  in  irgend  einer 

kleiner  als  1  ist.     Das  Integral  mmmt  ^^.^  ^^  ^^^^^^  ^.^^ 

also  die  Gestalt  an:  ^.^  ^_^^   ^.^   ^.^  ^^^^  ^^^^^ 

n  p^     —ax,  _    r^  eo%hdh  Sei  das  so  bestimmende  Integral: 

da  der  Ton  0  bis  1  gehende  Theil  des  J   ^  ' 

ersten  Integrals   verschwindet.     Berech-  . .       ^  « 

net  man  den  Ausdruck  links,  so  kommt:   wo   a    eine   positive   Grosse    oder    eine 

complex,e,  deren  reeller  Theil  positiv  ist. 

/^  co%bdb  _  w  je ^  Dann  ist  offenbar: 

.  *.*  r^  =  /       e     ""^  dx '   I       e     ^  rfy 

oder,  wenn  man  6  =  «f  set«t:  ^  ^  J   q 

/■*  cos axdx  _  n    — a        ^j-    oder  auch: 

wo  a  aber  positiv  sein  muss.     Es  kann  ^  J  q  J   o 

a  auch  Null   sein ,  wie  sich  unmittelbar  ..    c.  v  ♦•♦«*-^« 

verificirenlasst;  w&re  a  negativ,  so  wftre  Wir  machen  nun  die  Substitution 
der  absolute  Werth  von  a  rechts  in  den  y  =  »*  x, 

Exponenten  zu  setzen.  ^^  ^^^ 

Differenzürt  man  noch  a  unter  dem  »=0  für  i/=0 

Integralzeichen,  so  kommt:  *       ' 

»=0D   für  y  =  oo 


/ 


'S.x^inaxdx  _n,-a      vm  ^^. 


=  5r  e 


o"     ^"^**  ^  Nach  den  in  Abschnitt  36  enthaltenen 

Integrirt    man   VII    nach    a   in    den   Prinzipien  ist  dann: 

./    0    ^V-^T*  ;       ^  ^^    ^j5^   Ordnung   der  Integration    ver* 

immer  positives  a  vorausgesetzt.  tauscht  ist,  aber: 

und   im  Falle  a  seinem  reellen  Theile  nach  positiv  ist: 
also: 


/: 


2iJ 


Es  ist  somit 


d.  h. 


^     ^*     -  ftrctgco  —  arctgO  _  7r_ 
0    TT»*  -  2a  ""  4a' 
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Für  den  F«ll,  wo  «  =  1  ist,  ergibt  sich  hienrns: 

J    0 

Differensiirt  man  den  Ausdruck  X  nmal  nach  «r,  so  ergibt  sieb  noch : 

•'0  '        4  til  a 

wo  unter  n!  das  bekannte  Product  l*2«d***n  verstanden  ist. 
Sei  jetzt 

und  a  immer  positiv,  so  sind  die  Ausdrücke  X  und  XI  noch   einiger  Transfor- 
mationen  f&hig. 

Setzt  man 

80  kommt: 

du  ^ 

2xdx:=dUf  dx- — 7= 

2^11 


Setze  man  femer: 


J  0     Yu    "r« 

r    --u-~*rf«  =  l/^-ML.  xia 


e  =  s 

—2xe        rfx  =  rf». 


d!af=  — 


2» 
fftr 


M 


«  =  0  wird  »  =  1, 

f&r 

4:=:qo  wird  *=0. 

Die  Gleichungen  X  und  XI  geben  also : 


£8  ist  ferner: 
wie  man  erhalt,  wenn  man  «=— y  setzt,  und  ebenso 
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Dieae  BMulUt«,  bexttglicfa  n  d«n  AusdrOcken  X  und  XI  addirend,  eiUUt  mut: 

•^    —00  '       4   lila 

In  dem  Integral  Xd  ist  die  Function  e  stets  continnirlich  und  eindeu- 

tig, also  der  Werth  vom  Integrationsweg  unabhftngig,  Torausgesetzt,  dass  die 
Grenzen  —  oo  und  +  oo  bleiben.    Setzen  wir  jetzt 

wo  4  reell  ist,  so  werden  — s  —  ki  und  +s  — Ai  die  Grenzen  Ton  y,  wo  s  eine 
unendlich  grosse,  aber  wesentlich  reelle  und  positi7e  GrOsse  bedeutet.  Nach  dem 
eben  Gesagten  ist  im  übrigen  der  Integrationsweg  gleichgültig.    Aber: 

•^  — s— *•  J  —»— Ai    -^  — «    •/   +s 

wo  in  jedem  der  Theilintegrale  rechts  'dieselbe  Function,  welche  links  steht,  zu 
erg&nzen  ist. 

Offenbar  aber  verschwindet  mit  wachsendem  s  im  ersten  und  dritten  Theil 
die  Function  ganz,  und  man  hat  also: 

Trennt  man  den  reellen  und  imaginftren  Tb  eil,  so  ergibt  sich: 

J  "^^  .-«S''co.(2«%<fy=|^.-«** 


und  der  mit  dem  sinns  behaftete  Theil  wird  Null,   wie  sich  übrigens   von  selbst 
yersteht.    Wir  setzen 

2akzzß 

1  •"^^^coBßydyzzV^  9  XII 


Es  ist  aber  auch: 

.+00         ,  /»oo 


/e     ^  coBßydjf=z  j       e     "^  coBfiydy-^-  j  e     ^  coBßydy 


0 
und 

lOO 


e     ^  cosßydy  :=  1        e     "^  COBßydy, 

— 00  «^     0 


0 

wenn  — y  für  y  gesetzt  wird. 
Es  ergibt  sich  hieraus: 


/*.-«S''co./„rfy=i|/|.     *". 


^         xn« 


f^ 


0 

Bei   dem   Ausdrucke  X  kann   ein  Zweifel  entstehen,    welcher  Werth    Ton 
11  gemeint  sei,  wenn  a  eine  complexe  Zahl  ist. 
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,.  ^*  sich  zurückführen  liessen,  so  wäre  noch 

dü  V V  zu  beweisen,  dass  dieser  Ausdrack  aach 

Es  ist  dies,   so  wie  das  Integral  links,  wirklich  gegen  einen  bestimmten  Werth 

eine  continuirliche  Function  Ton  y,  wel-  convergirt,  da  im  entgegengesetzten  Falle 

^^  m^  die  gegebenen  Schlüsse  ungenau  w&ren. 

Vn               .             .     .        ,       .  In     /       «     ***  «te  ist  die  Function 

in              übergeht,  somit  ist  also   das  •/  j^ 


+v 


r 


stets  positiv,  ausserdem  aber 
positive  Zeichen  zu  nehmen.  ,       

Da   alle  in   diesem  Abschnitte   gege-  e     ^'  <e    ** 

benen  Resultate  auf  den  Werth  des  In-'  und  da: 


/ 


»^""dx  =  - 1  (,-«0  _,-«*)  =  i  e-«* 


00 

»^"'dxzl-. 

a  ^  '       it 


'-/: 


ist,  ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem  oder 

k  verschwindet,  so   ist  unsere   Voraus-  ^ — 2a 

Setzung  erwiesen.  "  =  *'^        ' 

wo  a  eine  Constante  ist.   Man  bestimmt 

40)     Dritte   Metho.de    zur   Be-  dieselbe,  indem  man  a  gleich 'Null  setzt. 

rechnung  bestimmter  Integrale.  Es  wird  dann 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  bestimm-  g^^^^  auch:               ~   * 

ter  Integrale   gew&hrt  oft  die  Auflösung  *       ^                         ^ 

von  Differenzialgleichungen.    Wir  fuhren  «=   A*      c'~**rfiP=4V'77, 

ein   Beispiel   davon  an,  wobei  das  der  ^  J  q 

Theorie  der  Di£ferenzia]gleichungen  An-  nig^. 

gehörige,   welches    vorkommt,    keinerlei  '                  ^a 

Schwierigkeiten  macht.  ^oo    — x^ ;  _  ^o 

Sei  gegeben:  /       «            ^  dx^\}fnt        .   Xni 

►00    — «• j  Der  Weg,  der  zu  diesem  Resultat  führt, 

e            ^  dx,  setzt  also  die  Kenntniss  eines  speciellen 

0  Falles   voraus,    wo    a    gleich   Null   ist. 

differenziirt  man  nach  a,  so  kommt:  ?«»  ^«^  «^«?   *?^^'^^^^if°,  Methode  ist 

dies   durchgehends  der  Fall   und  ist  sie 

_   ,_«^  daher  besonders  für  F&lle  geeignet,  wo 

du         ^     r^  ex*  das  Integral  eine  reelle  Constante  ent- 

da^"     J        X* *'■**  ^^^  ^^^  ^^^  Werth   desselben  gesucht 

®  werden   soll,   im  Falle,   wo  diese  Con- 

a  staute  complex  wird.     Da  es  für  diese 

setzt  man  rechts  -  fttr  x,  so  kommt:  Betrachtungen  aber  eine  allgemeine  Me- 
thode gibt,   von   der  sogleich  die  Bede 

du            r^     —  5«_2l  sein  soll,  unterlassen  wir,  von  der  hier 

^=—2  1        e            ««<<»=— 2i«.  behandelten    weitere   Anwendungen    zu 

ö  machen,  und  zeigen  nur  noch,  dass  sich 

Es  ist  also  die  Differensialgleichung:  auch  das  in  XIII  gegebene  Resultat  auf 

■^  dem  Wege  einfacher  Substitution  ergibt 

55=  ""2«  Es  ist  nämlich: 

aufzulösen,  welche  die  Qestalt  annimmt:  /»+<»    _««         /- 


also  integrirt: 


**  wir  setzen 


lgti=-2«  +  const,  y    *     x' 
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also  denken,  so  ist 

d^=(l+4)<i..  «=Ofiiry= 

\      «-"z  «=+<»   lury=+ao, 

Da  femer  sich  also: 

•00 


2- M 


+« 


/:  ."<'"'^'-c-.^)=''-. 


ergibt,  ein  Ausdruck,  dessen  Radikal  wir 

uns  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen  oder: 

Führt  man  die  Substitution  in  Fartialbrücho  zerlegen.     Ist   nftmlich 

0  a  eine  der  Wurzeln,  so  hat  man: 

^"^-^  ^  "    '  ■ '    "4-  •  •  •- 
ein,  so  verwandelt  sich,  ganz  wie  oben,  VW      *    ^ 

das  zweite  Integral   in   ein   dem   ersten  wo  die  andern  Glieder  rechts  x  —  a  nicht 

völlig  identisches,  woraus  sich:         '  als    Nenner    haben.       Multiplicirt    man 

gl  also    beide    Seiten    der    Gleichung    mit 

o-  /»<»     ■"**"~rr  ,_  «  — a,  80  ist: 

also  das  Resultat  XIII  ergibt.  ^(^) 


41)    Vierte  Methode. 


für  den  Fall,  wo 

«-0 

Diese  Methode  ist  von  allen  die  ein-  j^^,   da  dann  alle  andern  Glieder   ver- 

fachste.    Sie  besteht  eben  nur  dann,  das  schwinden.  In  diesem  Falle  werden  aber 

unbestimmte  Integral  zu  berechnen,  und  jj^^g  (x-a)  f(x)  und  a(x)  beide  gleich 

die  Iftlle  aufzusuchen,   wo  die  Speciali-  Null,  und   man   erhalt   durch  Diflferen- 

sirung  der  Grenzen  das  Resultat  bcson-  ^üren  des  Zahlers  und  Nenners  : 
ders  vereinfacht. 

Beispiel.     Es   sollen /(a?)  und  y(it)  A=:-^J^. 

ganze  rationale  Functionen  sein,  jedoch  ^  vO 

f(x)  vom  niederen  Grade  als  (f{x)  und  Seien    nun  zwei  conjugirte  Wurzeln  un- 

habe  die  Gleichung  serer  Gleichung  7(1*) =0: 

9(4:) =0  «=:/»4-9»  nni  ti'=p — ^t, 

nur   imaginäre  und   ungleiche  Wurzeln,  und  die  Zahler  der  zugehörigen  Partial- 

BO  lässt  sich  der  Ausdiiick  \^  immer  '         »  .  ^.     .,     «     /i: 

(f{x)  A=iP+Qti  A  =#'—(«, 


und  integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  den  Grenzen  —  r  und  rh,  so  kommt: 

—  2ß[arc  tg  {rh  — ;?) + arc  tg  (r +p)] 
oder  wenn  man  r  gleich  co   setzt,  wird  dies  Resultat: 

2Plgh^2Qn. 
Es  wird  also: 

/+rk  ff  \ 
^  rfx = 2  lg  hlP^2rt£Q  y  XIV 

—r    VW 
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wo   die  Summen  anf  alle  den  Wnrzel-  dem  mittlem  Werth 

paaren  entsprechenden  Werthe  von  P  nnd  n—\ 

Q  eich  beziehen.  *~~2~~ 

Wohl  Ea  bemerken  ist,  dass  dies  Be-  __x___.  i.. 

.oltat  ,on  d«n  Verhatni«  *  der  obern  *"K„\uBdruck  fflr  Q  .e«en  wir: 
und   nntem  Grenze  abhängt^   also   ganz  ^ 

unbestimmt  ist.  (2OT+l)yr__ 

Nur    in    dem   Falle,    wo  —  JTP  ver-  2n 

schwindet,  hat  dies  Integral  in  den  Gren-  ^^^  multipliciren  und  dividiren  mit  sina; 

zen  —CO   und    +  co    einen   bestimmten  ^^  v^^^f  dann: 

1        2sin(2f+l)a8ina 


,     .  j     xi        iw    *u  CS  kommt  dann: 

und  emdeutigen  Werth. 


Sei  z.  B.  P  =  — 


2ft      -,  X       ^m 


4»  sin  «  sina 


und  m  kleiner  als  n.    Dann  ist:  =-|^j-^^^(cos2»«-co8  2(«+l)«), 

^W  -  — -«'** — 2n+l.  woraus  sich,  wenn  man  für  $  dieWerthe 

*4.\x)      2»  0,  1,  2  •  •  •  2»--l  setzt,  ergibt: 

Die  Wurzeln  a  der  Gleichung  1— co8  2na 

l+jy-^irO  4fisin« 

aber  sind:  oder,  da 

„=p+,i=coB^«+idn?^»,  co82««=co.(2m+l)»  =  -l 

^'*  ist : 

wo  s  jeden  der  Werthe  0,  1,  2  •  •  •  n— 1  1 

annehmen  kann.  o     .   (2m  +  l)ff. 

In  dem  Ausdrucke  ^* "°       2» 

(ÜÜlüicjm— '»n+0  ^"^  diesem  Falle  f&llt  also  der  logarith- 

/(«)  «._l.g2n        ^'        "  mische  Theil ,  welcher  unbestimmt  war, 

a,\d)  ""  2»  ganz  weg ,  und  man  hat ,    wie  auch  das 

ist  der  reelle  Theil  mit  P,   der  imagi-  J^elle  Verhütniss  der  obern  zur  untern 

naire  mit  Q  au  bezeichnen,  also:  Grenze  beschaflfen  sei: 

1          9*4-1  "^^        Im 


1    .    2«+l,^       „.  .  -.v^  -00 


1+«' 


nsm- 


ß=jLsinf^(2iii-2»i4-l)7r  ""*  2n 

^'*  ^'*  Bei  diesem  Integral  ist  jedoch  der  Inte, 

oder  grationsweg  keineswegs  beliebig. 

P-_i.co8^!^Ü^^?!!^—  Nimmt  man    denselben   auf  der  Ab- 

2*1                   2»            '  scissenaxe,  so  bleibt  x  stets  reell  und  es 

1        (28+l)(2«+l)«  *"'*  YeiTLis  Discontinuität  ein,  da  nur  fÄr 

P^^gÄ"**             2»             *  imaginäres  x   der   Nenner  l+a:***    ver- 

Esist  aber  augenblicklich  «i  sehen,  dass  schwinden  kann.    ^™^"J*;^«>^^^"^f°^ 

ftr  irTfl-l    und   «=n-rt    die  Werthe  J«™  ^es,   so  darf  m  dem  von  dcmsel- 

«  ^T     _.    •  i.  -.  *.  -^«u-.-     ^—  ^4..  ben    und   der   Absassenaxe    begrenzten 

reL^^XÄ-W^ÄS  Fl^-theil  keine  Wurzel  der  ol^ichun, 

wenn  also  die  Zahl  n  grade  ist,  so  wird  l-f  x"^  enthalten  sein,  weil  sonst  nach 

j-p^Q  dem  früher  (Abschnitt  13)  Gesagten  das 

Besultat  ein  andres  werden  mnss. 

Dies  findet  auch  statt,   wenn  n  ungrade  j^  ^^^  Ausdrucke  XV   können  auch 

ist,  da  die  Integrationsgrenzen  von  Null  bis  un- 

-         1        2fl»  4- 1      /%  endlich  genommen  werden.    Es  ist  nftm- 

^=-^'^—r~'"^^  lieh: 

+*        2m  "  2»  J^        21» 
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wenn  man  in  dem  ersten  Integral  der  erhalten: 

rechten  Seite  die  Qrenzen  Tertauscht,  und 

— a?  für  4r  Betzt,   so  wird  dasselbe  dem  P  afi'^^dx  n 

sweiten  Integrale  völlig  gleich,  also:  /  t"; dxzz ,         XV.b 

r  j^  <fa  _     »       YT7- 

J        '       ^~"  2m+l  *    ^^*  wo  jetzt  p  und  ^  beliebige  reelle  Zahlen 

0    1+**      2» sin  ff  sein  können,   vorausgesetzt,  dass  p<q 

^  ist.    untersuchen  wir  noch  das  Int^;ral: 
Dies  schon  öfter  angewandte  Verfahren  j^^ 

Iftsst  sich  auch  in  dem  allgemein  gülti-  /»  «^** 

gen  Satze  ausdra'cken:  /  "rr «^i 


+00  ^00 


— QO  ^ 


J  _^''^'^  ***"?/  ^   ^'^"^"^^  80  enthalt  die  Function  «"'•-l  im  Nen- 

ner  zunächst  zwei  reelle  Factoren  x  + 1 

^^^^  und  ar— 1,  ein  Fall,  den  wir  in  unserer 

f[—x)=f(x\  allgemeinen  Betrachtung   ausgeschlossen 

hatten.    Setzen  wir  daher: 
alsd  f{x)  eine  grade  Function  ist.     Wir  o„ 

Ifigen  auch  hinzu,  dass  immer:  a?"       _     a  ß         f(x) 

.+00  ^^*-1  ~  *-"!      *+l      y(x)* 

f(x)dx-0, 
_QQ  SO  hat  die  Function  y(x)  keinen  reellen 

Factor  mehr. 


/ 


wenn 


j./      V         ^,  .  Uebrigens  ergibt  sich  a  und  ß  aus  der 

/•(-a:)  =-/•(»),  Formel: 


also  /(x)  eine  ungrade  Function  ist    Es  2«!  ^ 

wird   dann,   wenn   man   das  Integral  in  _  JL^-«  —  2fi+ 1 

zwei    andre    theüt,   deren  Grenzen  — oo  d(x^**— 1)      *^^ 

und   0,    so  wie  0  und   +oo    sind,    im  — ^— r 

erstem  •— x  für  x  setzt,   das  erste  Inte-  * 

gral    der    entgegengesetzte    Werth    des  för  den  Fall,  wo  x  bezüglich  gleich  4-1 

zweiten.  oder  gleich  —1  ist,  ganz  wie  dies  oben 

_    ___  gezeigt  wurde.    Also: 
In  XVa  setzten  wir  noch:  ^  ^ 

*  =  «'',   3Df(w4.1)r:p,  2an  =  ^,  "~2i?    ^"""Si' 

wo  also  p  immer  kleiner  als  q  ist,  und  es  ist  also: 

J  Z^         2»iJ  .«  x-l      2»J   .^  x+l  ■*"J  y(xr- 

—  00 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  wo  5  jeden  der  Werthe  1,  2,  3  •  •  •  fi— 1 

dritten  Integral,   welches    ein    specieller  annimmt,    die  fibrigen  Wurzeln  gibt  der 

Fall   des  Ausdrucks  XIV   ist,   man  hat  Ausdruck  p^qi^  wo  p  und  q  immer 

nftmlich,  da  p-\-qi  eine  imaginäre  Wur-  einem    der  obigen  Werthe   entsprechen, 

zel  der  Qleichung  Die  Werthe  s  =  0  und  s  =  n  sind  hier 

^  ausgeschlossen,   weil  sie  zu  den  reellen 

x'  —1=0  Wurzeln  führen.    Es  ist  nun: 


ist: 


fix)  1      2ffl-2fl+l 

2»_      —  7'  (x)       2ii 

p-k-qi-^/lzze     ,  also 
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da  man  diesen  Ausdnick  erhält,  indem   dMs  anch,  wenn  n— 1  ungrade  ist,  dem 
man  in  den  vorigen  mittleren  Werth 

setzt,  also:  ~~2' 

/>:=ico8(2m+l)— ,  welcher  allein  stehen  würde: 

0=5-8m(2m+l)---,  ^*                      ^ 

^"                     *  entspricht, 

eombinirt  man  immer  je   «wei  Werthe,  tt       ^/i          i.       i. 

denen  «=:a,  nnd  «=:n-a  entspricht,  so  Um   -T^   zn   berechnen,    se^pten   wir 

ist    die    Snmme    beider    ««gehörigen   P  wieder: 

gleich  NuU,  also  /9^a.i\^  ~„ 

denn  gans  wie  oben  erwiesen  ergibt  sich,   es  ist  dann : 

_2 sin« «sin«  _  cob(<-"1) n •  cos (<+l) « 
^~"     4nsina  4tisina  * 

also: 

^         1  r      /      ^x  /      ^\  1     1+cosa  — cos(ii— 1)«— cosna 

-rO  =  T-4— -2  [cos  (f-1)«- cos  («-!)«]= A^Ar^J » 

4fisuiii     L       X        '  4fi8ina 

aber 

cos  fi  a  =  cos  (2m+ 1)  1  =  — 1 
lud 

cos(«—  1)  a= cos  (««—«)  =  cos  [(2iii+l)if — «]  =  — ooe«, 
also 

a 
^p^l+cos«^  2     _  1 


2»  sin  ff      «     .  «       o  *J2m+l)ii' 
2i»smg-       2ntgi— g--i- 


alio  nach  Formel  XIV: 

+00 


/ 


m^^ 


2ii 


Was   den    noch    fehlenden  Theil   des   deren  Badias  r   sei,   nnd  die  Integrale 
gesoehten  Integrals  anbetrifft,  so  erhai-  längs  derselben  im  übrigen  aber  auf  der 

2  -i  Abscissenaxe    nehmen.      Es   sind   dann 

ten  beide  Ansdriicke:: nnd  ^ eine   aber  4  Integrationswege  mOglich,  welche 

1—*  1+«  verschiedene  Resultate  geben  können,  je 

auf  der  Abscissenaxe  liegende  Dtscon-  nachdem   wir    nämlich   den   einen    oder 
tinnttftt,    welche  den  Punkten  «=1  nnd   andern    dieser  Halbkreise   auf  der  Seite 
bezüglich  x=~l  entspricht.   Wir  elimi-   nehmen,  wo  die  Ordinaten  positiv,  oder 
niren    dieselbe,    indem    wir    um    diese  wo  sie  negativ  sind. 
Punkte  herum  kleine  Halbkreise  ziehen.       Man  setzt  demnach: 


_op  *-l  "•/    -«    *-*      J    i-r*""*      -^   i+r*"~- 


wo  s  and  I  unendlich  gross  sind.  Das    zweite    Integral    ist    auf    einem 

Das  ertte  und  dritte  Integral  enthält  Halbkreise  zu  nehmen,  d.  h.  zu  setzen: 

keine  Dieeontinuität,  es  ergeben  sich  für  __   . 

dieselben  die  Werthe:  dP=l-r(cosy>+tsiny)=:l— re    ^  , 

,    *[^  ,  1    *  _  1^  '  wo  die  Integrationsgrenzen  0  und  n  oder 

*  s  ■*"  ^  r  -  ^r  0  und  -»  sind,  also: 
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ferner  ist: 

Die  Summe  des  ersten  nnd  dritten  Integrals  ist: 

lgl+lgi  =  lgi. 
Das  mittlere  gibt,  wenn  man 

setst : 

dx  /»—      --^rxe'^'^^d'f      — . 

P+1      J  — tfi  ^ 

—  I— r  0  »■«^' 

Eb  nimmt  also  der  Ausdrnck,  von  dem    Und  hier  ist  nur  eine  Aosbiegnng  vor- 
wir  sprechen  banden,  die  aber  anf  einer  ganz  belie- 


l-f-T- 


1    njl^    dx         1    /*+<»    dx  bigen  Seite  der  Axe  Hegt. 

51  /  " — 1  —  o~  /  — r^»  Wie  oben  erh&lt   man  noch ,   wenn  p 

2»^  ^00  ^-1      2I.J  _^  x+1         j^i^i^^r  ^ig  y  jg^.  '^ 

da    der  von   den  unendlichen    Grenzen  ^   o— i  , 

/*     ip^       dx        19 

herrührende  Theil:  lg lg  ~  immer ver-  /  ^~  ~ — ^»  XVI  b 

schwindet,    folgende    Werthe    an:    Null  ^ 

wenn  beide  Ausweichungen  auf  derselben  wo  aber  immer  eine  Ausbiegung  statt- 

Seite  der  Absassenaxe  liegen, -2i;r  wenn  findet.  Diese  wichtige  Betrachtung  fehlt 

das  erste  auf  der  positiven  Seite,  das  zweite  gewöhnlich  bei   der  Entwicklung   dieses 

auf    der   negativen   Seite    liegt,     +  2i;i  Integrals  in   den  Lehrbüchern.     Sie  ist 

wenn    das    Entgegengesetzte    der    Fall  aber  uncrlässlich ,    da  sonst  lediglich  ein 

ist,    und  man  hat,  wenn   man  schliess-  falsches  Resultat  sich  ergibt 

lieh  noch  den  Nenner  x'^—1    mit  ent-  42)   Fünfte  Methode, 

gegen^esetztem  Vorzeichen  nimmt:  j^j^  ^ier  zu  gebende  Methode  der  Dar- 

/         x'^^dx             n  Stellung    bestimmter    Integrale     ist    die 
;^  = ^ — \-2(jin,Xyi  schönste  und   allgemeinste  aller  vorhan- 
_^l^x'^    »tg— i^Tr  denen,   sie  rührt  von  Caochj  her,  nnd 

2n  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Mehrdeu- 
wo  g  eine  der  Zahlen  —  1 ,  +1  oder  tigkeit  der  Integrale,  welche  wir  in  Ab- 
Null bedeutet.  In  keinem  Falle  darf  das  schnitt  XIII  gegeben  haben. 
Integral  nur  über  der  Abscissenaxe  er-  Während  alle  bis  jetzt  gegebenen  Me- 
streckt werden,  sondern  es  finden  immer  thoden  indirect  sind,  lehrt  diese  unter 
zwei  Ausbiegungen  nach  der  positiven  gewissen  Bedingungen  anf  directe  Weise 
oder  negativen  Seite  statt,  welche  belie-  den  Wer th  der  bestimmten  Integrale  anfsu- 
big  sind,  aber  so  klein,  dass  sie  keine  finden,  zunächst  für  solche  Integrale,  deren 
zweite  Wurzel  der  Gleichung  Grenzen  —  oo  und   +  oo  oder  0  und  2« 

x'^^—X  =  0  sind ;  indess  lassen  sich  durch  zweckmässige 

timroaoiin       V *                   1.1    -^T  «1  Transformation   diese  Grenzen  leicht  bei 

ITlhTa.  A«h?    "^  ^   tj^  ^v"'  »»«°  bestimmten  Integralen  heretoUen. 

Srite    1  lt°f  L-*?"*'°  "  w  •>«',".•''*;  Sei  /(.)  eine  Funct^n,   die  innerhalb 

^Z'.  t^Jn^f  Ä'm   "T  ^°'*«™'  '".^  «»e»  g«'^"««'  geschlossenen  Umfange. 

SWcdo^^^thal.     i'J"'  "^'  ?  ?"""  «"^^  eindentig,  aber  nicht  immer  continntriMi 

Fancüon  enthalt,  nnd  mu>  hat :  j„     umgeben  wir  dann  jeden  der  Di.- 

x^^  dx              n  oontinnitatspunkte  mit  einer  beliebig  klei- 

T~~ 9     I  1    •  XVI  a  neu  geschlossenen  CuTTC,  etwa  mit  einem 

1—*""    2ntg— Ütt  Kreis,  dessen  Radius  ins  Unendliche  ab- 

2n  nimmt,  so   ist  nach  dem   Abschnitt  13 


/ 
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Sau  III  Qesagten  da«  fiber  den  iasseren       Sind  xzra^,  x  =  a,  •  •  •  x=a    •••«=:« 

Umfang   ausgedehnte  Integral  ff{x)  dx.  die  Diecontlnnitätspunkte  und  setzen  wir 
gleich   der   Summe   derjenigen   Integrale  unendlich  kleine  Kreise  mit  Radius  r  als 
derselben  Function,  welche  über  die  in-  Umfange  derselben  voraus,  so  ist: 
nem  die  Discontinuitfttspuncte  umgeben- 
den   Umringe   in  gleicher    Kichtung  als  C.  .  ,         .  H'^              uL    ,ti, 
der  Äussere  sicherstrecken.    Es  istn&m-  J  IW^xzznJ       /l[«-f  rc'-)  e'  rfy. 

lieh   in  dem  zwischen  allen  diesen  Um-  ^ 

Dingen   befindlichen  Raum   keine  weitere   Für  jeden  solcher  Umringe,    also  wenn 

IWscoBtinnität  der  Function  /-(x)  vorhan-   ^j^  f    ^  j,„  ^  umring  be- 

den.     Vorausgesetzt   ist   hier,    dass   auf  J  ^ 

dem  Äussern  Umfang   selbst  keine   Dis-    zieht: 

conti nnit&t  eintritt. 

f'f{x)dx=riT  /""/'(«_+  r«»V»Vy, 

wo  r  eine  ins  Unendliche    abnehmende  der  Modul  Ton  «r  +»  kleiner  als  jeder 

^S'^m'em  bekannten  SaUe  l&s.t  .ich   «»«'J«"!«^?  Moduln  i.t,.  fOr  welchen  eine 
derAn.dni<*  f{.,  +«),  welcher  für  «=0  '"*"•  D-seonOnmUt  eintritt. 

di«»ntinuirlich  wW,   so   lange   in  eine   p  ^*   '*'    ''~  k°"1**'v,  •"""'??'   ^'^ 
nach  ganzen  positiveli  und  nepitiven  Po-   ^"'='  %  umgebenden  kleinen  Umnngg 

tenzen  geordnete  Reihe   entwickeln,   als   und  auf  demselben  jedenfalls: 

n=oo  «=00 

f(a  +«)  =      £    A  u^-^  S      B  u~" 
'^  finO  11=1 

und 

•^0         '^       -  n  =  0         «^   0 

fl=:QO  ^2/1 


Wir  I 


'\-%r  2      B     I       r       e^        ''   ay. 
«=1       **-^   0 


Bei   der  Integration  werden  alle   Inte-  d.    h.   „das    Integral    einer    eindeutigen 

grale  Null,   da  die  Werthe  der  Integrale  über  einen  gewissen  Umfang  erstreckten 

e'V*   für  die   Grenzen  0  und  2/r  gleich  ^°"^*!o°  '*'  .t^^)"  der  Residuumsumme 

werden  innerhalb  dieses  Umfanges  befind- 

Einc' Ausnahme    macht    nur  das  mit  "^"j*^"    Dißcontinuitäten   multiplicirt   mit 

B^  mnl^plicirte  Glied:  ^^*' 

»  Befindet  sich  anf  dem  Umfange  selbst 

Iß  f*  '  jf   —jitiB  ^^^^    Discontinuitftt,    so   ist   für  diesen 

[J  n      '^  ~          *'  Punkt  eine  Ausbiegung  zu  machen.   Ge- 

scliieht    dieselbe    nach    innen,    so   f4llt 

Es  ist  aber  B^  nichts  anders  als  der  diese    Discontinuitat   ganz   aus  der   Be- 

CoeffidentTon  -1   in   der  Entwicklung  trachtung  weg,   geschieht   sie  aber  nach 

tt  aussen,   so   ist  das  zugehörige  Residuum 

▼on  f(a    +  « ).       Diesen    Qoefficienten  in  die  Summe  rechts  mit  aufzunehmen; 

nennt  man   nach  Canchj  das  Residuum  Unterwerfen    wir    jetzt    die   Function 

▼on  f(aj.      Wir    bezeichnen    denselben  f(')  noch  folgender  Bedingung:  Sie  soll 

r  verschwinden,     wenn    man    den   reellen 

durch :            o   _  u     ^/     \  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  unend- 

Ä,_  Resf(a^)  lipj,^  ^^d  wenn  man  den  mit  i  multipli- 

und   haben   aUo   den    höchst   wichtigen  "^''«"    "^^^'^    P*^**^    »""»ff    •**"• 

Satz:  Solche  Function  ist  z.  B.  x       ,    wo  « 

/,                         p  =  n  eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

f(x)  dx  zz2ni  S  Res /*(»),  Als  Umfang  betrachten  wir  dann  ein 

» =  I            ^  Rechteck ,    dessen   eine  Seite   ein  Stück 


^ 


1S2 

2a  der  Abscissenaxe  bildet,    in  dessen  ist  dann,  wenn  man 

^itte  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x^zp-^gi 

liegt,  nnd  wo  die  beiden  nicht  parallelen  setzt,  das  Integral  in  4  andre   bu  thei- 

Seiten   sich  auf  der  Seite  der  positiven  len,  welche  den  4  Seiten  des  Rechtecks 

Ordinate  bis  zur  Hohe  b  erstrecken.  Es  entsprechen,  also: 

^   b 

Im  ersten  und  dritten  Integral  ist  n&m-       Beispiel.    Sei 
lieh  offenbar  die  Ordinate  q  constant  und  axi 

beifiglich  gleich  0  und  6,  im  zweiten  und  A^)  =  ~ * 

vierten  ist  dieAbscisse  constant  nnd  be-  1+'* 

sfiglich  gleich  4-«  und  —  a.  ein  Ausdruck,  der  in  der  That  ftr 

Lässt  man  nun  die  positiven  Grossen  x  =  +od  und  «=:+oot 

aunib  in«  UnendUche  wad,.on    .over-  verschwindet  DiscontinniUt  tritt  nnr  ftr 

schwinden   nach    unserer  Annahme    die  ^^^  j-^jj    . 

Functionen   unter   den  drei  letzten  Inte- 

gralzeichen  für  jeden   Werth,    den    sie  «=+« 

während  der  Integration  annehmen,  also:  ist^  setzen  wir  also 

f(co  +yt)=^(p+coi)=:/'(-oo  +^0  =  0.  *=»+«, 

Es  ist  also  rf(x)dx    lediglich   gleich  «<>  ^^d: 

/+00  #(a;)=? -  =  ^      ^ 

f(p)dp,9lso:  ^      2iit+«*        «(Si+n) 

-QO  und 

y_      A«)*t=2»i  i"  Be./l(«p,  (A)  Ee.AO  =  ^. 

WO  tf    auf  alle  Discontinnit&tspnnkte  geht,  /•  +*  e***  — « 

Residuen  beziehen  sich  also  auf  alle  Werthe 


"^^  eoeaxdx        — 


deren  imaginftrer  Theil  positiv  bt.     Die  •/    — ao  1+^* 

Residuen  beziehen  sich  also  auf  alle  Werthe   „i..  ««„«  « -du  j  t 

Yon  «j,,  deren  mit  i  multiplicirter  Theü  S^'  Im«g«»rM 

positiv  ist.    Das  Integral  links  erstreckt 

sich  über  die  ganze  Abscissenaxe ,  die 

Function  ^(x)  ist  also  immer  reelL  Eine  J  _^     1+x* 

Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  wo  f{x) 

reelle  Discontinuit&tspunkte  hat,  die  also  /*+go  ^\jiaxdx_ 

ftnf  der  Abscissenaxe  liegen.    In  diesem  /  2+x*    "" 

Falle  ist  eine  Ausbiegung   auf  die   ne-  ""^ 

gative  oder  positive  Ordinaten-Seite  zu  Das  erste  Resultat  haben  wir  schon  frft- 

machen,   und  im  erstem  Falle  tritt  das  her  erhalten.    Die  meisten  &chon  gefun- 

Residuum  der  bezeichneten  Discontinuit&t  denen  Werthe  bestimmter  Integrale  wür- 

znr  Summe   rechts  hinzu;  das  Resultat  den  sich  aber  auf  dieselbe  Weise  ablei- 

rerliert  also  seine  Eindeutigkeit.  ten  lassen. 

43)  Weitere  Anwendungen  der  vorigen  Methode. 
Die  Formel  Ä  nimmt  auch  noch  eine  andre  Form  an;  es  ist: 

/+<»  /»O  /»+00 

f{x)dx^l  f{x)dx^l  f{x)dx 

und  wenn  wir  im  ersten  Integral  rechts  x  mit  — x  vertauschen: 

/  +  Q0  /  +00 

nx)dx=i     voi)+a-x)]dx, 
—00  «^   0 
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also: 

r«  m±/lll)^=,i''|"Be.rW.         (B) 

ein  Benütat»  welches,  im  Falle  f{x)  eine  grade  Function,  also  f(x):zf{^x)  ist» 
die  Qestalt  annimmt; 


/f{x)dx=n%  2  ne»f(a). 
0  p=l  »^ 


(C) 


Ist  f(x)  eine  ungrade  Function,  also 
so  wird  dagegen: 

Beispiele.    Sei  den  Character  einer  ganzen  Function  in 

rF(x)  diesem  Gebiete  hat,  dann  ist  die  einzige 

/(ag)=:   ^^  ^  .  in  Betracht  kommende  Discontinuität  £e 

*  +**  der  Wurzel  von 

r  ist  eine  positiye  GrOsse  und  F(z)  eine  jc*4-r*=:0 

Function  Ton  x,  die   für  einen  Werth 

Ton  X,   dessen  mit  i  multiplicirter  Theil  x -rt 

positiy  ist,  ^icht  unendlich  wird,  die  also   entsprechende. 

Bs  ist  also: 

J  g  2  «*+r«      2    ^  '' 

da  für  »=rt 

ist. 

Ebenso  erbalt  man,  wenn 

ist, 

J   0  2  ««H-r»       2     "^  '^ 

Ist  aber  gegeben: 

2  x(x'  +  r«) 

abo 

so  kommt  das  auf  z=:0  bezflgliche  Besidunm  hinzu,  wenn  man  eine  Ausbiegung 
nach  der  negativen  Ordinaten-Seite  hin  nimmt,  und  da 

Bes(i)=l  ftr  «=0 
wird: 

oder 


r. 


=-^f(rf),  xn 


u 
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wo  der  erste  oder  der  letste  Werth  gilt,  je  gesetzt  wird 

nachdem  die  Ansbiegting  in  positiver  oder  j^rg\           F(rt+tt) 

negativer  Riebtang  geschieht.  — -= -;: — • 

.  _  (r  -f  xt)           (ut) 

Aus  der  Formel  A  des  Abschnitts  42  w  *-  •  i.  «i*  —       i?/-i  ^  «\  .»««k  a.«» 

Aber  folfft.  Entwickelt  man  F(rt-^u)  nach  d«m 

«oer  loig» .  Taylorschen  Satze  nach  Potenien  von  «, 

/+00    pz-x  "was  immer   möglich  ist,   da  bei   dieser 

--^^a;  =  2/iF(ri),        XX  Function  keine  Discontinuitaten  vorkom- 

— <»  ^  men,    so  ist  das  mit  u**"*  VuUiplidrte 

da  a?  =  -  f i    die  einzige  Discontinuitftt  Güod  des  Zählers : 

ist,  nnd  jp("*"0(H)     ^«, 

Res(-l-.)  =  3^  1.2.8...m-l-         ' 

für  diesen  Werth  von  x  wird.  wo  F^"*      ^  die  m-lte  Ableitnng  be- 

Ist  aber  gegeben  "^^»^»«*-  ^*  ^^^  Jenaer  u~^i~  ist,   so 

erhält    man    also   das   mit   -    mnltipli- 

/4-QO      ir/x)  «« 
^^^*»                    cirte  Glied  oder  das  Besidium,  also: 
—00  (r  +  iw)                                                                          /-a—n 

F(x)  1      F^"*     '^(H) 

wo  m   eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so       Res --=:  — —  -i   o...^J"i 

ist,  wenn  (r+jr»)         («) 

jp=:ri-f  11  und  nach  der  Formel  A  : 

Offenbar  ist  auch:  keiÄe,   wo   der  Coeffident  von  i  posi- 

tiv ist. 

"^^     Fix)  S«>  wieder  ¥{x)  eine  Function,  welche 

^ — dxzzOy  XXa   keine  Discontinuitaten  enthält,  wenn  der 

_       (r—xtf^  mit  t  multiplicirte  Theil  positiv  ist,  nnd 

^  y(x)  eine  eindeutige  Function,  welche  fiir 

weil  dieser  Ausdruck  nur  eine  dem  Werthe  xzza 

«=— H  discontinuirlich   wird,  so   ist  im  Allge- 

entsprechende  Discontinuität  hat,    also  meinen: 

m=.QO  m  =  QO  __ 

m=0  m=l 

Ist  aber  die  Discontinuitüt  der  Art,  das«  continuiriicb,  also  in  derN&be  von  o  ist: 

ist,   ebenso    wie  (f{a+r)   nnd  y(o--r),   y(a+t*;  '^ 

wo  r  unendlich  klein  ist,  jedoch  für  einen  I 

dieser  Werthe  auch  —  oo,   oder  ooi  ein-  Da8  constante  Glied  fehlt,  weil     .      ^^ 

treten  kann,   so  ist  die  zweite  Summe  u   •  j  *     ^-  ^««^«"IkJ 

immer  so  beschaffen,   dass  sie  aus  einer  ^^  il=0  verschwindet;  es  können  aber 

endlidien  Anzahl  GUeder  besteht.   Es  ist  auch  gewisse  Coefficienten  «„a,-..«^_j 

nämlich  verschwinden,     und     wir    nehmen    der 

1    ^A  Allgemeinheit   wegen  an,    dass  in  der 

if{tt)  That  a     der  erste  Coeffident  ist,  wel- 

nnd  die  Function  -i^  »»  i"»  ^^^  "  *•"*  ^b**"^.!«  L"^  *"**  *^*'**  ^ 

ff(x)  sein  kann.    Dann  ist: 


/ 
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¥■(« 
y  («+!«)= 


-.— N =«««'+ ««+1  «*■***+  •  •  • 


.y(i^-LH.^^,.^...) 


Der  Aiudrack: 


$  » 


der  ftr  11=0  Eins  wird,  Iftast  sieh  aber  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  n  entwickeln  und  man  hat: 

^^ 

oder: 

Es  ist  also  die  Zahl  der  mit  negativen  Potenzen  von  u  mnltiplidrten  Glieder  in 
der  That  endlich;  man  nennt  den  Ansdmck  ^(a)  eine  Discontinnit&t  vom  sten 
Grade,  wenn  — §  der  algebraisch  kleinste  Exponent  von  u  in  dieser  Reihe  ist.  Die 
Coefficienten  der  Reihe  lassen  sich  auch  mders  ansdrücken:  es  ist 

nnd  da  «'^(a-Hi)  abo  in  der  Gegend  von  a  continmrlich  ist,  auch: 

u  (,ia+u)zzv  y(«+*')+— ^^y^«»+  — j:|7^«''+  •  •  • 
flir  dttiFall,  wo  v  verschwindet,  wie  der  Mac  Laurinsche  Satz  lehrt.   Es  ist  also: 

^      6^^^  1.2.-.(p— 1) 
Sachen  wir  jetzt  das  Residuum  von  F{x)  if(x).    Es  ut: 

Sei 
f&r  den  Fall,  wo  v  verschwindet,  so  ist : 


F(,+u)  ^(u+u)={At+A,u+AtU 


*i^    Ä. 


NU  I«  / 


Das  mit  —  mnltiplidrte  Glied  wird  dann: 


IletIft«)y(«)]=[B,  Ä^_^  +»,^._j+*3^,_,+  •  •  •  *  ^ol 
oder 

»"W«)»W]=  -^    i.2...«-V.1.2.-.»-i>' 
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also: 


/ 


■^*j(.),(.)^=».«'i'.,4^)f?;!2w_.       xmi 

-00  apm  1.2... p-1. 1.2. .•«-;! 

Das  erste  Snmmeiueichen  geht  auf  alle  Unendlichkeiten  a,  deren  mit  i  multipli- 
eirter  Theil  positiv  ist. 

Sei  z.  B. 
wo  b  positiv  ist,  so  erh&lt  man 

IT 

Ist  a=:l-\-f4i  eine  der  Discontinnitäten,  so  hat  man  also: 

I  e      a(ar)<te=2«Z  J?  t-q T — r"i"ö » — Z 

J    -.00  ^^  p-,  1.2...p-l.l.J...s-p 

Oder  wenn  man 

1.2..-P— 1  p       p 

setzt: 

J  -_ao  p_i  1-2-8  — «— p|  /»  ^ 

-ir,eiii  [W+(,_p+l)?l  +tJif,oof[W+(»-p+l)J 

+•«,,  Sin  [AA+(f-p+l)^  i.  XXIV 

Die  erste  Summe  geht  aof  alle  Werthe  von  l,  fi,  H,  K^  welche  Disoontinnit&ten 
entsprechen.    Dies  Resultat  gibt  noch,   wenn  man  Reelles  und  Imaginftres  trennt: 


/+0O  P=«  6'""^«'^^'* 

^coBbx^ix)dz=:S^^  l,2....-p 


{lf^cos[Ai+(i-^/H-l)|l-Äi,sin[*A+(#-p+l)5] } 


y+»  .p  =  «  ä'""'«"^^ 

jlT^cos  [a+(*-|i-hi)|]+ifp«m  [W+(*-p+l)}}.  XXIVb 

Hat  y.(ar)  nur  Discontinuitäten  ersten  /•4-<»   -_i 

Grades,   so  bestehen   die  sweiten  Sum-  /  «        ff(x)dx 

men    nur    aus    einem   Gliede,    welches  *^  — ^ 

sz=l  und  p=l  entspricht,   wo  also  die  ^yd  dann  nnr  im  Fidle,  wo  a  ein  äeh- 

Potenz  b'"^  wegftUt.  ^^r  Bruch,  «r*~*  für  *=0  unendlich. 
Sei  femer  Es  wäre   also  (Abschnitt  42)  i&r  die- 

.         a 1  aen  Fall  ausser  dem  Residuum  von  <f(x) 

PW-^        »  noch  ein  Glied 

wo   a  eine  positive  Zahl  ist.     In  dem  Px*'^^a(x)dtB 

Ausdrucke  J  "'^  ^     ' 
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WO  jB  :^  re     sa  setzen,  und  das  Integral  nach  der  negativen  Seite  der  Ordinaten 

in  den  Grensen  1=0,  A=2/r  sa  nehmen  nimmt.     Es  ist  aber  nnter  der  Vorans- 

iBt,  r  aber  ins  Unendliche  abnimmt,  dann  setsnng,   dass  (f(x)  iür  x  =  0  nich^  nn- 

hinsnsnfilgen,  wenn  man  die  AnBbiegnng  endlich  wird: 

X        y(«}  =  «g»    -     -\-a^x  -\-a^x        -f... 


f'" 


'^^  a  «+1     ^    «+2   ^ 


nnd  r  und  re       für  a;  setsend,   und  die  Differenz  beider  Werthe   nehmend  er- 
hält man: 

ein  AuBdmck ,  der  mit  abnehmendem  r  AbeciBsenaxe  erBtrecken.  Letzteres  wflrde 

immer  verBchwindet ;  es  hat  also  die  Art  sich    anch    ans   den  Betrachtungen  des 

der  Ansbiegung  keinen  ElnfluBB)  nnd  man  AbBcfanitts  10  ergeben,  wenn  man   das 

kann  das  Integral  auch  über  die  ganze  Integral: 

f        x^^\(x)dxr.  f        x'*''*<f.{x)dx+  r        x^'^^(f{x)dx 

Betat}  iand  «f,  i  ins  Unendlidie  abnehmen  Iftsst,   wo  dann  keine  Discontinnit&t 
erscheint. 

Es  ist  also  in  Formel  XXni: 

da—P 
m  MtMiL    Alao: 

•^-00  «p=i        1-2— ö»— 1)       •         1-2 -S- ••(-•-;?) 

oder  wenn  man  ganz  wie  oben  setzt: 

l»2«-«/>— 1         '       '^ 
nnd  ansserdem 

A+^i=^e 
d(tf— l)..»(fl^#+y-l) 
"«-P "  1.2---«-;i  ' 

so  kommt: 

Soll  hier  das  Beeile  vom  ImaginBren  getrennt  werden,  so  bemerke  man,  dass 
g(x)  för  reelles  x  anch  reell  bleibt,  wenn   diese  Function  immer  eindeutig  ist 

(also  anch  keine  mehrdeutige  Constanle  enthftlt).*)     Was  ic^"'^  anbetrifft,  so  ist 


^  Wbre  nimlich  z.  B.  if{t):=iA+Bi,  wo  t  reell  ist,  so  müsste  anoh  sein: 
^(l)=:il— ^t,  et  konnte  also  ip  keine  eindeutige  Function  sein. 
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für  positives  x  dieser  Ausdrnck  ebenfaUs  reell.    Für  negatives  x  aber  ist: 

(-if)      =-y      «    • 


wenn 

gesetEt  wird.  Es  serfUlt  also  unser  Integral  in: 

.+00    ^      .  /»+0O    ^      ,  /»+flO 


/-f-QO  I  /»TW    ^^ ,  /»-TW       - 
«"~  y.  («)</«=  /          sT'  f{x)dx^  \          jf         ff(-y)djfC0B7f 
00                             *^    0                                   «^    0 

+00 


-/, 


0 

Nehmen  wir  nur  den  letzten  Theil  and  schreiben  darin 


y*    *9.(— jf)<^sinffÄ. 


so  kommt: 


/ 


+Ä'^co8[(«-«+;i)*+|]l  XXVa 

Sei  noch  gegeben:  Warseln,  also  (f(x)  nur  Unendlichkeiten 

P(x)-lz(l-^Axi)  ersten  Grades,  eine  Voranssetsnng,  die 

"^  ^     '^^           ^'  übrigens    nicht  nothwendig  ist,  jedodi 

ein  Ansdmck,  der  ebenfalls  filr  reelles  das  Resultat  vereinfacht 

X    nicht    nnendlich     wird,     ansser    f&r  £s  ^ird  dann  «  = ;»  =  1.     Die  sweite 

a;  =  +oo.     Wir  denken  uns   aber  <f(x)  gamme  besteht  ans  einem  Qliede,   und 

so  beschaffen,    dass   fiir  diese  Werthe  man  hat,  wenn 

dennoch  F(x)»g(x)  verschwindet.    Setaen  «  =  1+1*4 

wir  der  Einiftchheit  wegen  voraus:    die  ^     .. 

1        ^  VU+iui)  =  i^+^» 

Gleichung:  —j-rr-O  hätte  nur  einfache  ^,     .  , 

"^    <ip(x)  gesetat  wird: 

+00 

lg  (l-,iri)  y.  («)  (te  =  -  2if  -T  (IT— Hi)  lg  (1-^fiÄ+Ut).            XXVI 

—00 

Die  Allgemeinheit  der  hier  gegebenen  Mittelpunkt  des  Kreises,   r  sein  Radius, 

Formeln    ist  ohne  Weiteres    ersichtiich,  und  allgemein  «rip+^i  ist. 

nnd  können  ans  ihrer  Specialisimng  viele  «  =  r  cos  a ,   q  =  r  sin  7, 

Resultate  abgeleitet  werden.  . 

44)  Fortsctaung  des  Obigen.  ^^  ^^  Integration  findet  in  den  Gren- 

In  Abschnitt 42)  gingen  wir  von  einem  ^en  a=0  nnd  ff=2n  statt,  also: 
Umfange  aus,  der  ein  unendlich  grosses 

J             P=i      f  «r(«)=\ft(-) 

das  erste  Integral  auf  einen  Kreis  mit  ^^^' 

beliebigem  Radius.    Die  rechte  Seite  um-  ^2jf          •                        /  VKO  v 

fasst  dann  alle' Discontinuitaten  ff     der  /       y(re^^rfir/.  =  2;rJrResl — ^  ).(£) 

Function  f(x)  innerhalb  dieses  Kreises.  ^                                            P 

Yorausgesetst  wird  noch,  dass  auf  der  Ist  ^(v)  eine  im  ganzen  Kreise  conti- 

Feripherie    selbst    keine    Discontinuität  nuirlidlie  Function,  so  findet  nur  eine 

statände«     Es  ist  nun,  wenn  der  An-  DIseontinuit&t  für  er  =  0  statt,  wo  der 

fangspunkt  der  Coordinaten  zugleich  der  l^enner  verschwindet;  dann  ist  wegen: 
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Bm 


•ho  in  diesem  Fdle:  "'»  j*****^  •"  "*"'*'  •"  »  •^''  «»»«• 

Sei  ferner: 

V'(rey'*)rfy  =  2«V<0).       (F)  V<*)=lg(l— ») 

0  und  der  Modul  von  s  kleiner  als  1,    so 

Seist  man  hierin  noch:  findet  ebenfalls  Continnit&t  statt;  es  ist: 

V<«0=A»+«»)»  ^(0)=0, 

sokommt:^  also: 

J  ]^(*+reVVy=2.A*),     (O)  J'-  lg(l-re^Vy  =  0. 

wo  /(x)  eine  eindeutige  und  continuirliche  j  . 

Function  ftlr  jeden  Werth  ron  • 

*  =  *+?«^  so  wird 

ist,  wo  Q  kleiner  als  r  sein  muss.  . 

Beispiele.    Sei  in  Formel  F:  lg(l— re     y")=p-.yi 

-t  sein,  also 

V<«)  =  iHi  ;i=ilg(l-.reyb(l-ra-y*> 

V'(0)=1.  =ilg(l— 2rco89.+r*). 

EinAnidmcky  der  so  lange  oontinuirlidi  jv    ^ 

bleibt,  als  in  zzzre^^  dieQrOsser  klei-  o^i 

ner  als  1  ist  (d.  h.  wo  der  analytische  Mo-  /* '  ^^   _  q 

dul  von  s  kleiner  als  1  ist).  Es  ist  also :  J  f^  " 

*/   0     1— r«V*  Z*-^ 

^  i    „  ^T       .«         /      lg(l— 2»-cosy.+r»)d^  =  0,  XXVin 

oder  wenn  man  Beelles  und  Imagin&res   J  q  t  •     /  t^ 

trennt: 

2fg      ^  80  lange  r  kleiner  als  1  ist. 

/^ — 7"  ^'^    -rfr/=2«  Sei  jetat  r  grösser  als  1,  so  ist 

0    l-2rcosf+r«  jedenfiüls: 

lg  (l-2r  cos  y.+r«)rfy  =  /       lgr>  rfy  +  /        lg(l-^  cos  y +;^)rfy. 

1 
Das  letzte  Integral  aber  verschwindet  nach  dem  Obigen ,  weil  -  kleiner  als  1  ist, 

und  man  hat: 

,7n 


0 

in 


lgr*<i^  =  i7ilgr, 


lg  (1— 2r  cos  ^-fr «)  <iy.  =  4;j  lg  r.  XXVIII  a 

0 

Die  Formeln  XXVlii  und  XXVIIIa  gelten,  je  nachdem  r  grösser  oder  kleiner 
als  1  ist;  für  r=l  ergibt  sich  noch  immer  der  Werth  Null,  denn  beide  Formeln 
gdm  in  diesen  ftr  diesen  Fall  über,  die  Function  hört  also  nicht  auf  continuirlich 
zu  sein. 

Es  ist  noeh: 

lg  (1— 2r  cos  9+r«)rf9.  =  /      +  / 
0  *^  0     ^  n 


leo 


] 


wo  die  Function  in  beiden  Integralen 
rechts  %a  erg&nzen  ist  Setit  man  im 
letzten  Integral 

so  ^wird  dasselbe: 

lg(l-2rco8  5  +  r')rf.^ 
0 

also  gleich  dem  ersten,  nnd 

2n 


also: 


0  ^0 


lg(l— 2r  cos  y +r»)  rfy  =  0 


oder  =2'ilgr,  XXVmb 

je  nachdem  r  nicht  grosser  oder  grösser 
als  Eins  ist. 
Bei  endlich  noch: 

V(«)  =  e'", 

ein  Ausdruck,   der  itlr  endliches  %  nicht 
discontinnirlidi  wird,  so  hat  man,  wenn 

gesetst  wird: 

/•''',6(cosy.+iiiny)^^2^^    XXIX 
J   0 
also: 

/"  ^6  cos  f^^  ^^  g.^  y  j  .  ^  2^^ 
0  XXIX  a 

/e*  coB  f^^  ^j  g.^  ^ j  j,^  _  ^  XXIXb 
0 

45)  Sechste  Methode.  (Ueber- 
gang  Tom  Beeilen  cum  Imagi- 
nären.) 

Diese  Methode,  welche  ebenfalls  eine 
leichte  Anwendung  der  in  Absdinitt  11 
und  12  enthaltenen  Prinsipien  ist,  hat 
folgenden  Zweck.  Es  kommt  häufig  vor, 
dass  ffir  bestimmte  Werthe  ron  Con- 
stanten entwickelte  Integrale  iur  allge- 
meinere Werthe  dieser  Constanten  lu 
bestimmen  sind,  und  oft  kann  dies  leicht 
durch  Transformationen  oder  Auflösung 
Ton  Dififerensialgleichungen  geschehen. 
So  war  das  im  Abschnitt  40  durch  beide 
Methoden  abgeleitete  Integral 


aunächst  fär  den  Fall  bekannt,  wo  «=0 

war.  Diese  Methoden  aber  finden  zu- 
weilen in  der  Anwendung  Schwierigkeit, 
wenn  man  statt  einer  reellen  Constante 
eine  imaginäre  einfuhrt;  es  ändert  sich 
dann  nämlich  bei  der  Substitution  in  der 
Regel  auch  der  Integrationsweg.  Dies  war 
z.  B.  bei  der  Entwicklung  der  Formel  III 
des  Abschnitts  38  der  Fall,  welche  mit- 
hin eine  Untersuchung  nOthig  machte,  ob 
nnd  welchen  Einflnss  diese  Aenderung 
auf  das  Resultat  bat. 

Statt  diese  Untersuchung  aber  in  jedem 
Falle  anzustellen,  gibt  Satz  I  des  Ab- 
schnitts 12  ein  für  allemal  «ine  sehr 
allgemeine  Formel,  welche  von  Canchy 
zuerst  gebraucht  worden  ist,  und  als  die 
eigentliche  Methode  des  Uebergangs  vom 
Beeilen  zum  Imaginären  bezeichnet  wer« 
den  kann. 

Der  bezeichnete  Satz  sagt,  dass: 

/[/(«,y)<'«?+/'i(«,y)4fl, 

wo  y  eine  beliebig  zu  bestimmende  Func- 
tion von  X  ist,  immer  gleich  Null  ist 
itlr  irgend  einen  geschlossenen  Umfang 
auf  dem  und  innerhalb  desselben  sich 
kein  mehrfacher  oder  Discontinuitätspunkt 
befindet,  falls  die  beiden  Functionen  f 
und  f^  die  Gleichung: 


erftUen. 


/CO 
o 


t  « 


dx 


Ist  nun  s  eine  beliebige  Function  von 
X  nnd  y,  so  ist  offenbar: 

dy         "  di        ' 

wie  man  leicht  durch  DifferenzHren  sieht, 
also  was  auch  q{z)  sei,  falls  nur  fOrdas 
gegebene  Flächenstäck  die  Continuitäta- 
und  Eindeutigkeitsbedingung  erfüllt  wird : 

Der  beliebig  zu  bestimmende  Umfang 
sei  nun  ein  Bechteck,  dessen  eine  Seite 
AB  der  Absdssenaxe,  die  andre  AC  aber 
der  Ordinatenaxe  parallel  sei,  und  wo 
den  Endpunkten  der  ersten  Seite  A  B 
(Figur  33)  die  Werthe 

«  =  <!      y=6, 

dem  Funkte  C  aber  die  Werthe: 
entsprechen. 


Im  «ratea  InUgnle  itt: 

X   Ewiichen  den  GrenMD  a  und  s, 
IQ  Dehnten, 

g  coniUnt  gleich  b. 
Im  iweiien  Integrale  iit : 

X  constant  gleich  a,, 

y    in    den   Grenien    b  oaä    A,    in 

Im  dritUD  iit: 

X  inrigchen   den    Oraiuen  d,  and  m 

ZEL  nehmen, 
y  coostant  gleich  i,. 


it  gleidi  4, 
y    nriicben  den    Oretuen    t,  nnd  i 
IQ  nehmen. 
B*    lernUt    dann  nnaer  Integral  in  4        Man  «rfaUt,  wenn 
ndere,  welche'  sich  Aber  die  Seiten  AB,  i=  ^(z.  y) 

SA,  i>C,  Cit  entrecken.  geieUt  wird: 

ün    in    dielen  Ansdnick  da«  Imagfntre  gjaicbei  Art  aber  llteili  mit  reellen  nnd 

einmfDhren,  hrancht  man  nnr  tu  aetaea:  Iheil*   mit  imaginiren   Conttanten    erge- 

t  =  w(x  ■)  =  •+«,  '^°'   "'*  ^'«  folgenden  Beiapele  aeigen 

..        ,    .^  werden. 
wo  w  oDd  c  ateta  reell  vnd  Fnnctionen       Beispiel  1.     Wir  «etien 
von  X  und  y  «ein  «ollen.    E«  wird  dann  '      ,_     ,    • 

far  jede  Wahl  der  Fanctionen    «  nnd  v  '/'(.',  >)-'+jn< 

•ich   eine   Belation    iwitchen   Integralen  to  wird  der  Anidmck  A  offenbar: 

f\(x+K)dT-f''\(x+b,i)jx  =  if  Vc-+r)«^-»/^'?(''.+yO''3' 

od«,  wenn  man  «=t=0  aMat  and  a„  i,  mit  o,  i  vertaiudit: 

•*    0  •'o  r    0  *'0 


g  «=t=0  aMat  and  a„  i,  mit  o,  i  vertaudit: 
_*  _i 

(B) 

J  "     0 

Alto  wenn  y(i)=e~*  , 

geaetat  wird: 


•/    0  ■'0  •'0 

^  dg  weiendich  reell    lat, 

0 

und    f     »~''dx  =  \Vn  war: 
J    0 

iVn  =  «*'  /      »~''w2bxdx  oder 

/ «         .  «-*'  /- 

/       e~*  oo«2i»ir=  -5— V«, 

eine  Fonnel,   welche  mit  Xlla  de«  Ab«cb]iitt«  89  Bbereinatlmmt. 
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Der  Vergleich  der  im^giniren  Theile  gibt  dagegen: 

eine  Formel,  die  freilich  nnr  zu  einem  durch  ein  anderes  Integral  auBgedrAcktem 
Werthe  des  bezeichneten  Integrals  führt. 

Beispiel  2.     Sei  jetst:  u  =:  ax,  v  =  j^,  so  eingibt  sich  eine  in  weit  mehr 
FiUen  anwendbare  Formel. 

Es  ist  nämlich: 

und  die  Formel  Ä  wird,  wenn  man  wieder 

setst: 

(c+W)  r    y[«(a+W)]d:r-ß  r     ifiax)dx  =  iar    ylfl(«+yi)j<'y.         (C) 

Wenn  die  Function  if>  so  besdudfen  ist,  dass  für  positires  unendlich  grosses  a 
der  Ansdnick  aq  [«(a+yt)]  fftr  jedes  y  yerschwindet,  ist  noch : 

(«+W)r    7[a<«+W)]i»=«/'    y(«x)<te  (D) 

•/    0  *^    0 

und  diese  Formel  führt  ein  Integrfd  mit  complexer  Constante  ohne  weiteres  auf 
dasselbe  Integral  fOr  den  Fall  zurück,  wo  der  imaginäre  Theil  der  Constante 
Null  ist 


Ist  z.  B. 


yw=«        e      , 


wo  n  reell  ist,  so  hat  man: 

0  («+*»)  0 

e    ^'^J*      dxj  von  dem  bald  ausführlicher  die  Bede  sein 
0 
wird,  l&sst  sich  im  Allgemeinen  nicht  bestimmen ;  es  ist  aber,  wenn  wir  noch 

a=rcos^,    6=rsin^ 
setzen : 

e  X        ax=(cos^)  c  i       e        x        ax, 

0  «^0 

Dies  Besnltat  nimmt  eine  noch  etwas   einfachere  Form  an,  wenn  wir  den 
Ausdruck 


r 


e""*x*""*rfr  =  /Xn), 


0 

mit  dem  wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben,  einführen.    Es  ist  dann,  weon  man 
ttx^jf  setzt: 


•/     0  o" 
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atoo; 


J 


0 


oder  wenn  wir  das  Reelle  vom  Imaginären  trennen: 


/ 


0  r* 

*«— '«-*''«***sin(r.in*)ifc=!i5^lX«).  XXXIb 

0  r" 


'   Beiondere  Beachtung  aber  rnnsi   der  Fall  finden,  wo   ^sjr  iat;  man  bat 

dann  ans  den  Formeln  XXXI,  XXXIa  nnd  XXXIb,   ibre  OUtigkeit  fdr  diesen 
FaH  vorausgesetzt. 


/ 


0 


ein  Sesultal,  weldies  gleichbedeatend  ist  mit: 


/ 


CO  f»-t 

0  •■ 


da  dat  Yorseichen  von  i  auch  das  negatire  sein  kann.     In  den  beiden  Formeln 
gibt,  wenn  man  Reelles  und  Imagin&res  trennt: 


/ 

/ 


IUI 
QO  COS  -X- 

C08  (rx)  «*  ~  ^  <i»  =s Ün),  XXXU  a 

u 

Bin  ^ 
sin  (ra?)  **"'  <6r  =  — —^^)'  XXXIT  b 


Den  Formeln  XXXII  kommt  aber  kei-  ,    .^_  n,  .vtt — \  — oiyi 

neswegs    die   aUgemeine  Giütigkeit   der  «y^^y»;--«  Cy»;        «         ; 

Fonneln  XXH  «»•     „      .  ^,             .  ^  hier  ist  f^^^  ftr  wachsendes   a   nn- 

Bei    allen    diewn    Entwicklungen    ist  bestimmt,   nnd  der  Ausdruck  verschwin- 

nambdi  Toran^esetst,  dass  die  Function  ^^^  ^^^  ^^^^  ^  ^^^^^  ^^^ 

7.(«)=*"^  «    *  so  beechaffen  sei,  dass  «vV'ir  werden  jedoch  bald  sehen,  dasa 

der  Auadmck:  der  Ausdruck  r(ft)   keinen  Sinn  mehr 

««rfl(«+»01  =  «%+^)"^^e"^^""*"y*^  «i^*»    w«nn  n  negativ  ist,   also   dieser 

..         v      ;i           Ja     xet  ^i,  FaJl  überhaupt  ansuuschliessen  ist.    Ue- 

mit  wadisendem  a  ftr  jeden  WerA  von  ^„.           ^^Z*  ^^^    ^^^              Resultat 

y   versdiwindet;  dies   ist   nun  offenbar  ^J.^^      ^^„^      ycrschwindet,  da  dann 

immer  der  Fall,  wenn  a  positiv  ist,  und  ^^  Inteeral 

dieae   Bedingung    ist    in    den   Formeln  '^^ 

XXXI  fllr  a=:r co8^  hininzufligen ,    sie  p^  _^  n— l^       /**  n— l. 

spricht  ava,  daas  der  Winkel  »  im  er-  /       *        *        äx=J      x        4x 

sten  oder  vierten  Quadranten  liegen  soll,  *^    ^                                  ^ 

da  r  stets  positiv  genommen  wird.     In  wird,  und  sieb  hierfür  ein  unendlich  gros- 

^««TT-ii*.  «lui,.   •«  A-"      .1.»   «-n  »»  Werth   ergibt,   die   Einführung   der 

demFalle  aber,  wo  *-.y,    also   «-0  y^^^^j^n   p^^J  .jeh  also  nicht  recht- 

wild,  wie  es  in  den  Formeha  XXXII  der  fertigt.     Ob  und  in  welchen  FäUen  die 

Fall  war,  erhAlt  man:  Formeln  XXXII  noch  Gültigkeit  haben, 
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J8t  direct  m  ontorsachen.    Wir  wenden  stimmten  und   endlichen  Werth,  so  itl 

bei  dieser  Untersnchuog  diejenigen  Prin-  ^  «    ^ 

sipien  an,  die  uns  schon  in  Abschnitt  38   dies  der  Grenzwert  von  #      e        f[xydx 

e  dx  VBlt  fbr  den  Fall,  dass  a  gleich  Null  ist.'* 

u  '^  Die  Richtigkeit  dieses  Satses  zeigt  folr 

den  Fall  gaben,  dass  a  gleich  Null  war.   gende  Betrachtung.    Sei: 

Wir  können  den  Satz,  der  diesen  Be-  ^ 

trachtaagen  za  Grande  liegt,  etwas  all-  /    f(x)  dx  =  tf(x), 

gemeiner  mit  den  Worten  aussprechen:  •/   o 

rso  ist: 

f{x)  dx  einen  be-  f(x)  =  t^'(x) 
und 

/    0  «^0  /    0 

Das  letzte  Glied  folgt  durch  theilweises  Integriren,    wobei  der  Theil  aiisseriialb 
des  Integralzeichens  Terschwindet.    Knn  ist 

lOO  /■  C         g  CO 


/      t^^^ix^Ax-l    «■"^y(*)<te  +  /      e''^if{x)dx. 
•/    0  »^0  ^   e 

Sei  nun  o  ein  mittlerer  Werth  ron  if(x)  in  den  Grenzen  0  und  <f,  o  ein  solcher 
in  den  Grenzen  e  und  oo,  da  ^(x)  för  x  =  oo  nicht  discontinuirlich  wird,  so  ist 
n«Gb  einem  schon  oft  angewandten^  Satze : 


J*"^  «""*y(*)*p  =  (l-«-«*')^+«-«*<r. 


MOge  jetzt  c  ins  Unendliche  wachsen,  wahrend  a  abnimmt;  jedoch  sei  dies  in 
dem  Masse  der  Fall,  dass  ore  noch  immer  nach  Kuli  hin  abnimmt.  Es  ist  dies 
z.  B.  der  Fall,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  dann  ae  mit  a  gleichzeitig  rerschwindet.    Man  hat  dann: 


/r^f{x)dx-ar    [e'^^'<f(x)dxs<f. 
0  *^    0 

ü  aber  war  ein  Mittelwerth  von  ^(0)  und   9(00),   was  mit  wachsendem  e  den 

»00 


Werth  y  (00),  also   /     f{x)dx  ergibt 

J   0 


Dieser  allgemeine  Satz  zeigt  für  unsem  Fall,  dass  die  Ausdrücke  XXXII a 

und  b  noch  Gültigkeit  haben,  wenn  die  Integrale  links  endliche  und  bestimmte 
Grossen  sind.    £s  ist: 

2       ?2  (.t+i)- 

►OO  ^r        ^  r  ^^       'r 


/nnrxx*^^^dx=  f    +  f     +  •••  +/ 


■f-  «  •  • 
tn 

r 


Da  X  immer  positiv  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  von  sinr«  das  der  einzelnen 
Integrale  bestimmen,  und  das  erste  Integral  rechts  ist  positiT,  das  zweite  nega- 
tiv u.  s.  w.    Bs  ist  also: 

r 


1^ 

wo  ff  ein  eehter  potitirer  •  Brack  ist;   also  die  Orensep  dieies  Aasdracks  ^gebon 
sich,  wenn  muk  «=0  und  «cl  setzt: 

UtT' -ft^ '■"■'-' ^<U'^)'-'- 

r 

Ist  mm  n  ein  echter  Brach,    so  wird       Ffkr  »=0  gibtXXXÜb  dieFoimellll 

offenbar  die  Beihe  derZahlen:  (inf^\  '^*'  Abschnitts  38 

K«  +  l)7r]*""   •••immer  abnehmen,  und     P     »if^rx,_n  «ftcu«^  :.♦ 
da  die   Zeichen  der  Integrale  wechseln,  J  p    ^^2'  ''*°''  *^  ^**"*'''  "*» 
so  bilden  dieselben  elneS^ihe  immer  ab- 
nehmender Glieder  mit  wechselnden  Vor-  ^^^ 
seichen,  eine  solche  Beihe  aber  hat  nach      pCO  gj^^  ^^            ^  . 

einem  Satze  von  denBeihen  immer  eine     /       djes:— -,  wenn  r  negativ  ist, 

endliche  Snmme,  also  nnser  Integral  dann  «/   o       '  ^ 

einen   endlichen  Werth«     Ist  n  grosser       Setzen   wir   noch    die   zweite  Formel 

als    1,   so  findet   dies  nicht  mehr  statt,  XXXII  fi= j-,  xrr(y+a)',  so  kommt: 
Das   Integral    XXXUa    kann   natürlich  .^ 

ganz    fthnlichen  Betrachtungen  nnterwor-  o  /*         /(^ +")'•/!«# -—/i  j-i^  ^a^ 
fen   werden,    nur   sind,    damit    in  den     J   _«  "¥ - y^K^^V ^  Kfh 

Theilintegralen   die  Zeichen  des  Cosinns 
sich    nicht   andera,    statt    der    Grenzen   ^^ 

-  ^  .,  nehmen  (ff+i)^.  (s4-|)^.  =4  n     .,    n        1 

Die  Formeln  XXXH  sind   also  dann         *      -<^ö"  J+»""j  -  7^(1+0 

immer    und   nur  dann  gültig,    wenn  n  s^*     w«  ist  aber 

zwischen  Null  und  Eins  liegt    Die  hier  '*** 
gegebenen    Betrachtungen    rühren    von  ^^  — a? 

Dirichlet  her.     Uebrigens  ist  in  diesen  r(i)  =  |      ^-j^-dx-Vn 

Formeln   immer  voraaegesetzt,     dass  r  J        yi 

positiv  sei.  ^ 

(vergleiche  Abschnitt  39,  Formel  Xb). 
— «  4      f  2 


/ 


hierin  noch  — a  für  er  gesetzt: 


y 


.•*•-"»).,=.       'S+äyl 


und  indem  man  im  letzten  Besultate  die  Grenzen  umkehrt  und  — y  für  y  setzt: 
J^.H(y.+,^)  ^^   --'*  (1+2     /| 

Dieser  Ausdrack  zu  XXXm  addirt  gibt: 

•^     — QO  f  ? 

Wenn  wir  die  Formel  XXXI 


j 


c  «        o»  = rfn) 

0  ^ 


mit  der  zur  Entwicklung  dieser  Formel  nOthigen  andera  hier  gegebenen: 


/ 
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e        x^      </x  =  — r(fi}  angibty  1)  wo  «  eine  reelle pothiTe ZaU, 

0  r**  2)  wo  a  eine  complexe  Zahl  ist,   deren 

nnd  d^r  Formel  XXXII;  «^«f"«'  Tb«l  positiv  ist,   3)  wo  «  eine 

rem  imaginilre  Zahl  ist.     WAhrend  aber 
QQ  —  «i?i  ^°  ^^^  beiden  ersten  FUlen  die  Formeln 

_^jpj  ^ I         «2  für  jeden  positiven  Werth  von  n  gelten, 

X     ,  <fe=— —  r(n)        ist  die  dritte    nur   fftr  positive   Werthe 
r  von  n,  welche  kleiner  als  1  sind,  gültig. 

vergleidien,  so  bemerken  wir,  dass  der       46)    An  die  letsten  Formeln  woUan 
^Ansdmck:  wir  jetzt  noch   einige  besonders  instnic- 


/ 


/ 


Q^  tive  Entwicklungen  knfipfen. 

Zunächst  schreiben  wir  die 
mein  XXXII  unter  der  Gestalt: 


e        X        dx  Zunächst  schreiben  wir  die  beiden  For- 


00   |.^  n. 

f     •— _ix  =  -ieVr(l-«)r«-\  1) 

0       * 

t—dx:=+ie      2    r(l-«)r«-«,  2) 

0     * 

wo  1 — n  gleich  a  gesetzt  wurde,    also  a       Eine  Mehrdeutigkeit  könnte  hierbei  nur 

eine  positive  zwischen  0  und  1  liegende  in  dem  ganz  bestimmten  FaUe  stattfinden, 

Zahl  ist.  wo  ti  eine  negativ  reelle  Zahl  ist,  dann 

Im  Folgenden  werden   öfter  negative  ist  nämlich: 
mid  imaginäre  Grössen  zu  einer  positiven  i     • 

Potenz  a  erhoben  werden,  welche   ein  «i=^a —    , 

Bmch  ist.     Um  Mehrdeutigkeit  zu  ver-  i^i^^ 
meiden,  denken  wir,  dass  dem  oomplexen  fg      gg  ^jffgi 

Ausdrucke  u  jedesmal  die  Form    pe  ,  ,   .^   ,^       .  T          ,                . 

gegeben  werde,   wo  der  Modul  g   also  ^^^  beide  VorzeiiAen  gebyn  einen  Atcm, 

jedenfalls    positiv    ist.     &   kann  jeden  ^?»««°  t^*?*'*';'  ^"""^  derselbe  ist.  bi 

Werth   von  -jf  bis  +n  haben,    also  ^?«»«™  ^'^^  müssten  also  beiden  Voraei- 

mu$   positiv    oder   negativ,    jedenfalls  ^°®°  genommen  werden, 

aber  kleiner  als  n  oder  höchstea«  gleich  Ist  jetzt  x  reell  und  positiv,   so  hat 

dieser  Grösse  sein.    Es  ist  dann:  man: 

«»  =  xe*  • 
wo  s  jede  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann.  ^ 

Wir    aber   nehmen  ein  fAr  aUemal  an, 

dass  im  Exponenten  der  absolut  kleinste  --«i 

Arcus,    also  der,  wo  s=:Oist,  stehe,  so  (xi)  =x  s2    ; 

^"^  ^  .  somit  erhalten  wir  aus  Formel  1)  und 

•*  =^  *  2),  wenn  wir   im  Nonner  {xtf  fär    J* 

ist,  und  ^  zwischen  n  und  +7T  liegt.        schreiben: 


/ 
j 


*    -rari 


0 

GO 


— — ite=-ir(l-i»)r*"\  3) 

(xif 


In  die  Integrale  1),  2),  8),  4)  aber  setzen  wir  x+U  statt  x,  Werthe  Ar  die  na- 
tCürUch  die  Ausdr&cke  rechts  sonächst  keine  Gftttigkeii  haben.     Indees  kdanea 
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wir  uns  in  ihrer  Bestimmung  der  Formel  B  des  vorigen  Abschnittes  bedienen. 
Es  ist,^  wenn  wir  in  dieser  Formel  a=:aD'  setzen,  und  berücksichtigen,    dass   in 

/•        A 
(f(ti-\-jf%)  immer  verschwindet,  wenn  a  positiv  ist: 
0 


1 

a 


Die   gftnse  EntwicUnngsweise,   der  wir  sitivist.    Diese  wird  aber  gehoben,  wenn 

die  Formel  A  des  vorigen  Abschnittes  man  berücksichtigt,  dass 

verdanken,  setit  voraus,  dass  die  Potenz  *_A  -     '* 

im  Nenner  der  Integrale   links  und  der   . xi—b^^e    , 

zweiten    Integrale    rechU    immer     den  ™°^''  ?*"^°  ^^^  '    «»thüt,   weldier 

kleinsten  Arcus    habe.     Denn  die  vier  P^»»«»^  «^  «o  lange  x,  wie  hier,  immer 

Seiten  des  Bechtecka,  auf  welchen   die  ^*?""^  der  Int^ation   positiv  bleibt; 

Integrale  genommen  wurden,  müssen  sich  *f  .*"  ^^^  f"**  ^^  *=0  der  Arcus  po- 

derart  an  einander  schliessen,  dass  die  V.J'i  nehmen,   und  da  y  im  letzten 

Argumente  dieselben  bleiben;  da  nun  im  ^^^^«^^^  »>«  *  «<*»,  »o  ist 

ersten  Integrale  rechts  immer  der  kleinste  — y  =ye^* 

Arcus  genommen  ist,  so  mnes  dies  auch  hier  mit  dem  positiven  Werthe  des  Ar- 

bei   den   anderen  Integralen   geschehen,  cus  zu  versehen. 

Jedoch  enthalten  die  letzten  Integrale  Seut  man  jetzt  in  die  letzten  vier  For- 
der beiden  letzten  Formeln  noch  eine  mein  für  die  ersten  Integrale  rechts  ihr« 
Zweideutigkeit  in  dem  Falle,  wo  b  po-  Werthe  ein,  so  kommt: 


QO    -/-  i_l:\;  4 


6) 


«    -r(«+«)i  *  ,y. 


0  (*•-*)  o(-y) 


00 


2^-r(x+*i)l      ,,       ».ry^ 


8) 


Wenn  man  in  diese  Formeln  noch  —6  für  6  setzt,  so  ergibt  sich,  wenn 
man  noch  x  mit  —  x,  y  mit  — y  vertauscht,  die  Grenzen  der  Integration  aber 
umkehrt: 
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an. 


/  -äx-  i  r  i ?y=  -ir—  •  /•(l-.)(-l)« 

Der  Factor  (~^1)  rechte  ist  entstan-  wo  das  obere  Zeichen  auf  positive,  das 
den,  indem  man  den  Werth  (— «— 6i)"  '"*'®^®  *^^  negative  Werthe  von  6  geht, 
in  den    beiden   ersten  Formeln    in    die       ^^  den  beiden  letzten  Formeln  ist 

Factoren  (-l)«(aH-«)",  sowie  (-xi+6)«     -^+x»^^e(*-'')' oder   =  ^e"^*, 

zerlegte,    ebenso    mit  {—yif  und  (y)"  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist, 

verfahrt,  nnd  mit  dem  ersten  Factor  die  vnd 

entsprechende  Oleichnngmnltiplicirt.   Die  ^^  ^»i— 3)i 

Werthe  von  (-1)«    sind    noch   zu   be-  ^-«=?«   *  oder  =^e^ 

stimmen.  unter  denselben  Bedingungen.    Also: 

a?  +  W=^e±('»-"^>  a  *«t_,     -v«  a  «(*— ;r)t 

^  ^  «       =( — 1)  ^  e  ^         * 

WQ  ^  im   ersten  Quadranten  liegt  und  im  ersten  Falle, 
das   obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist,  je  nachdem  h  positiv  oder  ne-  p^c"^" — ^^^-(—ifo^e — "^ 
gativ  ist,  denn  «  ist  immer  während  der  -\      J  ^ 

ganzen  Integration  negativ.  im  zweiten  Falle.  Für  positives  oder  ne- 

ZL^  gatives  b  ist  also  in  den  beiden  letzten 

— jf— 6t=^e"r"    ,  Formeln: 

unter    denselben  Voraussetzungen.     Es  ,     ^.«_  Trat 

ist  also:  ( — 1/  ^* 

a  +^ftt    ,     ^.a  «  4./;j— «^w  Unter  diesen  Voraussetzungen   addire 

P  *          -(""!)?  «— ^             •  man  jetzt  die  vier  letzte^  Formeln  zu 

Es  ist  also  in  die  beiden  ersten  For-  ^en  mit  5X  6),  7),  8)  bezeichneten,  der- 

meln  zu  setzen:  art,  dass   die  zweite  mit  5),   die   erste 

I       .  mit  6),  die  vierte  mit  7),  die  dritte  mit 

( — 1)  =«— ^    ,  8)  verbunden  wird,  wodurch  sich  ergibt: 


/ 


+«^  ri(*  +  «)  _?ü 


<te=0  oder    =te      «     r**-'  r(l—a)(l-^ '""•), 
-00     (*+«)" 

je  nachdem  6  positiv  oder  negativ  ist. 

« 

Ffir  den  letzten  Werth  kann  man  auch  schreiben: 

cor. 

2«^     r"~'r(l-a)sin(a»). 
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Also  wenn  num  h  immer  potitiT  denkt: 

I  d!r  =  0  oder  =2«2    r"     '  r(l-a)  »in«».  9) 

Ebenso  erhAlt  man: 

/  <fe=2fl      2    r*-'r(l-«)8Jnaw  oder  =0,        10) 


—CO 


{x±hif 


f 


— oo 


/ 


^rfar=2r"""'^  FiX^e)  sin  wf,  11) 

(a:i-6)« 

+*»  ^-ri(x+6i) 

-(i»=0.  12) 

In  den  beiden  letiten  Formeln  kann  b    .„„v^.   «,,  „.^♦t-.,  „  „i^*«i.       1 
positiT  nnd  negativ  .ein.    In  den  beiden  ^"^  ^  negative,  x  gleich  -— - 

ersten  entspricht  der   obere  Werth  dem  v     '/ 

positiven,  der  nntere  dem  negativen  Zei-       Es  ist  also  sowohl  der  reelle  als  der 
eben  von  6.  mit  t  multiplicirte  Tbeil  von 

Die  Formeln^  und  12  sind  nnter  der  —  (^    j.,.  *  —  <f 

Bedingung  entwickelt,   dass  a  ein  posi-  P        «—  ^dx       C       «'(—a?) 

tiver  echter  Bruch  ist,  r  kann  nicht  Null  /  I     "^^  /  Z, 

sein.     Der  Fall,  wo    h   gleich  Null  ist,  -.,        (**)  J,    (— *) 

macht  eine  besondere  Discussion  nöthig.  abgesehen  vom  Vorzeichen.    Der  Aus- 

In  den  Formeln  11   und  12  b  e,bt  ftr  ^^^  ^^^  ^^      ^^ 
diesen   Fall  der  Ausdruck  rechts  conti-  ^ 

nnirlich.     In  dem  Ausdrucke  links  wird  (f^""* #^""* 

e±^'*  lZ"i ' 

die  Function fÄr  *  gleich  Null  „.  ^  .       .  „         j   j         .^   . 

f  .V«  'Eben  so   ist  der  reelle  und  der  mit  t 

«.  ,.     X  .       .      .      *     .      ,_  multiplicirte  Theil  von 

unendlich.    Indess  ist  der  Ausdruck: 

«i**^        1    ^  r        «-*"** Ar       r   rf« 

e 


wenn  jr  positiv  ist,  wo  *  eine  von  x  nnd  der  Ausdruck  rechts  gleich 
abhängige  reelle  Zahl  ist,  also  der  Mo- 
dul dieses  Ausdruckes  jedenfalls   gleich  1^     ^ — t^^^ 

— ,   dagegen  ist  der  Modul  dieses  Aus-  1 — ^ 

x^  Setst  man  also  das  Integral: 

+  00    -i-rxi  -*  -<^  +'  +« 

/  '-^-f  *f  'f  '■/  ■ 

— oo      V^)  —00  — #  +«  +# 

so  werden  die  beiden  mittlem  Integrale  gesetzt  werden,   ohne  dass  das  Integral 

für  unendlich  kleines  <  und  cT  von  diesen  aufhört  eine  bestimmte  Summe  su  haben, 

GhrOssen  unabhängig,   und  nehmen  nach  und  somit  bleiben  für  6=0  die  Formeln 

Null  hin  ab,  wenn  man   auch  s  und  I  11  und  14  noch  richtig.    Diese  Schlüsse 

abnehmen  lässt.    Es  kann  also  aber  würden  falsch  sein,  wenn  <r>l  w&re, 

i  =  (f=0  weil  dann 

12 
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i^a  Je  nftchdem  man  nun  das  obere  oder 

"     '                             untere  Zeichen  nimmt,  also 
■  ^M 
eben  so   wie  d  würde.  , i\"—   i""* 

Die  Formeln 9  nnd  10  geben  für  6-0  " 
rechts  discontinuirliche  Werthe.  Für  die  «ctzt,  wird  anch  der  obere  oder  untere 
Ausdrücke  links  aber  gelten  die  obigen  Werth  gelten.  Diese  Betrachtungen  sind 
Schlüsse  noch.  Die  Formeln  9  und  10  *'»»*  genauen  Ermittelung  der  Werthe  be- 
gelten also  für  6  =  0  noch,  werden  aber  stimmter  Integrale  ganz  unerlftsslich,  und 
sweiwerthig.  In  der  That  wird  im  ne-  "t  daher  hier  etwas  ausführlicher  auf 
gfttiven  Theile  des  Integrals  dieselben  eingegangen. 

_   a  -{-not  ^^  Falle,   wo   6  gleich  Null  ist,   ist 

xa  —  Q  €          ,  j^igQ  ^ig  Bedingung,   dass  a   ein    echter 

also  zweideutig,   ganz  wie  oben  gezeigt   Bruch    sei,    fUr    die   Gültigkeit    unserer 

wurde.  Formeln  ganz  unerlässlich. 

In  allen  andern  Füllen  aber  sind  die  Resultate   9  bis  12   einer  Erweiterung 
fähig.    Es  ist  nümlich,  ob  r  positiv  oder  negativ  sei, 

*'_«,     (»+«)"       ~W («  +  «)«      «(-«  +  «)«  "   J_^  (x+W)"+* 

wie  sich  durch  theilweises  Integriren  eigibt,  und  da  der  Muserhslb  de«  Integral- 
seichen«  befindliche  Theil  veracbwindet: 

Ebenso  erhält  man: 


—00 


(xi^-br  ''—OD  (*»—*) 


oder: 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich,  wenn  s  eine  belie- 
bige ganze  positive  Zahl  ist: 


n 


•/  («-6)«+'  "(«+i)(«4-2)...(«H-«)J^  (*i-6)" 


Wir  anticipiren  jetztzwei  Formeln,  die      r(a)«(«4-l)(«+2)"«(rt-|-«)  =  r(a+«)- 
fa  Abschnitt  49  bewiesen  werden  sollen.   ^^^^^  ^^  ^5^^^  Ausdrücke  in  9,   10, 
Die  erste  ist:  ^^   j2  ein,  und  dividiren  durch 


n 


r(l-«)«in««=j^.  ,+r»^ 

Di«  iweite:  so  kommt,  wenn  man  jl  fttr  a-|-«  «chreibt: 
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/ 


B      dx      -     ^          2.1«        r         e       "^ 
=  0  oder  = 


-OD     ('±«) 


+00   -, 


•vi 


JXA) 


XXXIV 


/•         «2^    2/1«       *    r^-^ 

7     /^.^vZ 


-« (*±«) 


ryi) 


oder  =0 


■oo 


+«>      rix        «_.A-I    +r& 


2;ir' 


r(A) 


XXXIVb 


/ 


+  00    — rw 
« 


(xt+6)^ 


=0. 


XXXIVc 


Pie  Formeln  ^Iten  fllr  positives  r,  aber  47)  Der  Formel  D  des  Abschnitts  45 

nicht  fAr  r=:0,  für  jedes  positive  X  nnd  wollen  wir  noch  eine  Anwendung  ent- 

6,  fftr  6=0  noch  dann,  wenn  l  kleiner  nehmen, 

als  Eins  ist.  Sei  darin 

Durch  die  Addition  und   Subtraction  ^  v       n — i  — (j:+c)* 

dieser  Formeln  Hessen  sich  hieraus  noch  if[X)-.x        « 

mancherlei  Resultate  herleiten,  auch  sind  eine  Grösse ,   die  offenbar  der  dort  ans- 

in  denselben  als  specielle  FftUe  eine  grosse  gesprochenen  Bedingung  genfigt,   es  ist 

Ansahl  bestimmter  Integrale  enthalten,  also: 


•/     0  • '    0 


oder  da 


»OD 


J     A  «»•/      0 


wie  man  ersieht,  wenn  man  x  f&r  ux  schreibt,  so  erhält  man  durch  Trennung 
des  Beeilen  vom  Imaginären,  wenn  man  noch: 

a-\-hizire^^ 
setst; 


j 


00 


u 


6»«»— (c  +  ffX)« 


^  1 

cos  [2Aa?(«ar + c)]jc         <te  = 


'^"^      /**  «-  (*+*)'«"-'««»         XXXV 


(n«+4«)ä 

.r*e-(*+«)V-'rf«.       XXXV» 

J      A 


sinnjl 


n.^    0 

(««+&«)3 


Es  ist  hierin  r  wieder  gleich  ]/a*+6^  gesetzt,  also 


tgA=-. 
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wo  $  unendlich  klein  igt,  und  ic  fiir  «— «  gesetzt  wurde;  auf  diesem  Wege 
ändert  eich  F{a)  nicht,  voraosgeeetzt,  dass  F(u)  in  der  Nähe  von  u  =  x  con- 
tinuirlich  bleibt.  Findet  dies  nicht  statt,  so  mnss  der  Fall  besonders  unter- 
sucht werden. 


/sin  ku 
du  kann  man  auch  nehmen: 

—  f 


+00  00 

/sin*«  /•      sinibtt . 

-jrdu  =  2j       -^du=n. 

—00  0 

(Siehe  Formel  III.).  Denn  gans  wie  eben  gezeigt  wurde,  ergibt  sich,  dass  auf  der 
nicht  zwischen  — #  und  +#  liegenden  Strecke  unser  Integral  verschwindet 
Man  hat  also: 

1    /»+Q0     /•» 

—  /  /       ^(«)cose(a?-a)d^rf«=F(»),  A) 
"  •/    —CO  *^    0 

wo  Ar =00  gesetzt  worden  ist. 

Vertauscht  man  noch  q  mit  —  ^,  so  ergibt  sich^^: 

—  /  /  co8^(«— o)<^rf«=F(ar) 

^J     —00  »^     —00 

und  dies  Besultat  zu  A)  addirt  gibt: 

+00       /»+00 
W    -00    ^      -00 

Die  Formeln  A  und  B  heissen  nach  ihrem  Erfinder  die  Fourrierschen  Integrale. 
X  muss  natflrlich  hierbei  reell  sein. 

Springt  F(x)  fttr  irgend  einen  Werth  von  x  plötzlich  von  einem  Werth  zum 
andern,  ist  also  F(«— «)  von  F(a;+f)  verschieden,  wenn  t  unendlich  klein  ist, 
so  hat  man: 

x+s  0  «+s 


1      /»+00       /»+00 

^1  I  F{a)coBQ(x-tt)dQda=F{x).  B) 


/F(ff)sinlr(j:-tt)rf«^   /•  /• 


x—i  X — ff  0 

oder,  indem  man  wieder  x — a=ic  setzt: 

—ff  0 

Wahrend  der  Integration  sind  wegen  des  unendlichen  kleinen  ff,  die  Grössen 
F(x — n),  F(x-i-u)  als  constant  zu  betrachten,  wenn  u  nur  den  Werth  •  nicht 
überschreitet;  man  erhält  also: 

0  ff 

P('-^)f    '^du  +  F(x+.)f'^du=^[F(x+,)+F{x^,)]. 

—ff  0 

Es  stellen  also,  wenn  x  discontinuirlich  und  B   ist  noch  die  Bemerkung  nöthig, 

wird,  die  Formeln  A  und  B  nicht  mehr  dass  in  dem  Ausdruck   links    nur  die- 

F{x)t    sondern   die   arithmetische  Mitte  jenigen  Werthe    von  F(a)   vorkonunen, 

der  beiden  Werthe  F(x — t)  und  F(x-ht)  die  x  unendlich  nahe  sind,  also  die  Iden- 

dar.  tität  ganz  abgesehen  von   dem   weitem 

Zum  völligen  Verständnisse  der  in  der  Verlauf  der  Function   F(x)    stattfindet. 

Analysfs    höchst    wichtigen  Formeln  A  Man  kann  derselben   also  in  beliebigen 
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Streoken ,  voraasgesetot,  dass  in  denel-  als  fi  ist ,  dagegen  gleich  q{x)^  wenn  x 

ben  X  reell  ist,   auch  beliebige  Werthe  grosser  als  (a  ist,  so  rerschwindet  links 

geben.  im  Ausdrucke  B  der   ganze  Theil  des 

Nimmt  man  z.  B.  an,  F{x)  sei  immer  Integrals  nach  a,  der  unter  fi  liegt,  und 

gleich  Null,  wenn  x  analytisch  kleiner  man  hat: 

g- I  /  y(a)co8^(z — €t)dqdazz(i{x)  oder   =0,  C) 

je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner  als  (a  ist. 
Setzt  man  femer 

wenn  x  positiv  ist,  und 

wenn  x  negativ  ist,  so  hat  man  in  A  links: 

—  I  I  y( — a)cos^(« — a)d^dct'\ —  1  /  y(nr)cos^(« — a)<l^<<a 

n  J   — fj^J    0  ^  ß    0      J    0 

oder  wenn  man  im  ersten  Integral  er  für  — a  setzt, 

—  /        /       7(«)coitxcos^«rforfo  =  y(4r)  oder  =:y( — ^j:),  D) 

yt  J      Q     J      0 

je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Soll  aber 

F(x)  =  — y  ( — x) 

iGlr  negatives  x  sein,  so  erh&lt  man  ebenso: 

—  /        /        y(«)sinD«Bin^ad^rfa  =  y(a:)  oder  = — 7(--«).  E) 
w./    0  »^    0 

Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke   in       Unter  denselben  Bedingungen  gibt  For- 
der  Theorie    der   bestimmten    Integrale   mel  £: 
besteht  darin,  dass  man  den  Functionen  ^ 

F(o),  <f(x)  solche  Werthe  gibt,   das  eine  /»       d^  sin^a»  _  n    — kx 

der  beiden  Integrationen  ausgeführt  wer-  I        9  k'  -ho*   ^  ^  * 

den  kann.     Man   erhält  dann  links  ein  q  ° 

einfaches  Integral,  rechts  seinen  Werth.   ^ 

Beispiel.    Setze  man  in  Formel  D:  jf    jgjg 

80  ist:  Diese  Resultate  sind  uns  schon  bekannt. 

QQ  Man  sieht  leicht,   welche  grosse  Menge 

/*  k                  von  andern  Formeln  aus   den  Fouirier- 

I       y-  (a)  008  ^<t  da  =,,,.»  sehen  Integralen  gefunden  werden  können. 

0  ^                 Wir  geben  indess  nur  noch  ein  Beispiel, 

.     ,  welches  zeigen  soll,  wie  man  der  Funo- 

^   ^  *  tion  beliebig  Discontinuit&ten  geben  kann. 

00  Sei   in  Formel  A)   F(*)=0  für  jeden 

dQC08Qx_  ^  ^—hx  Werth  von  «,   der   kleiner  als  —1  und 

k*-\-Q^      2A  '                 grösser  als  +  1  ist,  dagegen  f'(d?)  =:  1, 

0  wenn  x  zwischen  —  lund  +1  liegt.  Die 

wenn  x  positiv  ist,  oder  Formel  A)  gibt  dann: 

n    kx  +1        00 

2A        '  — 11      (i08Q(x—a)d^da. 

wenn  x  negativ  ist.  •— 1       o 


/ 
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Wir  integriren  nach  a  und  erhalten: 

+  1 

,        . ,      sin  p(«-f- 1) —  WJ*  p(* — 0    2  cos  p  «  sin  p 
cos  g  (x — o)«a = — ^^        ^ SJi = ^ ^, 

9  Q 

—  1 

also: 

00 


/ 


ir     22!£5!!i£*=l  oder   =0, 
nj  g  ' 


je  nachdem  x  innerhalb  oder  ausserhalb  ans  eine  grosse  Menge  Ton  Besnltaten 

der  Grenzen   +1   nnd  — 1  liegt.    Anf  gewannen. 

den  Orensen  «  =  1  nnd  op  =    -  1   ergibt  Dem  Ausdrucke: 

sich   als  Werdi  die  arithmetische  Mitte  « 

von  1  nnd  0,  d.  h.  ^,  weil  hier  Discon-  /     jrP"~*(l— :r)^'"*d:r  =|-f       2) 

tinuität   eintritt.     Dies  Resultat  ist   be-  •/   q                                        V?/          ^ 

reits  in  Formel  IV   enthalten,   und  da-  ,                       «...•»            ,. 

selbst   als    discontinuirlicher  Factor  be-  >^»  "»^  •«|^,  «>««  *^^«  ^o™  ««^««» 

seichnet  ^«"^  ">*"  •«***• 

_     y      -       _    1        .  _     dy 

49)   Theorie  der  Eulerschen  In-  **"  i-f.y»  ^~*""l-f.y'           (l+y)*' 

**^*'*^®-  fftr  :r  =  0  ist  danny  =  0,   für  a?  =  l  ist 

Es  gibt  aber  auch  bestimmte  Integrale,  y=ao,  also: 
die,    ohne    sich    immer  auf  schon   be-  ^      o—i 

kannte  Functionen  surnckföhren  zu  las-  /•       ST       ^    ^{P\  «> 

sen,    dennoch  von  grosser  Wichtigkeit  J  nP+^^W' 

sind.    Dazu  gehören  namentlich  die  von  i^    ka'^9) 

ssläät-  "'  - "-  jfr_t' „"si;  Jr^ "  •-*  • 

welches  wir  als  erstes  Enlersdies  Inte-  o 

gral   bezeichnen,  und  ihm   das  Symbol   also: 

f^j  geben.     Das   aweite  Eulersche  In-  (JL\  -  UL\  4) 

tegral  ist  das  schon  von  uns  betrachtete:   ^„^  ^^  Ausdmck   ist^ymmetrisch    in 

/®    y  «     I  Bezug  auf  diese  beiden  Grössen. 

0  V   I>i«  Ausdrücke  r{n)  und    ^^j    sind 

welches  wir  in  den  Abschnitten  45)  und   aber    noch    in  Bezug  auf  die  Grenzen 
46)  als  Constante   einführten,  und  dar-   ihrer  Continnit&t  zu  prüfen.    Es  ist: 

J      Q  J      k 

Für  den  ersten  Theil  kann  man  setzen  ^*^^ioq      .  «."*' 

e       <l«Ä«o»*»sjf      , 

^^,   wo  n  ein  echter  Bruch  ist ,  vor-  '^^  g«>««  »«<*  •  »«•   -^w  diesem  Grunde 
N  ist  also: 

ansg^esetzt,  dass  ii  positiv  ist,  und  dieser  n—i  x  s— 1 

Andruck  ist  endlich.     In  dem  zweiten         x        e       <l*2*««s« 

Theile  ist:  jlnu  denke  sich  nun  $  so  gross,  dass 

— jf  __  1 fi — « — 1  negativ  wird,  dann  ist: 

e         —  — — — — j— — j— — , 

'^^"^  1.2^  1.2-3  lex        dx<nl      x  dx 

J  h  ^   h 

also 
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und  da  der  Anidnick  rechts  gleich:         Nun  h«t  man: 


_t— _i_  ,_1 


k+t(t-k)  t*-i* 


r 


ist,  also  mit  wachsendem  k  rerschwindet,  J  ^        ^  n 

so    wird    unser   Integral    eine    endliche     h 

Summe  haben,  so  lange  n  positiv  ist.  ein  Ausdruck,  der  offenbar  mit  wach- 
ist n  negativ,  so  setze  man  in  dem  Aus-  gendem  K  ins  Unendliche  wichst,  da  der 
d™c*«J  erste   Factor   sich    der   Einheit    nfthert. 

/^    ^x  Für  negatives  n  gibt  also   die  Function 

t dxy  'X")  Steinen  Werth  mehr. 

0  *  Was  das  Integral  1^  j    anbetrifft,    so 

1  könnte  möglicher  Weise  Discontinuit&t 
—  für  X,  an  der  obem  Grenze  eintreten,  wenn 
y                                           p— 1  positiv  ist,    an  der  untern,   wenn 

man  erhftlt:  ^—1  negativ  ist. 

\  Mit  wachsendem  y  kann  man  nun  im- 

^9^"%'  ™«^  die  Grössen   (l+y)''+*  und  yP+* 

identifidren,  und  hat  idso: 

zu  untersuchen f  ein  Ausdruck,  der  un-  ses  Integrals  nur  unter  der  Bedingung 

endlich   oder  KuU  wird,  je  nachdem   q  stattfindet,  dass  p  und  g  positiv  sind, 
positiv  oder  negativ  ist.     Statt  der  Un-  Der  Werth  von  r(n)  l&sst  sich  nun 

tersuchnng  der  untern  Grenzen  bedienen  immer  bestimmen,  wenn  das  positive  n 

wir  uns  der  Eigenschaft,  dass  die  Func-  eine  ganze  Zahl  ist     Man  erhält  nftm- 

tion  in  Bezug  auf  p  und  q  sjrmmetrisch  lieh  durch  theilweises  Integriren: 
ist,  und  sehen,  dass  die  Continuität  die- 

00  <x> 

0  0 

Indem  man  so  fortfthrt  und  berück-  ^md  digger  Ausdruck  gibt  als  Werth  Yji 
sichtigt,  dass:  (vergleiche  Formel  Xb),  also  /Xi)  =  V^i. 

— x^  —  l  Mithin  auch,    wenn  n  eine  beliebige 

"  ganze  Zahl  ist,  nach  Formel  6): 

ist,  hat  man  für  jedes  ganze  n :  r(n+i)  =  (llH^)  («- })  •  •  •  iV^-        7) 

r(n)=:1.2-3....(n-l),         5)  j^^^  dem   Ausdrucke   (P)  lägst  sich 

für  beliebiges  n  aber:  ^9^ 

,        .        ,        .  ^.    in  einem   bestimmten  Falle   augenblick- 

J(n)  =  (n-.l)....(n— ;»)/X«— ;?),       6)   lieh  ein  Resultat  abgewinnen.    Ist  näm- 

wo  n — p  natürlich  positiv  sein  muss.  lieh  ^  =  1— p,    also  p  ein   echter  Bruch, 

Die   Formel   5)  führt  den   Ausdruck,  »^  «'*>*  Formel  XVb)  unmittelbar: 

im  Falle  i»  eine  ganze  Zahl  ist,  auf  die  A~p\  _  /   p   \  __      n 

Fakultäten  zurück.    Es  kann  also  unser  \  p  /  "  \1 p)  ~"  gin  pn 

Integral  als  eine  Erweiterung  dieses  Be-  „..           ■«     -v.  j-     ««         i  n\ 

griff!  für  gebrochene  Zahlen   betrachtet  ^"^  ^  =  1  gibt  die  Formel  2)   unmit- 

werden.     Noch  in  einem  andern  Falle  *®*"*'* 

lässt  sich  r(fi)  bestimmen.    Es  ist  näm-  |^l  =  |i|=:=.                  9) 

Uch:  M/       V^       P' 

QO  ^  dx  ^^  Vi^Ml  sich  aber  auch  eine  allgemeine 

e       '-p:r  Belation  zwischen  den  beiden  Enlerschen 

yx  Integralen  gewinnen.    Es  ist  nämlich: 


r(l)=  / 

^    0 


0 
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r(f)  r(0  =  r     «" V~  ^dx  f      €    ^y'""^  dy = 


Setzen  wir  hierin: 
so  wird  «=0  fEu>  y=0,  i«=ao  fOr  y=ao,  also: 

•/    0  »^    0 

Schon  im  Ah8chnitt45)  haben  wir  die       Ans  Formel  9)  ergibt  sich,  wenn  man 
Fonneln  entwickelt:  f=l  setzt: 

f^  «-«'**— **te=^     10)  1  _    i-(o 

•^0  a^  #  ""  r(i+«)' 

nnd  wenn  wir  hierin  «=1+1»,  n=«+«   eine  Formel,   die  jedoch  nur  das  schon 
setaen,  so  kommt :  in  gj  gegebene  Resultat  enth&lt. 

w-\  W|\  _  w«-u«^  /*       *        ^  Wenn  wir  die  Formel  1  in  Bezog  auf 

^^  '  ^'^  -  '  ^  "^  V       /i  ^  X»  +«'        *  differenziiren,  so  erbalten  wir: 

woraus    sich    mit  Berücksichtigung   von         f^  e'^J^''httxdx-r'(n\         \K\ 
Formel  3)  dieses  Abschnittes  ergibt:  J    o  Jgarnx-r  (n;.         lo; 

\T/  "  TtHnO'  ^®^**  ™*'*  '^^  Formel  10)  n=l  und  in- 

^       '        /,\  tcgrirt  in  den  Grenzen  «=1  und  a=p, 

ein  Ausdruck,  der  also  z.  B.  (-1      im-   so  kommt: 

mer  finden  lehrt,    wenn  $  nnd  t  ganze  n^     ^        _        dx 

Zahlen  sind.     Ist  hierin  «  =  1 — »  gesetzt,  /       («    *— c    ''^)  —  =  Igp* 

also  t  ^nd  •  echte  Brüche,  so  gibt  For-  •/    o  ^ 

mel  8)  noch: 

^  Setzt  man  in  13)  p  iür  a;  nnd  den  eben 

-; =  r(«)r(l— «),  12)   gefundenen  Werth  von  Igp  daselbst  ein, 

"^  *^  so  kommt: 

da  r(l)  =  l  ist. 

f    f     ?— I (e-'-e-i^)  rfprf*=r'(n), 

0  0 

d.  h.  wenn  man  nach  p  integrirt  und  Gleichung  10  berücksichtigt: 

•/    0     *  ^  (1+x)h/ 

oder  wenn  man 

1 

•etzt- 


'"(»)_«'lKr(ii)_ 


.     i-i 


"/('   *~*")»a-^)* 


ist: 


r{n)         dn        J   \  ^  /y(l-y) 

0 
Dieser  Ausdruck  gibt  nach  n  integrirt  mit  Berücksichtigung,  das« 

lgr(l)=0 


1 
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0 

»o  das8  anch  der  LogarithmoB  dieses  Integrals  die  Form   eines   bestimmten  Inte- 
grals annimmt. 

Setzen  wir  aber  in  die  Formel  lür  — ,       t  znn&chst  n=Jbn,   so  wird    die- 

dn 

selbe: 


^^=*/('  '--'•),<? 


0 

8etit   man  jetzt  in   der  nrspränglichen  Formel   statt  n   nadi  der   Reihe 

1  2  *— 1    • 

«,   M+-7,  n+T  *  *  *  i*H — i— I  wo  nnter  h  eine   ganze  positive  Zahl  rerstanden 

sein  soll,  and  nimmt  die  Summe,  so  wird: 

1 


0 

l     « 

^  y 


j       1  tf 

1— jf 


ib 


oder  wenn  man  in  diese  Formel  y-  für  y  setzt,  so  wird  die  rechte  Seite: 


'•/  •-^-'/ 


und  wenn  man  den  gefundenen  Ausdruck  fttr  — =^ — -  hiervon  abzieht: 

^     iXn)  ixn-^^  r(«+|) .  .  .  r(*+^) 

wo  P,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  von  n  völlig  unabh&ngiger  Ausdruck  ist. 

Man  hat  also   durch  Integration,  und  indem  man  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen  übergeht: 

r{n)  r{n+^)  r(n4-|)  •  •  •  r(fH-^  =  C/^/X*n), 

wo  C  und  P  von  n  unabhängige  Gros-  r(fi+l)=nr(fi), 

sen  sind,  welche  wir  jetzt  bestimmen.  f 

1-  T 

Zun&chst  erh&ltman,  wenn  man  n-\ —  ^      >  »'^ 

X  1  =Arr   , 


für  n  setzt,  und  die  so  entstehende  For-   d.  h. 

1 


mel  durch  die  letzte  dividirt:  p—h — ^ 


w    .<N       ^/i^.^xT  Setzt   man   femer    in  unsere  Formel 

p/f^\     "      r(kn)  **  =  p    BO   kommt  mit  Berücksichtigung 

und  mit  Berücksichti(ping  der  Formel        des  Werthes  von  Pi 
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/1\  -/2\  p/3^        jj^ — 1\  _  £       Binjf,  nnd   sogleich  die  Zerlegung  von 
\l/     \jk/     \*/    *  *     \  k   /  "  k'       sin  Jbc  in  Factoren  mit  einander  Terglelcht, 

Dieses   Frodnct   noch    einmal  in   nmge«  1  ^  l    i 

kehrter  Ordnung   geschrieben,    nnd  mit      •    ^      •    *  •   *    ^  * 


sin-rTi  am  -:n  •  •  •  sin — t — n  = 


der  letzten  Formel  multiplidrt,  gibt  mit  k  k  k  Jk — 1 

Berflcksichtignng  Ton  Formel  12: 

rf  •  *^so : 

sinTTisin-TTf  sin    ,    n  \%~  jg 

also : 
Eine  bekannte  trigonometrische  For-  j^ l 

mel,  die  man  erhtUt,  wenn  man  die  Ent-  — - 

Wicklung  von  sinJbr  nach  Fotenaen  von  C—Yki^n)   ^ 

k-\ 

r(«)r(n+i)r(n4-|)  •  •  •  r(ii+~)=k^^^{2n)   ^    T{kn).     •  15) 

50)    Theorie   der  analytischen  .    ( b\      «    .      „ 

Facul taten.  "^  ^'^  Va/         ^''^      ™  hnngen,  wel- 

Der  Ausdruck  r(fi)  fült  mit  1  •  2  •  3  <*«  ®^"«  Erweiterung  fUr   negative  und 

• . .  n— 1  zusammen,  wenn  n  eine  ganze  selbst  f)lr  complexe  Zahlen  zul&sst.    Es 

positive   Zahl  ist.      Er    kann    also    zur  i^t  dies  die  Form  eines  unendlichen  Fro- 

I>efinition  einer FacultÄt  benutzt  werden,  <J«c^«     Diesen  Gegenstand,  als  wesent- 

selbst  für  den  Fall,  dass  n  ein  positiver  !»<*  »««  Vorhergehenden  gehörig,  wol- 

Bmch  ist  ^®°  ^^  ^^^^  iio€^  erörtern. 

Es  fragt  sich  aber  noch ,  welche  Be-  .  Uebrigens  sind  alle  Schlüsse  des  vo- 

deutung  man  dem    r\n)    geben  müsse,  "S®**  Abschnittes  noch  vollst&ndig  gtll- 

wenn  n  negativ  wird,  da  in  diesem  Falle  ^^g»  wenn  n  eine  complexe  Zahl  ist,   de- 

das  Eulersche  Integral  keinen  Sinn  mehr  ren  reeller  Theil  positiv  ist. 

gibt.     Indess  kann  man  letzteres,  eben  Zunächst  ist: 

und  wenn  man  theilweise  integrirt: 


ö  =/>-)-'•'-  ^^^=iS^./>-'-''-'^ 


d.  h. 


nnd  indem  man 


\a/ ■"  4+«-l\a-l/  ^^ 


Va-l/      Ä+a-2  \a-2/ 
setzt  nnd  so  fortlfthrt: 

/  n (?rl)  l^r_?)  •  *  ■  («"'*)       /  J__\  ox 

\fl/  "   (a+*-l)  («+*— 2)  .  .  .  (a+6— II)  \«— fi/*  ^ 

hieraus  folgt,  wenn  man  a  f&r  a — n  schreibt: 

/  6\  _  (a+6)  (fl+6+1)  «  >  *  (tf+6-m-l)  /    6   \  3. 

\tf/  «(a+1)  •  •  •  («+«—1)  \«+n/*  '' 

Möge  n  immer  mehr  zunehmen,  und  sei: 

a-f  n— rl  =  ^, 
so  ergibt  sich: 
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oder  wenn  man  -  fUr  x  setzt: 


(iii)='-'/:('-ö''*-'*- 


Mit  zunehmendem  q  erhält  man  bekanntlich : 


^H)'= 


lim 
und  da 


ist? 


Ar  anendlich  grosses  ^,  oder  auch 


•^    0 


\l4-p/" 


©= 


da,  wenn  man  q — 1  fUr  q  setzt,   sich  der  Aasdruck  nur  unendlich  wenig  ändert. 
Es  gibt  also  auch  Formel  8,  wenn  man  nzzg  setzt: 

/b\  _   (a+b)  (a+b+l)  .  .  .  (a+t+e-l)  .-t      . 

\a) «(a+l)...(a+g-l)    ^       '^*^'  ^^ 

es  ist  nämlich  für  {a-{-Q — 1)        hei  unendlich  grossem  q  auch  ^        zu  setzen. 

Vertauscht  man  hierin  b  mit  a,    so  erhält  man   ( -1   und  da    (t)=  (-) 
ist,  so  ergibt  sich  durch  Vergleich  beider  Ausdrilcke: 

iXa)  "  i(A+l)  .  .  •  (i+e-l)  ^        '  '^^ 

wenn  man  a-f-6  für  a  setzt,  so  kommt: 

I\b)      __   (a+&)  (a+6+1)  *  -  *  («4- ft+g— 1)    — « 
r(«+6)  -  A(A+1) (A+^— 1)     ^      * 

Der  Ausdruck  rechte  ist  wegen  5)  Man   hat  wegen  6)  des  Torigen  Ab- 

schnittes : 


(D 


a(a+l)  .  -  •  («+•»—)! 

es  ergibt  sich  also  auf  diese  Weise  die   '^'!f  ausserdem  wegen  11)  desselben  Ab- 
Formel  11  des  vorigen  Abschnittes.  «cnmttes: 

Diesen  Weg   hat  in   der  That   Euler  jXa+n)=^^*^^  ^^^\ 

zur    Auffindung    dieser    Formel    einge-  /M 

schlagen.  \a/ 

Setzt  man  n=Q  und  berücksichtigt  Formel  4),  so  kommt: 

.__ l«2«g>"g «— i 

^W-  ^(^^1)  (^^.2)  . .  ,  (fl+^-1)  P        »  ^^ 

wo  ^  als  eine  unendlich  grosse,  aber  ganze  Zahl  betrachtet,  also 

r(^)=1.2-3"-^— 1 
gesetzt  ist. 

Es  ist  sonach  z.  B.: 

1 .  2*  3  «« '  p — J_2«4«6«-«2^ 

^^^^"^ *(*+!)  (iH-2)  •  •  .  (i-f^-l)^        ""1.3. 5-. .(20-1)^9* 


£b  war  aber 
nnd  sonach: 


«=r 
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Es  ist  dies  das  sogenannte  Wallis'sche  Frodnct,  welches  einen  Werth  flar  n  gibt. 
Wegen  7)  nimmt  Formel  5)  die  Gestalt  an: 

\a)  "  «(a+1)  (ö+2)  .  .  .  (a+^— 1)  A  (A+1)  (A+2)  •  •  •  (A+^-l)*        ^^ 

Die  Formel  7  ist  diejenige,  deren  wir  cnlt&t  benutzt  werden, 

au  Anfang  dieses  Abschnitts  erw&hnten;  Wenn   die   Formel   7  auch   in   dieser 

sie  gibt  noch  einen  Sinn,  wenn  a  nega-  Gestalt  nicht  inr  wirklichen  Berechnung 

tiv,  jedoch  keine  ganze  Zahl,  audi  nicht  ron  r(a)  geeignet  ist,  so  l&sst  sich  mit- 

Nnll  (in  welchen  Fällen  ein  Factor  des  tels    derselben     doch    eine    Reihe    für 

Nenners  unendlich  ist)  oder  complex  ist,  lg  r(a)  leicht  ableiten, 

und  kann  daher  als  Definition  der  Fa^  Es  ist  n&mlich: 

igr(a)=igi-iga+ig2-ig(tf+i)+  •  •  •  +ig(rt-ig(«+e— i)+(«-i)ige- 

Der  unendlich  grosse  Ausdruck  (a— l)lg^  fallt  bei  zweimaligem  Differeniiiren 
weg,  und  man  hat: 

rf^igJX^)  ,1         1  1  ,        1  ^. 

da*       "■«•'^(a  +  1)' "^(a+2)«'*"  '"       (a  +  e-1)''  ^ 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  wenn  a  keine  ganze  negative  Zahl  und 
nicht  Null  ist,  mithin  findet  dies  auch  bei  ihrem  ersten  und  ihrem  zweiten  Inte- 
gral statt   Man  erh&lt,  wenn  man  in  den  Grenzen  1  und  a  integrirt: 

d\gra 
wo    C  gleich   dem  Werthe  von  — j —  für  ii=:l  ist 

da 


ist: 


Integrirt  man  nochmals  in  den  Grenzen  1  und  a,  so  kommt,  da 

lgr(l)=:0 


Um  C  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 

r(2)=l,  igr(2)=0 

ist,  also  indem  man  a=2  setzt: 

0=:l-lg2+i-lg|+i-lgt+  .  ..  +C  11) 

und  indem  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  ihn  mit  (a—l)  multiplicirt  hat» 
von  dem  Vorigen  abzieht: 

lg  r(a)=  [(«_l)lg2-lga]  +  [(«-l)lg|-lg^Ji]  +  [(«-l)lgj-lg?L+?]  +  ... 

=  2  r(rt_i)ig(i+±)^ig(i+?--i)i      12) 

Diese  Beihe,  welche  immer,   den  be-  lung  von  Ig/tl+o)  nach  ganzen  positi- 

sprochenen  Fall  ausgenommen,   conver-  ven  Potenzen  von  a  gewinnen,   die  je- 

girt,   kann   also   sowohl    als   Definition,  doch  nur  so  lange  convergirt,  als  a  zwi- 

als  auch  zur  Berechnung  des  Ausdruckes  sehen  +1  und  —1  liegt. 

r(a)  selbst   für  negative  Werthe  von  a  Wenn    man    n&mlich   die    Formel  9 

benutzt  werden.  (n — 2) mal  differenzürt,  so  erhält  man: 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Entwick- 

i_d%ra+^^(-iy:r_i_^^    .1 

1.2...»        jj,  n      \„+if      (^^2)"         ■' 


m 

Also,  wenn  man  setzt: 


S   =  —  +  —  +  —+  •  •  •  13) 

•*     1**     2**     S** 


nnd  den  Ansdrnck  lgiXl+ii)  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelt: 

lgin(l4-a)=-CÄ+S,^-S,J  +  S,J-  .  .  .,  14) 

lgr(l+ii)  wird  für  a  =  —  1  discontinnirlich.  Die  Entwicklung  convergirt  also 
nach  dem  Caachjschen  Satae  nnr  so  lange,  als  der  Modal  Ton  a  kleiner  als 
1  ist. 

um  eine  bequemere  Formel  zur  Berechnung  von  Ig/X^+a)  zu  haben,  addire 
man  zu  11)  den  Ausdruck: 

0=-lg(l+rt)+ii-^  +~—  .  .  . 
Man  erh&lt: 

lgJ\l+«)  =  -lg(l+«)+(l+C)a4-i(«,-l)fl'-i(S,-l)a»+  ...        15) 

Noch  schnellere  Convergenz  erreicht  man,  wenn  man  in  der  vorigen  Formel 
—a  für  a  setzt,  und  die  so  gebildete  Formel  von  15  abzieht;  links  erscheint 
dann  das  Glied: 

igiXl+«)-igr(l-a)=2igr(l+a)-ig[/Xl+ff)ni-«)]=2ig/Xl+«) 

-lga-lg[r(a)/Xl-ii)] 

nnd  wenn  man  Formel  12  des  vorigen  Abschnittes  berücksichtigt,  wird  dieser 
Ausdruck : 

Bmna 
nnd  wenn  man  auch  den  Ausdruck  rechts  bildet: 

igr(i+«)=iig5j^j-iigj±J+(t+C)«-(s.-i)^-(s,-i)^-  ...  16) 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  schnell.  Ist  a  reell  und  gr(Vsser  als  1  oder  oomplex 
nnd  hat  sein  reeller  Theil  einen  Werth,  der  grösser  als  1  ist,  so  kann  man  For- 
mel 16  in  Verbindung  mit: 

/t«+l)  =  aJn(a) 
oder 

igrCa-hl)=ig4i+igr(«) 

anwenden. 

Diese  Formel  folgt  auch  für  negatives  a  ans  der  Formel  7 ,  die  man  ja  in 
diesem  FaUe  als  Definition  benutzt.    Es  ist  n&mlich: 

^v  1.2.3...^.a  Ä  — 1       Q*^  «^  \ 

"^        ^    a(a+l)  .  .  .  («-fg— l)(«+e)  «H~? 

Ein  Ausdruck,  der  för  wachsendes  r  identisch  wird  mit  aJXa). 
Ist  also  a  algebraisch  kleiner  als  —1,  so  gibt  die  Formel: 

lg7t«-l)  =  lgJX«)— lg(«-l) 
in  Gemeinschaft  mit  16)  den  verlangten  Ausdruck. 
Setzt   man  in  16)  noch  a  =  l^r,  so  ergibt  sich 

lg  J^+lg(l_.)  =  lg(jL<l=!l)  +  Igr, 
sinna         ^  \-— ivicosn/ 

wenn  r  nach  KuU  hin  abnimmt,  ein  Ausdruck,  welcher  offenbar  gleich 

lg(l-r)=0 

wird.    E^  ergibt  sidi  d*nn  eia  Werth  für  C  «as  16,  -nämlidi: 

C=-l-Klg2+4(5,-l)+J(S«-l)+  .  .  . 

Einen  «ndem  Ansdrnck  gibt  Formel  16,  wenn  man  darin  x=f  setst: 

C=  -1  +  IgJ+gijtS. - l)+g-lj-g(S.-l)+  . .. 
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Man  erhiüt  hieraiu :  Aber    dann   gewähren    die    Elemente 

/>  1.  .    /     u  ^-   1?  1       u    n      /   *  Z.  B.  för  n-l  =  100000  ist   eine  loga- 

-  C  heiest  anch  die  Eulersche  Conßtante.  rfthmißche  Berechnung,   d.  h.  die  Addi- 

Es  18t  übrigen»  klar,   das«  fttr  gan«  ^i^^  ^^^  ^„j^„  100000  Logarithmen  nn- 

Wcrthe  Yon  a   die  Formel  10)  die  Ge-  ausfÄhrbar,  übrigens  da  eich  die  Fehler 

stalt  einer  endlichen  Reihe:  j^r  einiclncn  Logarithmen  addiren,  w&re 

rflgr(fl)_     rj-i-Lij-i-L                 1  €8  auf  diesem  Wege  unmöglich  andi  imr 

da      -~*'+-^  +  i+i+  •••  ■*'||— 1  einige  richtige  Decimalstellen  zu  erhalten, 

wenn   man  nicht  Logarithmentafeln  von 

annimmt.  ^^j^j.  ^.^j  Bruchstellen  anwenden  wollte« 

51) -Berechnung  des  Ausdrucks  Es  ergibt  sichaberaus  diesen Betrach- 

far  r(ii),  wenn  n  sehr  gross  ist.  tungen  ein  Wcrth,   dem   sich  r(n)  mit 

Der  Ausdruck  r(n)  =  1  •  2  •  8  •  •  •  (•»—!)  wachsendem  n  immer  mehr  derart  nAhert, 

für  ganzes  n  kommt    in    verschiedenen  dass  der  Quotient  beider  GrOssen  schliess- 

Anwendungen   der  Analysis   h&nfig  vor,  lieh   gleich  Eins    gesetzt   werden   kann. 

K.  B.  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Derselbe  soll  hier  noch  bestimmt  werden, 

und  oft  iu  hier  n  sehr  gross su  nehmen.  Wenn  wir  x=^n+rf  setzen,  so  ist: 

r(n+l)=  /       «"*«*<*«=  f          •""••«■'y'Cn+y)*!!/. 

Das  Argument  e    ^'^'^^^  (n-^ff.)^  hat    ein   Maximum    und  fällt   von  demselben 
nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche.    Denn  der  Ausdruck: 

ist  so   lange  negativ,   als   (f»  positiv  ist  d.  h.                                 _ 

(vorausgesetzt^   dass  n  w&ciist)   und  po-  q,       /^ 

sitiv,    wenn   y   negativ,   also   wird    die  <=     .       y  o» 

Function  für  negatives  y»  immer  wach-  . 

Ben,  filr  positives   y»   immer  abnehmen,  WÄhrend  der  Integration,  wo  y.  von  — n 

nnd  es  findet  für  7=0,   d.  h.  für  ae=n  1       fn 

ein  Maximum  statt,  von  welchem  Werthe  bis  4-oo   geht,  wird  l  von  "TTZT^Vq 

aus   e^'r*   nach  fteiden  Seiten  insUn-  his  +ao   gehen.    Es  ist  nun: 
endliche  fUIt.   Das  Argument  aber  wird 

an  beiden  Grenzen  Null. «* 

Bestimmen  wir  die  Grösse  I  durch  die  ^'~~    /1 
Gleichung : 


vi-' 


80  ist:  y  Y+n^Cl-*) 

«lg«-P  =  — //+nlg(n4-y)  «+y=^ 

oder  wenn    man  iur  IgCii  +  y)    seinen 
Werth: 


fä^iTTTv"  S  =  K/t-^^^-*^')' 


sitzt,  wo  lg(tt+v)  nach  der  Taylorschen 

Reihe  entwickelt ,  aber  mit  dem  dritten  ^^^  das  Integral : 

Gliede  abgebrochen    ist,    t    also   einen  ^«oo 

echten  Bmch  bedeutet  so  ergibt  sich:  /        t'^J^dx 

2(n+*y)*'  verwandelt  sich  in: 


.-••+^/  *-'*«-"+]/f/   '^äu-*\i-£  ^/>.r^S 
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wo  —ff  die  untere  Grenze  ^— -y^    anseigt,    die    also    mit  wachsendem    n 
gleich  — oo  wird. 

—  00  «^0  -^     — 00 

da  aber  das  zweite  Integral  nnserer  Formel 

»00 


die     '  (!««) 

—  CO 


noch  den  Bruch  1  — c  als  Factor  enthält,  so  erhfilt  man:   -^--~  alsWerthdes- 

selben,  wo  X  and  ßi  kleiner  als  Eins  sind.     Der  Werth  dieses  Integrals  ist  also 
kleiner  als  i,  bezeichnen  wir  denselben  mit  a.    Wegen: 


hat  man  dann: 


r(l+»)=e""V 


+V2j?ri+«^v 


wofür  man  mit  wachsendem  n  auch  setzen  kann: 

r(l+«)  =  e"""n'*+V2^  =  l-2.3..-ii.  1) 

Hiernach  nimmt  auch  die  Formel  7)  des  Torigen  Abschnittes  die  Gestalt  an: 

rw=_?!:^!iif3:^  2) 

Die  Formel  1}  wird  nach  ihrem  Erfinder  die  Stirlingscho  genannt. 

52)  Mehrfache  bestimmte  Inte-  befolgen  sind,  namentlich  aber  untersucht 

grale.  werden  muss,  ob  das  Argument  während 

Die  Theorie  der  mehrfachen  bestimm-  ^«'"  Integration  discontinuirlich  wird,  und 

ten  Integrale  ist  schon  in  den  Abschnit-  ^«"i»   ^*««    eintritt,    ob    diese  Methode 

ten34  bis  36  den  Gmndzügen  nach  ge-  noch  gestattet  ist  -ein  Punct,  worüber 

g^i^Q^  das    i^öthige   ebenfalls  m  Abschmtt  o4 

Bei  denselben  sind   sämmtliche  Gren-  «nthÄlten  ist. 

zen  entweder  Constanten  oder  die  Gren-  ^j^  sollen  hier  noch   die  gebräuch- 

zen  des  nach  der  ersten  Variable  x  ge-  Uchsten     Transformationen     zusammen- 

nommenen   Integrals    Functionen     aller  g^Hen. 

übrigen  Variablen  ir,s,  11  ...,  die  des  nach  ..*.,,      ^           m        - 
y  genommenen  Integrals  Functionen  von  I)  Eme  der  häufigsten  Transformatio- 
»,  n  .  .  .  u.  s.  w.,  so  dass  nur  bei  der  ?«»  «*  ^ic  in  der  Geometrie  so  oft  vor- 
letzten   Integration    constante    Grenzen  J^ommende   Verwandlung    der    rechtwin- 
vorkommen.     Natürlich  ist  der  erst  an-  ^«^»«e"  Coordinaten  m  Polarcoordmaten. 
gegebene  Fall  der  bei  weitem  einfachste,  ^»delt    es     sich    um    Curven    in    der 
Im    letztern   fiihrt  Transformation    der  Ebene,     so     smd     die    entsprechenden 
Variablen  nach  den  Absehnitt  86  gege-  Formeln : 
benen  Regeln  oft  zu  einfacheren,  znwei-  «=roosj>,  y  =  rsin^, 
len   zu   Constanten  Grenzen.     Letzteres  ^^         ^-^  rechtwinkligen,  r,*  die  Polar- 
erreicht  man  «ch  d„".h  die  von  Di  rieh-  coordinaten  sind. 
let  herrührende   Methode  des   Disconti- 

nuit&ts- Factors^    von   welcher   bald  die  Im  Baume  dagegen  hat  man: 

^  «             'Bede  sein  wird.     Auch  die  Umkehrung  .               .    « 

der  Grenzen  fst  oft  anzuwenden,   wobei  *  =  rcos,^   y=r  sm^posr/^, 

die  Abschnitt  ^   gegebenen  Regeln   zu  z  =  r  siaf  sin^. 
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Mit  Hfilfe  dieser  Formeln  fanden  wir  bereit«  in  Abschnitt  36: 
rpUdx  dy  =  rCr  Udrd», 
wo  die  ersten  Formeln  gelten, 

r  r  Cudxdydz  =  rrrr*UBin9drd»d<f, 

wo  die  zweiten  Formeln  gelten. 

Die  Formeln  drücken  fllr  den  Fall,  wo  «=1  ist,  bekanntlich  besüglich  den 
Flilcheninhalt  der  von  einer  Curve  begrenzten  Stücke  oder  Ebene,  nnd  der  von 
einer  Fläche  begrenzten  Körper  ans.    Es  war  femer: 

mit  Anwendung    der   zweiten   Formeln,  den  Artikel:  Flftchen  zweiter  Ordnung). 

Dieser  Ausdruck   gibt  den   Inhalt  eines  Nach  dem  Dupinschen   Satze  schneiden 

Stucks  einer  krummen  Oberfläche  an.  sich  diese  FlJlchen  daher  immer  inKrflm- 

II)  Von  grosser  Wichtigkeit  sind  auch  mungslinien.      Diese  geometrischen  Be- 

die  sogenannten  elliptischen  Coordinaten,  ^rachtungen  sind  jedoch  für  uns  hier  we- 

welche  von  Lam6  herrühren.     Die   ent-  »»«^r  wichtig   als  die  Eigenschaft  dieser 

sprechenden  Transformationen  sind   ge-  Ausdrucke ,  dass  man  leicht  «,  jf,  »  als 

geben  durch  die  folgenden  Formeln,  wo  Functionen  von  /,  ^,  »^  bestimmen  kann. 
X,  Us  ¥  die  neuen  Variablen,  x,  i/,  »  die       ^«  "*  ^*««  «>"«  Betrachtung,  welche 

alten  sind :  ^^^^  ^'^^  TSL^a  als  drei  Gleichungen  von 

^       *  ^  der   hier  gegebenen  (Gestalt  Anwendung 

^ .  1       y         I       *       —2  findet,   nnd  die  wir  daher  in  ihrer  All- 

V      jt« — 4«      1*— c*      '  gemeinheit  nach  Binet  geben. 

2«  «9  s>  Seien  n  Qleichnngen  von  der  Gestalt' 

-r  +     /    .,  +  -1 — Tn  =  l>  gegeben: 

««  y""       .       *•        ^  — f— 4.-JL-4. +  .  .  .  =1 

;;i  +  ;;ii:^+;TZ7i=^-  *•-«    «t-/'    *i-y 

Die  drei  Gleichungen  haben  eine  geome-       — ^  -^ S^  +         -■   +  ...  =1 

trische  Bedeutung,  welcher  die  Ausdrücke  J^i  — «      *i— /*      *«"-/ 

jl,  fi,  V  den  Kamen  elliptische  Coordinaten  %             y             s                     __ 

verdanken.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass       ^  _^  +  ^p  a  "*"  J""lily  "*"  •  *  '   —  1 

i  grosser  als  c  und  als  A,   ^  grösser  als  *  ,           *  •              . 

6  und  kleiner  als  c,  i^  kleiner  als  h  und  .             •             • 

e   sei,     so  itft  die  erste  Gleichung   die  .              .             . 

eines   EUipsoides,  die   zweite  die  eines 

einscjialigen,   die   dritte  die   eines  zwei-  «»^  setze  man: 

schaligen  Hyperboloides.     Alle  drei  ha-  F(tt)=(fi — ä)(i#— ^)(fi — y)  .  . ., 

ben  dieselben  Hauptschnitto.  L&sst  man  ^„)  =  (,,-.ar. )(«-.*,)(«*-*•)  •  •  •. 

A,ii,K  sich  ändern,  so  bleiben  die  Haupt-  .     „\       '    ,          ir   .     '^    -      , 

schnitte  dieser  Flächen  unverändert,  sie  so  ist  F(ti)-A«)  vom  Grade  n-l,  aUo 

heissen  homofocale  Flächen ,  und  haben  ^^  Ausdrucke  ^W— /W  ^^^  Zähler  um 

die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  X,  f4,  y  F(ii) 

irgend  wie  bestimmt,  die  dadurch  gege-  einen   Grad    niedriger    als   der   Nenner, 

benen    drei   Flächen    sich  immer    unter  Die    Zerlegung    der    Fartialbrüche    gibt 

einander  rechtwinklig  schneiden.    (Siehe  dann: 

F(u)-f{M)  _  FM-n«)  ,  F{ß)-f(ß)  ,  m-ny)  ,  . . . 

Setzt  man  hierin  nach  und  nach: 

und  berücksichtigt,  dass: 

F(a)=FGJ)  =  FXy)=   •••   =0 
ist,  so  hat  man: 

A«,)=«*.)=A*.)=  •••=<> 


'    , 
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n«!  _i_  _Hß)  _J^_f(y)  ^ =1 

A«)   _J: M_l M_i ..  .   =1 

FC«)  x^-a       fO»)  «,  -/»       F'iy)  't-Y 


Dieae  Gleichnngen  aber  find  den  ge-  F'(a')=:(a* i')  («*—«*)  .  •  • 

gebenen  identüch,  wenn  man  seut:  F'(««)=(4«_«')(6«-<:«)  .  .  . 

'=-^y  *=-®'  —^r  •  •      ^('•)=(«'-)(''-*'>  •  •  •• 


also: 
I   sind  üie  Ansarucke  ittr  oiese 

Grössen.  a?"  =  — 


und  dies   sind  die  Ausdrücke  für  diese  q? a*)(u'* «*)(»'• «')  • 


In  nnserm  Falle  ist  au  yertanschen  ,. , .  ,v  ,   . . ,.  /  , ^»v 

a?,  y,  «   mit   ar«,y«,«%  Sf*  = (A'-a»)  (A'-c»)  .  .  . 

»1,*^,«?,   mit  AS/«SyS  ^^      (A*-c-)G»i^— c«)  (y«— c»)  .  .  . 

«,  ß,  y  mit  0,  6%  c»,  »'-             (c*— «*)  (c'—A«)  .  •  •       ^ 

««)  =  (u- A«) (11-^«)  (u-K«),  lyj  ßjj^  j^^^ßg  vorkommender  Fall  ist 

F(u)  =  u(tt-A')(tt— c*),  der,  wo  h  und  c  Null  werden, 

nlgo:  ^^  ^^^^  <^^^  positiven  OrOssen  ^  zwi- 

«7*/  \     /      x«\/        «N  .    /        «\  sehen  h  und  c  liegen,    ^^   kleiner  als  6 

i?'(«)=(«-A»)(u-c*)+«(«-c«)  „„d  ^  ^^.^  3^11^  5^  ;„^g3  ^„  .ich  A 

+•'(«'    ^  h  und  c  zunächst  unendlich  klein  denken. 

F'(0)  =A«c«  Sei  demnach 

F'(c*)=:c*(c*— 6*),  wo  p  und  y  endliche  positive  Grössen, 

also:  <  unendlich  klein  ist;  sei  ferner 

«.1  — 1_^L?L  i4=:4m,   »'  =  «11    und    b<vti<c^  n<b<c, 

'^  ^  Xzzr  aher  eine  endliche  Grösse,  so  iat: 

III)    Bei  mehr  als  dreifachen  Integra*  JJT  *~  JiHi^  ~~  ^t_,|«  — *  » 
len  kann    man    zuweilen    mit  Vorthei^ 

ganz  ahnliche  Transformationen    anwen-  *lso  wenn  c  verschwindet: 

den,    wobei   natürlich   die   geometrische  a;^+y*4-ft'  =  r^ 

Bedeutung  der  neuen  Variablen  au&u-  ^i           ^a               «t 

geben  i.t.    Man  setzt :  ^^  -  +  -JL_  _  __  =o 

i^+I^+F=^+--'=i  f!_-Jfl__-Jl_=0. 

,.             ,a              ,,  "•      *'-•••      <>'— * 

,_  ■,  H — ,^.^  H — ; ^  +  ...  =1  Die  erste  Gleichung  stellt   eine  Kugel 

'*      "        /*      ^        /i  —  c  vor,   die   zweite   und  dritte  einen  Kegel 

g*              y*              s*                    _  -  zweiten   Grades.      Die    Ausdrücke    für 

p^ — a*       i'*  — Ä*       y* c*  +  •  •  •  "-"^  x*,y«,»'  aber  werden: 

*  ~    A*c^ 

Die  Binetschen  Formeln  geben  dann:  tf  "         A'(c^— 6') 

F(ti)  =  («i— a»)(«— A»)(t»— c»)  ...  *  ~          c*(c'--6») 
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Anch    diese   Coordinaten    fahren  den  Setsen  wir  noch: 
Kamen  elliptische  im  engern  Sinne.    Es  «^    t 

sind  diejenigen  der  ganzen  Qattang,  Wel-  -f — ^ — =cos^* 

che  am  häufigsten  angewandt  werden.  ^'  (X — a') 

V)  Es  lassen  sich  die  eben  gebranch-  "^  ^^^d,   da   c*««=4»  kleiner   als  m« 

ten  elliptischen  Coordinaten  auch  unter  ^^^  ^*  kleiner  als  e*  ist,  der  Nenner 

eine  Form    bringen,    die   als  besondern  ^>?«««    Bruchs    grösser    als    der  Zahler 

Fall  die  Folarcoordinaten    enth&lt.     Zu  *®^°»  ^^^  *  sich  immer  bestimmen  lassen. 

dem  Ende  seUen  wir  in  den  letzten  drei  ^^^  *"^'  ^^^  dann: 

Formeln:  ,  m*  — e<«* 

sm  ^*  = 


n=:6sinr/'  und  b=ae,  c*(l  — «•)' 

wo 'also  ^'   eine   neue  Variable,  a   eine  m*  =  c*(l—a*)  sin  ^*4-c*a* 

neue  Constante   ist,    die  kleiner  als  1   oder: 

sein  wird.  jii«=ic«[l— (1— a*)cos^*]. 

Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann :  Es  ergibt  sich  dann: 

^  _  rm  sin  y  «=:r  siny  V'l-(l-««)cosfl^"« 

^  y:=rco»(f>  Bind- 

_     r«(m*—fl'c*)  cos»'  ,/- 

^      c«(l-a^) —     '  »=rKl-««  siny.«co»^. 

..i/'-.i     -.l^M      -«-:«    ^^  ^*  "'   ersichtlich,   dass   der  besondere 

r«(c«~m«)(l~a«smy«)  jall,  wo  «=0  ist,  die  Folarcoordinaten 

4?«  (!-«•)  gibt 

53)    Transformation  mehrfacher  Integrale,  wenn  alle   Grenzen 
constant  sind. 

Es  sei  gegeben  das  Integral: 

/+Q0     /»+00 
—  00»^     — oo 

Es  ist  dasselbe  durch  eine  Transformation  zu  yereinfachen. 
Wir  setzen:  Setzt  man  dagegen 

flKP+a'y  =  «,  ßx-\rß^y=v.  «=rcos^,  y=rsin^, 

Es  wird  dann  (Abschnitt  36)  «o  \^i 

also    constant,    wiUirend  x  und  «  von  «,«1.      j  ^.  ,  . 

-00  bis  +00   wachsen,  werden  in  glei-  wahrend*  von  -oo  b,s  +oo  geht,  und 

eher  Weise  u  und  v    auch  zunehmen.  ^^}^^  "»»*  y  geschieht,  wird  das  stets 

Alao:  positive  r  alle  Werthe  von  0  bis  +oo 

/-^ao    y  +ao  annehmen,   ^   aber  alle  Werthe  von  0 

/  F{u,v)dudv.  ^'^  2/»  erhalten,  aUo: 

/In   g%QO 
J      Flr((t  cos  *+«'  sin  »),  r(/J  cos  ^+/J'  sin ,'»)]  rrfrif* 

ond  setzt  man  auch  M=rcos9,  v=rsin5: 


/       F{r  cos  ^,  r  sin  »)rdrd», 
0   »^    0 


also: 

»^^r  ^  +00 


/  F(r  cos  »,  r  sin  ^)  rdrdd^ 

o  */    0 


»271    /•+Q0 


/  F[r  (a  cos  ^ + «'  sin  ^),  r  (^  cos  ^  +/  sin  &)]  rdr  d^. 

0  • '    0 


13 


* 
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Setzen  wir  z.  B. 


f(x,  y)  =  e-'r(j,  ^). 


WO 

ist.    Maa  setzt  dann  aach: 

•0»  =  (« cos l^4•«' Bin ä)«+OJ  cos d+^' sind)« 
und  erhält: 

27r    ^00 


1  /  ''»  /»«^  _- 

=  —  I        /         /"(cos  ^,  sin  i^)e       rdrd9. 


oder  da 

»00  ^QO 


/*      re~"'"rfr  =  l,  und  /*      rc""^rfr=-^, 
•/    0  »^    0  "^ 

/r  -  Z*^'^ ^ /«cosMVsin^  /J cos ^+^' sin »\  «T*     1    /• '"  -,      .      •    ax  ja 
Diese  Formel  wird  oft  unter  der  Voranssetznng  angewandt,  dass 

ist.    Ansdrftcke,  welche  gelten,   wenn  x,  y  und  ebenso  wie  m,  v  Systeme  recht- 
winkliger Coordinaten  sind. 

Es  ist  dann: 

•«»»  =  sin*»+cos^"=l, 
also: 

/'[(VCos^+^'Bin^y  ^cos^+^'sin^Jrf*  =  /       f(coa»^  sin*)  rf*. 
Diese  Betrachtungen  lassen  sich  anch  ausdehnen  auf  das  dreifache  Integral: 


•00 

Wir  setzen  n&mlich  zunächst: 

t»=««+«'y+«"»,    v^ßw+p^y-^-ß"»,   t«»=y«+/y4-y"», 

a,  «*,  a" 

y»  /»  y" 

und  ganz  wie  oben  hat  man: 

1     /•+Q0    /•4-QO    /  4-0O 

r=— /        /        /       F(i«,«,ip)AiArfii>. 

Wir  setzen,  indem  wir  Polarcoordina-       A  =  -  wird   von   — 1  bis  +1  gehen, 

ten  einf&hren :  *".,...  ^  tit-  i  i   n 

was  erreicht  wird,  wenn  man  Winkel  9 

x:zXr,  y=:f4r,  »  =  Fr,  ^o^  ^uU  bis  n  nimmt,  die  Ausdrucke 

wo :  fA  und  r  gehn   ebenfalls  beide  ron  •*  1 

A=:cos*,  i«=8in*costf,  yr:sin*8ina>     bis  +1;  da  aber  sin»  =:  -^—t,  undsin* 
*^  '  'sin* 

ist.  Es  wird  dann,  während  x,  y,  s  von   stets  positiv  ist,  so  muss  sin^»  auch  ne- 

— X   bis  +00  gehen,  r  alle  Werthe  -von  gaüv  werden  können,  und   folglich  von 

0  bis  +00   annehmen.  0  bis  2/f  gehen.    Man  hat  demnach: 


I 


I 
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V  'f    f  f      F[r(«A+«>+a'V),  r(|JJl+/JV+/J'V'), 


Betst  man  jetzt: 

F(x,y,.)=*.-V(p.^,^) 
und  berücksichtigt  die  Gleichung: 

J    0 

80  ergibt  sich: 

V=z  r^"  f  ff^'^'^/^'^^'^  ^Z+/l^/4+/f^V  yJl+/^+y^V|  sin» rf^iiy 

1    /»^^  /»^ 
"Aj       y   Y(X,^,i')«in»rf*ily, 

wo  der  Abk&rzung  wegen  gesetzt  wnrde: 

ic=:(ca+a'iU+«'V)«+0JA+^V+j8'V)«+(yJl+/^+/V)«. 

Führen  wir  noch  diejenigen  Relationen  zwischen  den  Constanten  ein,  deren 
geometrische  Bedeutung  ist,  dass  jr,  y,  s  nnd  ti,  v,  w  Systeme  rechtwinkliger 
Coordinaten  Yorstellen: 

aus  welchen  folgt: 

so  hat  man: 

K=   r      /*     ^[aZ+«>+a'V,  ßk+ßffi+ß^'y,  yA+yV+/VJ  sin^rf^d^) 
•/    0  •/     0 

/      f(X,/i,  y)Bin^d&d(p. 

0  »^     0 

54)  Es  sollen  hier  noch  die  Ausdrücke  zur  Transformation  der  Integrale 


in  elliptische  Coordinaten  gebildet  werden.  ^^      dr 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  am  Schlüsse  ^^       *''*^''*'*5iii 

von  Abschnitt  52)  gebildeten  einfachem  t~  = r > 

Formeln,  in  welchen  wir  noch  setzen:  ^ 

V(««-*»)=*,  y(«»-««)=:*,  ^        mr-H     *■ 

V(c»— ,»)=^   V(c»-fi')=»; 
die  entsprechenden  Formeln  nehmen  dum 

auch  die  Qeitalt  an:  ^  "^        (^         t.i^\ 


da?  __  dn 

dn ""         he 


rkk  rl$  dm^  bY(c 

"  be  •  y=AV(c»-6«)'  ""^enc'^b^)  dy  ^ 

und  man  hat:  dn  "  6V(c'~6*) 


niFil^dS"*"*) 
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di  _         1         (i  ^      *     \         ^^'^  ebenso  erh&lt  mwi: 

dz  1  / .  dr       I      \  dx        om  <)n      dn  dm 


hiir){^%-l")' 


Ausserdem  ist :  dm  dn      dn  dm 

dx      dx  dm      dx  dn  so  dass  man  hat: 

d^''dmdjj'~^d^d^  /      /f)ar\2      75^        ]/J«Tfnpz% 

dy  dm  dy        dn  dy  ^q 

dt  _        d%  dm   .d%^dn  dy  c>a       dy  dj 

dy  "Sm^  "^  dn  dy  "dmdn      dn  dm 

woraus     sich     durch  Elimination     von  v-  —  ^ ?£.  ~ 

dm      .dn        ,.^  "^dmdn      dm  dn 

T-undT-  ergibt:  >     ^        x    v 

dy         dy  da?  dy       dx  dy 

d«^d*^d»d»^  ~dmdn^  dndm 

dx  _  dmdn      dndm  2U  setzen  ist. 

dy  "~  dy  di      dy~di  Ausserdem  ergibt  sich 

dmdn      ^  dm  A  =  X, 

Wzirry{X^^Y*+Z^)dmdn, 

also  wenn  man  die  obigen  Werthe  einsetzt: 

JJ       ^ ; _ 

ebenso  erhftlt  man: 

V  =  fu^drdmdn, 

Mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Werthe  you: 

dx    dx   dy     d&    dy   d% 
om'  dfi*  dm'  dn?  dn'  dn 
und  der  Ausdrücke: 

dx  ^  mn   dtf  __         kk         d» 


dr"  bc'  dr"  *V(62-c«)'  dr  "  cV(6*-cO 
ergibt  sich  dann:    *» 


=/// 


"^ hkü 


Ist  1^=1,  ein  Fall,  der  bekanntlich  den  Inhalt  der  Körper  gibt,  welche  von  krum- 
men Oberfl&chen  eingeschlossen  werden,  so  kann  man  die  Integration  nach  r 
ausführen  und  erh&lt: 


r-iff 


(m*—n*)r*dmdn 
hkU 


Mit  Benutzung  der  allgemdnem  elliptischen  Coordinaten  l^  fjit  v  (Abschnitt  52) 
erhält  man  aber  ähnlich  wie  oben: 


-f}f 


^(^'-A<*)(A»-y")  CM*-y*)  dldfidt^ 
ykihlm  ' 


wo 
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y=y(i«-4«),  *=:V(i»-c»),  i=yo.t«-»'), 
k=Y(.c*-ft*),  /=y(»'-»»),  m=y(c'-y') 

ZU  setzen  ist» 

Wie  oben  orhlllt  man: 


und  die  Ausdrücke  vr-,  -^y  •  •  •  lassen  sich  ganz  wie  vorhin  berechnen.     Be» 

09*    09 

trachten  wir  jedoch  nur  den  Fall,  wo  r  constant  ist,  also  t^-  =  3r~==0  wird,  ein 

Fall,  der  bekanntlich  der  Oberfl&che  einer  Kugel  entspricht.    Ss  ergibt  sich  dann: 

ir- ,  •»  rr        ^^"""'^  coB^a^  sin  y »  ^^ 

JJ  yi-(l-a»)  sin  *»  yi— a'  cos  q^    ^ 

Aus  dem  letzten  Ausdrucke  Iftsst  sich  eine  Beziehung  herleiten,  welche  von  Le- 
gendre  herrührt. 

und  ifihren  wir  beide  Integrationen  von  W  in  den  Grenzen  0  und  ^   aus : 

n      n 

^=J     J      }/l-(l-a»)  sin^«  Vi  -  «»  sin  A'  ^*  ^^' 
0        0 

wo  r=;l  gesetzt  wurde. 

Es  war  nun  ursprünglich 

wie  man  auch  a  bestimmt.    Setzt  man 

y=rO  und  1=0,  so  wird  ^=0,  i.=^ 


iür 


fär 


y  =  0,         1  =  1,  ^=g,  X  =  0 


y=l,        »=0,  ^=0,  A=^. 


Da  aber 

r«=««+y«+»»=l 

ist,  so  sind  1  und  0  bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth ,  den  y  und  z  an- 

nehmen  können.     Die  Grenzen  0  und  1  entsprechen  also   den  Grenzen  0  und  •- 

ftx  &  und  A,  was  auch  die  beliebige  Constante  a  sei.  Aus  diesen  Betrachtungen 
folgt,  dass  unser  Integral  von  a  ganz  unabhängig  ist.  Setzt  man  somit  a=  1, 
so  kommt: 

n 


'-ff 


cos  Xdld^  =i  K' 


2* 

0  0 

(Es  ergibt  flieh  dies  allerdings  schon  aus  der  geometrischen  Betrachtung,  dass  v) 
den  achten  Theil  einer  Kagelflftche  vorstellt.) 
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Bezeichnen  wir  nach  Legendre  den  Aosdrock : 

n 

.7  rf* 


n  -7-==--=  mi 


mit  F(A), 


n 


r    dd^ül^  sin*«  mit  E(b\ 


so  ist: 


dXd» 


0  0 

wo  c=yi— Ä*  gesetzt  wird. 


91 


«)]. 


0 

0         0 

)S  TS 

7      Vl-a»8inA»  V'l-(l-a«)  sin*»       wi  w       wj» 
0         0 

und  hieraas  folgt: 

^=  !»^=F(c)E(c)+F(a)£(a)-Ftc)F(a), 

eine  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommende  Relation  zwischen 
den  Quadranten  der  Integrale  erster  und  zweiter  Ordnung. 

55)  Den  Ausdruck: 

*  • 

wollen  wir  benutzen  unter  der  Voraus-  Will  man  den  achten  Theil  des  EUip- 

setzung,  dass  es  sich  handelt  um  eine  soides  finden,   so  müssen  x,  y^  h  immer 

Oberfläche,  die  zur  Gleichung  hat:  reell  sein,  also  x  alleWerthe  von  0  bis 

(>,  Sf  alle  Werthe  von  0  bis  V(^*-6'), 

*     |,  *  y         [       **      =1,  »  alle  von  0  bis  V(p'-c»)  annehmen. 

q*      ^*—  6*       ^*—  c* "   '  Offenbar  kann  dann,  damit  i  reell  bleibe, 

_  ,       .„  .    .  ^   ,.       •./,,.,          ^  A«  nicht  kleiner  als  6,  damit  h  reell  bleibe, 

Bekannüieh  ist  dies   die  Gleichung  des  CJ  j^jcht  grösser  als  c  sein.   Ebenso  muss, 

BUipsoides.  ^^ij  ;  rg^ll  h\t\ht,  r  kleiner  als  b  sein. 

Man  hat   zur   Grenzbestimmung    die  X   aber    muss   jedenfalls    grösser  als   c 

Formeln;  sein,  damit  h  reell  bleibe. 

bcx^lur  •  Wegen  der  Gleichung  des  EUipsoides 

»  1//  •     ti\—  •!  *  *^®'  ^*   P  ^^^   grösste  Werth    von   X. 

c»V(c^  -  6*)  =  Mm,  ElUpsoides : 
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v= r^  r  r^  a'-i"')(/^^~^')a'->-')j^j^j, 

J  oJ  t^  e  ghiklm  ^ 

Wegen  der  bekannten  Fonnel   ffir   den  Grenzen   constante    einzuführen.      Man 

achten  Theil  des  EUipsoides  ist  der  Werth  wird  den  Sinn  und  die  Tragweite  dieser 

dieses  dreifachen  Integrals  gleich:  Methode    leicht    an    einigen   Beispielen 

^  erkennen. 

•^^V(^«-6*)y(^^-c«)  =  F.  Wir    fanden    in   Abschnitt  38)   For- 

^  mel  IVa): 

56)    Von  grosser  Wichtigkeit  für  die  2    P^  siny.C06/gy<fy    „ 

Berechnung  mehrfacher.  Integrale,  deren  "JJ"/                  T           —  ^  ®^®'  —  ^ 

Grenzen  nicht  alle  constant  sind,  ist  die  ^ 

von  Dirichlet  herrührende  Methode  des  je  nachdem  ß  abgesehen  vom  Voneichen 

DisconUnaitfttsfactors.    Der  Zweck  dieser  gr6s8cr  oder  kleiner  als  Eins  war.*    Wir 

Methode  ist,     statt    der  veränderlichen  setzen: 

wo  *,i»,6,c  ..  .  positiv  sind.  ^  2^  ^oo  gjpycosffyrfy 

Erstrecken  wir  femer  die  Integration  "^  J  q  ^ 

über  alle  Werthe  von  jr,  v,  »  . .  .,  wel-        ,   ,  , 

che  die  Bedingung  crfftUen,  dass  ^^^  ^*»  ^^  ^*"«*  <^<1  '»*»  *'*®  unsere 

_  Bedingung  erfüllt,      U  immer   gleich  1 

«-«+3f+»+  •  •  •  <1  igt,  ausserhalb  der  Grenzen  der  Integra- 

ist  und  ar,y, »  immer  positiv  sein  sollen,  tion  aber  Null  wird,   so  ist  es  gestattet, 

Statt  nun  die  Grenzen  der  Integration  die  Integrale  alle  in  den  Grenzen  0  und 

aus  dieser  Bedingung  abzuleiten ,    mul-  +<30  zu  nehmen,  da  derjenige  Theil,  wel- 

tipliciren  wir   das   Argument   mit    dem  <^er  unsrer  Bedingung  nicht  entspricht, 

Factor:  von  selbst  verschwindet. 

Es  wird  also 

+00     ^+«     ^  +  00  ^CO     _j^   ^_,    ^,    ^, 


^ =i /•--' /•-*  n^  ...  r* .-»v-'J 


t 


sm^ 


CO»  iffpd<f>dx  äff  d%  •  •  .  • 


Da  aber  fttr  a=:+l  und  trs— 1  Dis-  ist,  also  so  laujge  «  nicht  Null  ist,  keine 

continuitftten  stattfinden,  so  fragt  es  steh,  Discontinuit&t  erleidet    Denkt  man  sich 

ob  hier    die   Umkehrung    der    Ordnung  diesen  Werth  für  U  in  A  eingesetzt,  so 

des  Integrirens  noch  gestattet  ist.   Diese  ist  also  Umkehrung    der  Ordnung    des 

Frage  erledigt    sich  jedoch,    wenn  man  Integrirens  erlaubt. 

zunächst  statt    des    Ausdruckes    U   das  Mit  abnehmendem  <  aber  nimmt  das 

Integral:  Integral,  gleich  viel  nach  welcher  Gr6s8e 

^    ^«5    ^t„,    .                  ,  man   zuerst  integrirt,  die  hier  gegebene 

•H-T      e     ^  «'"ygQg^^y^y  Form  an,  und  ist  somit  auch  für  «=0 

71 J   Q                       (f>  der  Werth  von  A  derselbe,    man   mag 

erst  nach  q-  oder  erst  nach  x,  y  >  >  •  • 

betrachtet,  welches  nach  Formel  in  des  integriren. 

Abschnitts  88  stets  gleich:  Wir    schreiben     statt    cos  äff'    aber 

JL arctg  Ü^  +  i arctg  —  e"~'''5r».  es  wird  dann  A  der  reelle  Theü 

n              t          n              k  des  Integrals: 

nj   Q  y 

wo 


i+OO    /»4-QO 


•^   0      *^    0 


ist. 
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Dloa  Integnd  QzorilUIt  aber  in  Factoren  von  dor  Qoatalt: 
wo  die  Potenz  (k  +  ^0^«  ^'^  ^^  '^^^  ^®°  Fällen,  welche  wir  ansfAhrlich  erörtert 


haben,  so  za  nehmen  ist,  dass 


(t+yi)'»  =  r"e*»^r 


und  k  immer  zwischen  +^  und  —n  liegt.    Diese  nnd  die  y,  z  . . .  entsprechenden 
Werthe  einsetzend,  erhalten  wir: 

Isty=z=:    •  •  •   r:0,  so  wird  il,  wenn  man  a-{-('f<^+  ...  für  a  setzt: 


•/    0 


und  dies  ist  gleich  dem  reellen  Theile  Von: 

BiaB  kann  somit  im  allgemeinen  Falle  den  reellen  Theil  toa  I^  auch  schreiben: 

^  ^  r(a)  r(6)  r(c)  >  ■  .  r «  ^-*ar^«+6+c+  •  • .  -» ^. 

JXa-t-Ä+<H-  •••)•/    0 

Airjr  =  0,  e  =  d=  ••  •  =0  erh&lt  man   hieraus   die  schon  bewiesene  Enlersche 
Formel: 

/6 \  _  r(0)  rjb) 

\af  "    r(a-\-b)  ' 

Auch  kann  man  in  dem  aHgemeinen  Ausdrucke  von  A  die  Grösse  A  =  0  setzen, 
und  hat: 

r{n)  r(b)  .  . . 

iXa+b  .  .  0  (a+*+  .  .  .) 


C  "=1 1  j  ,  ,  ,  X        y        %^         .  ,  ,  dxdydz  ,  ,  ,  :=: 


^    r(a).r(t) 


r(.+»+ . . .  +1)* 

Vertanscbt  man  die  Veränderlichen  «,  y,  *  .  .  .  becfigUch  mit: 


©'•  0')''  (;)' 


so  erhUt  man  hieraus 

und  wenn  man  für  a,  6  •  .  .  bezOglich  -,  —  •  .  .  schreibt: 

£  =/r. . . .— /-' . . .  «terf» . . .  =  ^^^  V^ — . 

wo  «,  y  .  .  •  auf  alle  Werthe  auszudehnen  sind,  welche  die  Bedingung 

(T)'+(t)'+(7)'-'-<' 

erfüllen. 
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Ist  noch  oder  da 

8o    crhüt   man,   wenn  3   Veränderliche  ^(t)  =  |f'(f),  r(|)  =  jr(l) 

genommen  werden,  .^.. 

dxdydz]  U=l  ntcfiy. 


fSß 


und  dies  ist  der  von  den  positiven  Coor>  Ist  p  =  9  =  r  =:  4,  so  erh&lt  man  den 

dinatenaxen  x,  y,  »  und  der  Flache,  die  achten  Theil  des  EOrpers,  dessen  Oher- 

Eor  Gleichung  hat:  fläche  die  Gleichang  hat: 

begrenzte  körperliche  Baum,  für  welchen  ^^^  dieser  ist: 
sich  ergibt: 


/1\     /1\     /1\  u^^'F-r-^-vu 


WT  ^ßy  ^P^^         ^T^  ^^^  A  A 

U  =  -^  — = 2= z .      oder  da 

"»*•      1x1+-  + y+-)  ra)=r(l+t)=ir«). 

ist 
Ist  f»-::9=r=2,  80  hat  man  den  achten 

Theü  eines  Ellipsoides,  dessen  Halbaxen  V-^'^"^  ^(t)' 

«r,  /9,  y  sind ,   nnd  für  dasselbe  ist  also :  48      r(f )  * 

11  ^^ßy  im)Y  Wir    fanden    (Abschnitt  46,  Formel 

8      r(|)  XXXII): 

r  e^S^-W  =  -I(2Le-?\ 

•/  0  (4:^)9 

wo  das  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  a  positiv,  das  untere,  wenn  <s  negativ  ist. 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sieh  anch,  indem  wir  das  Vorzeiehen  auf  die  eben 
angezeigte  Weise  bestimmen: 


/ 


«                •       .          r(9)cos^ 
cos  {e\ff)  0*       dipzz f 

0  (±«)^ 


qn 


/.oo                                        r(9)sin^ 
/         sin  («f  v)  V/*       d\p  =  + ^  » 

wenn  man  die  erste  dieser  Formel  mit  sin  ^,  die  zweite  mit  cos  ^    mnltiplicirt 
nnd  addirt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

•    «/  N  . /       Bin  (o-r-  +aV')i^*       dxb--—  oder  =0, 

je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.     Es  ist  dies  eine  andre  Form  eines  Dxs- 
continnitätsfactors. 

Untersachen  wir  jetzt  das  Integral: 

rr  =   I         1       .  .  • o:        y  ,  ,   ,  äxay  , ,  ,j 

J   0  J   0  qP    (e+ffi)^ 

wo 

^=X-fadp+/'y+  •  •  •>        ö'  =  l— «— y—  .  .  . 

gesetzt  wird,  « ,  p,  9 . . .  a,  6  . . .  A>  ^ .  • .  positive  Constanten  sind,  aber  immer: 

p-h9+  .  .  .  >  C14-Ä+   •  •  • 
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Die  Fotemen  von  f+o*  sind  dadurch  bestimmt,  dass  der  Arcus  dieses  Aus- 
druckes immer  zwischen  4-  n  und  —  n  liegen  soll,  und  das  Integral  W  soll  sich 
Aber  alle  positiven  Werthe  von  x,  y  .  .  .  erstrecken;  es  ist  dann  W  vollständig 
bestimmt 

In  Integral  W  kann  man  setzen: 


f     e-^«r-% 


(Vergleiche  Abschnitt  49,  Formel  10),  und 


/ 


*e-f'+«»>^»-' 


.d^. 


Setat  man  diese  Ausdrücke  in  W  ein ,  und  denkt  dann  die  Integration  nach 
X,  y  .  .  .  zuerst  ausgeführt,  so  ergibt  sich : 

Q  ist  einTrodnct  einfacher  Integrale  nach  o;,  y  .  .  .,  die  alle  gleiche  Form  ha- 
ben, und  wo  das  nach  x  genommene  die  Gestfüt  hat: 

setzt  man  dies  und  die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Integrale  ein,   so  hat 
man  Air  W  nur  noch  ein  Doppelintegral: 

.  .  .  •  diftdift. 

Dies  Integral  aber  verwandelt  sich  in  ein  einfaches,  wenn  man  setzt: 

^  =  ^j,        d\p  -zzt^ds^ 
und  nach  tp  integrirt.    Es  ist  dann: 

^_r(m)  r{a)  m  . . .  r*"     si-^  1  1  ^ 

wo  m=p4-^  —  ö—  6 —  . .  .  gesetzt  wurde. 

Von  besonderm  Interesse  ist  der  Fall,   vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht, 
wo  <=0  ist,  da  hier  der  Ausdruck  L&sst  man  also  «  sich  zun&chst  der  Null 


j 


^  n&hem,  so  wird  der  in  W  vorkommende 

, — (« -^rcx)^    q'^\  ,  Ausdruck  nach  unsrer  Annahme 


0  TT.  1t, 

welcher  in  der  Entwickelung  als  Factor  «-f-«i  =  oe'^     oder  — <re      ^  , 

vorkam,  die  Gestalt  j^  nachdem  <s  posttiv  oder  negativ  ist 
*oo              .           .  Es  ist  also  auch 

0  1  ^1        '^2 

annimmt,  also,  wie  oben  gezeigt  wurde,  .    ,    ..^  ""    ,    o 

discontinuirlich  ist,  wenn  <r,  wie  es  doch  \ß-rc\)        -rj» 

wahrend  der  Integration  geschehen  mnss,  zu  setzen.    Das  Argument  von : 


/ 
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nimmt  also  renehiedene  Formen  an,  je  nachdem: 

tf=l  —  X — y—  .  .  .  <0  oder  «r  >0, 
d.  h.  je  nachdem: 

ist.    Es  wird  also: 

-»*'  „,  'r  ^    r(m) r{a)  m  .  .  .  /•°°«>-'&      1        ■  1 

W=e  U+.       V=         i^)^(,)         ^„(i4«r(«-.i)-0»-^)*       • 

wo 


-//:. 


g        y  ...  dxdy 


{l+ff*+/Jy  +•..)''  (l-ar-y  . .  .)^ 


nnd  das  Integral   anf  alle  Werthe  von  a?,  y  .  .  .   anssndehnen  ist,  welche  die 
Bedingung 

*+3r+«+  •  •  •  <1 
erl&llen, 

«        y  ...  oray 


=//•• 


anf  alle  Werihe  ron  «,  y  .  .  .  ausgedehnt,  welche  die  Bedingung: 

*+3r+»+  .  .  .  >1 
erfüllen.    Der  Werth  Ton  W  erh&lt  die  Grösse 

Setst  man  also  — i  statt  t,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichung,    so  dass  man 
mittels  beider  sowohl  U  als  V  bestimmen  kann. 

» 

56)  Quadratur  YollständigerDif-   die  Bedingung  dafür,  dass  die  gegebene 
ferensiale    mit    mehreren    Varia-   Gleichung 

^^«»-  dzz=tfdx+^dy 

Hat  man  die  Gleichung  .     u  -n.««  •  ^       j 

^  durch  Differeosiiren  emer  andern 

»=^(«,y),  ,=^(,,,) 

.owhilt  man  durch  d6«nDifferen.i,äoB:  ^„»„aen  i.t,  nnd  .  nnd  y  röllig  «n- 

di2z^dx4''^tlu'  abhangig  von  einander  sind. 

^'        ^y  Wir  haben  diese  Bedingung  bereits 

soll  also  ein  Ausdruck:  in  Abschnitt  11  kennen  gelernt,  wo   es 

dz^^{x,y)dx^,p{x,y)dy  .   "^  aber  um  Grössen  y  handelte,  die 

TT  \  >y/      I  y\  » j/  ar  y^j^  ^  abhängig  waren. 

"ein   vollständiges  Differenzial    sein,    so       t^«       o  j« v^«    *t^a  w*«* 

müssen   die   Functionen  y  und  ^    die  ,  ?****  Bedingung  heisst  Integrabihtäto- 

Gleichungen  erfüUen:  bedingung. 

A/>      ^  ^i>      ^  Ist  sie  erffillt,    so  lässt   sich   angen- 

^  =  ^  =  ,(4f,  y),    jJ  =  5^  =  Vfr(*,  »).  Micklich  d>«  Gleichnng 

«=^(*>  y) 

Aus  diesen  erhält  man  durch  nochmaliges 

Differenziiren:  herstellen,  d.  h.  der  Ausdruck 

dn    _  dtf,           b^z    _  dtp  dt=ifdx+^y 

dxdy  "  dy          dydx  "  dx  integriren.    Zu  dem  Ende  bemerken  wir, 

Es  ist  also  dass  iür  irgend,  einen  Anfangswerth  Ton 

.       •  .         «,  etwax,,  i=f(x^,y)  also  gleich  einer 

^  _  £5?  Function  yon  y  allein  wird,  die  wir  mit 

dy      dz  h'  bezeichnen. 
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Es  ist  nun:  Gleichnng: 

ox  '  ^ '  kann  man  aber 


-.  fg(x  y)dx  setzen,  da  x^  constant  war,  und  erhalt: 


also  *  ^=^^«1)  also  dx:^0 

c^  constant  war, 

wo  bei  der  Integration  y  als  constant  zu  also 

denken  ist,     Nimmt  man  dies  Integral,  z'-^HpCx    v)  dy, 

welches  noch  eine  Constante  (oder  viel-  J  y\  •^Jf/ 

mehr  eine  Function  des  constant  gedach-  gei  noch  für  y=yo»  «'=«"»  d.  h.  für 

ten  y)  enth&lt  in  den  Grenzen  x  undar^,  xzzx^  und  y=yo>  2  =  «">  »o  "t 

so  hat  man: 

yy 
j        ..  '^.  y. 

*•  und  «"=/'(aPo,yo)  ^»rd  eine  willkürliche 

und  es  bleibt  nur  noeh  Ton  y  die  Func-   Constante  sein;  man  hat  also,  wenn  man 
tion  z'  zu  bestimmen    In  der  gegebenen  diese  Werthe  einsetzt: 

z  =  /       y («,  y)  dx+ 1       ^(xo,  y)  rfy+z". 

•^  «0  -^  y« 

Diese  Methode,  welche  übrigens  einfacher  als  die  gewöhnlich  in  den  Lehr- 
büchern gegebene  ist,  l&sst  sich  augenblicklich  auf  beliebig  viel  Variablen  aus- 
dehnen.   Es  sei: 

dz=='fi{^i,  «a  •••*,^)<'jf|+yi(*it  •»«•••  *^) <*»:,+  ... -)-y^(a?p  x^,,.x^dx^ 
entstanden  durch  Differenziiren  der  Gleichnng 

wo  x^j  x^  ,,  ,x    völlig  von  einander  unabhängige  Grössen  sein  sollen« 

Bedingungen  hierfür  sind,  dass  man  hat: 

dz  dz  dz  dz 

9  mW 

oder  durch  nochmaUgcs  Differenzüren : 

dx^dx^  ""  dx^  *    dx^dx^  ""  dx^ 

Es  muss  also  sein  gesetzt  werden  können.  Die  Anzahl  der 

^  ^  sich  hierdurch  ergebenden   Bedingungs* 

dx    "  dsT  gleichungen  ist:  —  ^ — -\  sind  diese  er- 

eine  symbolische  Gleichung,  in  welcher   Hillt,   so  geschieht  die  Integration  wie 
(är  $  und   t  alle  Zahlen  von  1  bis  n   oben.     Wir  setzen: 

für    x,=x/**^  und  z  =  z^^\ 

für    ar^=«/")    und«,  =  x,(®^,    z  =  z^'^\ 

fftr    jf|=:a?j^  *,   x^  =  x^^  ^  und  «3  =  «,^  ^  2  =  z^  % 


ar  ..=*.(«),  ,.=,.(«),  X. =«/»).  ..«=«(»>.  «=»W 
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Es  .ind  Wer  «.<•).  *.<"),  */")  .  .  .  '"°'^'= 

Constanten,  dz 

/l^  5 — — y'i(*»>  *t  •  •  •  '  )i 

t^  ^  eine  Function  yon  a?,,  «i  - . .  »^  ^*i  •* 

aber  nicht  Ton  x^,  also,  wenn  man  x^wunda^i  alslntegra- 

t(-)  eine  solche  yon  «,  .  .  .  a?^  . . . ,  tionsgrenien  betrachtet,  «,  . , .  a?^  aber 

/„_]\  als  Constante  ansieht: 
2^        '  eine  Function  to»  «    allein, 

und  endlich  /  -    /*   '       r#    r-r    -i»  *  \  ^•. 

x^  '  eine   Constante;    man  hat  dann  ^    ^i      . 

Die  gegebene  Gleichung  aber  nimmt,  wenn  man  w^=xy\  s  =  z'  sotst,  die 
Gestalt  an: 


asC) 


(0) 


also:  _-=:y^(j;^v  y^  «,  ..  .a?^, 

und  in  den  Grenzen  x,^*^  nnd  «^  integrirend,  hat  man: 

In  dem  Werthe  von  diS^^  kann  man  nnn  a:,^«,'^^  setzen,  nnd  hat: 


«'     n' 


«» 


Ffthrt  man  so  fort,  so  erhftlt  man: 


x/"> 


X 


(«-.)_,(-)  =y  ".„(*/»>  x/«) ....._.(«).  .^.i.,. 


Also  dnrch  die  Addition  aller  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  der  yollständige 
Werth  yon  z  folgendermassen : 

(0)  ^  J        M  ^ 


Jf|    '  *i 


(0)  "  ^    ^^(0) 


*/»> 


+/'"     r.(«.(">.«/">.  .  .  «,_,n.J-r^+.'  . 


wo  x^**^  die  Integrationsconstante  ist 
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Beispiel.    Sei  gegel>en 

ydx-xdlf 


60  ist 


d(f>       d\p  a?*— y* 

die  Integrabilit&tsbediDgung  ist   also  er- 
mUt,  nnd  es  wird 

r*    y^     r^  3''y  4.^" 

Aber  wenn  man 

X  y 

—  =  1«,    -^rzfj 


setzt,  erh&lt  man: 
*      ydx    __ 


/-fc^=arctgii-arctgiio, 


wo 


und: 


r 


y      Xt,dv 

--4-^4  =  arctg  r-arc  tgf>o, 

y.  y'+'o* 


wo 


f>.= 


-.y. 


ist.    Also: 

t  =  arctg— -arctg^-arctg^ 

y  y  * 


+  arctgSi+«". 


El  ist  aber 
arc 
also: 


tgs  =  |-ai-ctg(y), 


t  =  arctg  — +  arctg^-  ^+«" 

oder  wenn  x^zzO  genommen  werden  soll, 
y^  aber  positir  ist,  wo  dann 

arctg5^  =  arctg(-|-oo)=^  wird, 
«  =  arctg-+t". 

y 

Die  Auffassung  der  Integrale  als  Sum- 
men ist  die  historische,  und  lange  vor 
Leibnito  und  I^ewton,  den  Erfindern  der 
hohem  Analy^sis,  hat  man  diese  Methode 
angewandt,  namentlich  zur  Berechnung 
Ton  Fl&cheninhalten ,  freilich  ohne  sich 
eines  allgemeinen  Algorithmus  su  bedie- 


nen. Zu  bemerken  sind  hierbei  nament- 
lich Descartes,  1596  bis  1650,  und  sein 
grosser  Zeitgenosse  Fermat,  der  1590  bis 
1665  in  seinen  Untersuchungen  dem  Geiste 
der  höhern  Analysis  bereits  sehr  nahe 
gekommen  war.  Von  letzterem  rührt  auch 
die  Methode  her,  das  Gesets  der  Ver- 
änderlichkeit angemessen  su  bestimmen, 
um  der  Summe,  deren  Grenze  man  ver- 
langt, eine  möglichst  einfache  Gestalt  za 
geben. 

Geschickte  und  fruchtbare  Anwendun- 
gen dieser  Methode  gab  auch  Wallis,  1616 
bis  1703.  Von  einer  allgemeineren  Auf- 
fassung der  Integralrechnung  kann  aber 
erst  seit  Newton,  1642  bis  1727,  und 
Leibnitz,  1646  bis  1716,  die  Rede  sein. 

Die  Methode  des  theilweisen  Integri- 
rens  und  der  Substitution  rührt  tou  den 
Erfindern  der  hohem  Analysis  her. 

Die  Auffindung  der  Integrale  gebroch- 
ner  Functionen  verdanken  wir  Johann 
BernouUi,  1667  bis  1748.  Die  Methode 
des  Bationaimachens  der  Functionen, 
welche  eine  Quadratwurzel  eines  Aus- 
druckes zweiten  Grades  enthalten,  rührt 
von  Cotes  her  (1682  bis  1716).  Wesent- 
liche Verdienste  um  die  Förderung  der 
Integralrechnung  hat  sich  Euler  erwor- 
ben (1707  bis  17^),  besonders  durch  sein 
Werk:  „ Institutiones  calculi  integralis.*' 

Die  Berechnung  der  bestimmten  Inte- 
grale muss  wohl  ebenfalls  auf  Euler 
zurückgeführt  werden,  hat  aber  wesent- 
liche Erweiterungen  in  diesem  Jahrhun- 
derte erfahren. 

Ein  hödist  wesentlicher  Fortschritt  ist 
die  Einftthrong  des  Begriffs  *  des  Imagi- 
nären in  die  Integralrechnung.  Wenn 
derselbe  auch  vor  Entstehung  dieser  Wis- 
senschaft öfter  gelegentlich  angewandt  ist, 
so  ist  doch  die  schärfere  Begründung 
dieses  Verfahrens,  namentlich  die  Theorie 
des  Integrircns  auf  verschiedenen  Wegen 
nnd  der  dadurch  bedingten  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale,  Cauchy  zu  zuschreiben. 
Die  Durchführong  dieser  überaus  frucht- 
baren Methode  hat  es  nicht  allein  mög- 
lich gemacht,  die  Integralrechnung  von 
vielen  ungenauen  oder  unklaren  AusfUh- 
rangen  zu  befreien,  sondern  dieselbe  auch 
wesentlich  gefördert  und  erweitert.  Wie 
sie  denn  in  der  Theorie  der  Functionen 
im  Allgemeinen,  und  der  mehrfach  Pe- 
riodischen im  Besondem,  der  Beihenent- 
wicklung  u.  s.  w.,  bereits  wichtige  Re- 
sultate gegeben  hat,  und  namentlich  in 
ihrer  Ausdehnung  auf  die  Integrale  der 
Differenzialgleichungen,  welche  nament- 
lich durch  Weierstrass  und  Riemann  be- 
gonnen ist,  noch  Bedeutenderes  erwarten 
msst. 


II.  lieber  die  totalen  Differenzialgleichungen. 


•       •      • 


.1)  Eittleitnjig.    Die  Worte:   „Auf-       Dies  geschieht  entweder  durch  nnend- 

lösung  einer  analytischen  Angabe'*  wer-  liehe   Beihen,    oder    durch    algebraische 

den    in   sehr   verschiedenem   Sinne    ge-  Gleichnngen,    deren   Coeffidenten    der- 

brancht.    Man  sagt  %,  B.,  dass  die  alge*  (Reichen  Beihen   sind ,  oder  auch  donJi 

bruschen  Gleichungen  bis  einschliesslich  Angabe  von  Methoden ,  welche  geeignet 

%inn  vierten  Grade- auflösbar  seien,  womit  Mnd«   bei*mi]|ieriadien-  Werthen  von'« 

eben  nur  gemeint  ist ,  dass  diese  Auf-  das  zugehörige  y  bis  in  einer  beliebigen 

lösungen  sich  auf  ein  bereits  Euvor  be-  Annäherung    ku    ermitteln.      Eben     so 

handeltes  Problem  der  Aussiehung   Von  wichtig  aber  ist  es,  an  die , Differenzial- 

Wurzeln  im   gewöhnlichen  Sinne,    d.  h.  gleichungen     selbst    eine    Untersuchung 

auf    die    Wurzeln    solcher   Gleichungen,  der  Eigenschaften  derjenigen  Transcen- 

deren  erstes  Glied  ein  Binom  ist,  zurück-  deuten  zu  knüpfen,  welche  sie  definiren. 

fahren   lasse.     Man   spricht   aber   auch  'So  z.  B.  weiss  man  immer,  wenn  diese 

von   der  allgemeinen  Auflösung  der  al-  Transcendenten   doppelt  periodisch  fin^^ 

gebraischen    Gleichungen ,  und  versteht  dass   sie  sieh  auf  elliptische  Funktionen 

darunter,  da  eine  allgemeine  ZurUcki&h-  zurückfuhren  lassen,   dass  sie,  wenn  sie 

rung    dieses   Problems    etwa    auch    auf  immer   eindeutig   und  continnirlich  blei- 

Wurzeln    binomischer    Öleichungen    un-  ben,   sich  in  die  Form  von  nach  ganzen 

mOgHch  ist,  irgend  eine  Methode,  welche  positiven    Potenzen  geordneten ,   immer 

geeignet  ist,  in  jedem  gegebenen  Falle  convergirenden   Beihen    bringen    lassen 

surKenntnisa  der  Wurzeln  der  Gleichung  .u.  s.  w.    Indess  zu   einer  solchen  Aa£- 

zn  verhelfen.    Der  unterschied  zwischen  lassnng  des  Problems,  welche  allerdings 

beiden  Arten  der  Auflösung  ist  also  der^  als  die  eigentliche   uud  allgemeine  Au£- 

dass  im  ersteren   Falle   eine   Beduction  lOsung  zu  betrachten  ist,  hat  man  eben 

auf  ein  anderes  einfacheres  Problem  ein-  in  neuester  Zeit  erst  den  Grund  gelegt, 

tritt,  im  zweiten,  das  Problem,  welches  und   im  Uebrigen   muss  man  sich  daher 

ursprünglich  vorliegt,  direct   angegriffen  begnügen,  die  Fftlle  zu  ermitteln,  wo  die 

wird,   und  dazu  dient,   die  Wurzeln  zu-  Differenzialgleichungen  complicirterer  Art 

gleich  zu  definiren  und  Ausdrücke  dafür  sich  auf  einfachere  (z.  B.  partielle  Differ 

zu  finden.  renzialgleichungen   auf  totale,    und  die 

Ganz  Aehnliches  findet  bei  deuDiffe-  einfacheren  totalen  auf  Quadraturen)  zn- 
renzialgleichnngen  statt.  Auch  eine  rückführen  lassen.  —  Dies  letztere  Pro- 
Gleichung  von  der  Gestalt  blem  wird  uns  hier  also  hauptsachlich 
^^ff  \  beschäftigen.  Es  ist  jedoch  nöthig,  auf 
rf«~^*'^^  die  Classificirung,  Entstehung  und  Auf- 
deflnirt  vOllig  die  Function  von  «,  welche  lösung  der  Differenzialgleichungen  hier- 
faier  "toit  y  bezeichnet  ist,   und  nur  in  ^ö*  •*'^"  näher  einzugehen. 

besondem  Fällen  kann  es  gelingen,  die-       ci\    i?:«*i,«:i„«  *•    j«,   Ti;ff«,*« 
.      ,      ,         *     .  .     "        1.  *)     Eintheilung    der   Diiieren* 

sen  Ausdruck    auf   eme    schon    vorher  .;„i„i^;«i.„„„,^„ 

bekannte  Form,  also  z.  B.  auf  eine  Auf-  *'«Uleichungen. 

lösnng  einer  andern  Differenzialgleichung       Man  kann  jeder  Differenzialgleichnng 

von  der  Gestalt  eine  doppelte  Gestalt  geben,  je  nachdem 

«In  man   die  Differentiale   selbst,   oder   die 

'^=:(fi(x)  eatspredienden  Differeniialquoticnten  ein- 

.  ,  führt.    Gehen  wir  zunächst  von  der  letz? 

zurtickfuführen ,    welche  letztere'  in  der  ^ren  Gestalt  aus. 

That  mit  „^    ,  v  .  I-    Eine  Differenzialgleichung  oder  ein 

«-/yi«)«»»  System  solcher  Gleichungen   wird   total 

also  mit  einer  Quadratur  identisch  ist.  oder  partiell  genannt,  je  nachdem  alle 
Im  Allgemeinen  dagegen  giebt  jede  Dif-  darin  vorkommenden  Differenzialquotien- 
ferenzialgleichung  oder  jedes  System  von  .ten  nach  derselben  unabhängigen  Va- 
Differenzialgleichungen  eine  neue  Art,  riablen  genommen  sind,  oder  mehrere 
eben  durch  dieselben  definirter  Trans-  von  einander  unabhILogige  Variablen 
cendenten.  Es  kann  sich  also  nur  darum  und  die  nach  ihnen  genommenen  Diffe- 
handelA,  Methoden  für  die  Gewinnung  Tenzialquotienten  darin  vorkommen.  Die . 
dieser  Transcendenten  und  zur  Ermitt-  allgemeine  Form  einer  totalen  Differen- 
lung  ihreV  Eigenschaften  aufzufinden.        aialglelefanng  ist  ftlso: 

U 


ao4 

1)  n;  f.. ».  •  •  • »«.  ^.  ^  •••  i?«  ^'  •  •  •  ?5^  •  •  •  ^^' 

"       Ä      rf*  Ar      *»»  <J«»  ^ji 


«  • 


)- 


Die  aUgemetne  Form  einer  pMtieUen  DiffereBBialgleicbiiiig  dagegen: 

d«,«  **,.'  a,.a..      «»*,•      *./      -^      ^) 

Eine     partielle    Differensialgleichnng  .         •,  it^z\ 

kann  1,  2,  8  •  •  •  nnabh&ngige  Variablen  ^.  («,  _,    __.   •  •  • 1=0, 

baben;  die  Gleichung  2)  bat  «  unabhin-  dx     dx^       -     dJ^^ 

gige  Variablen.  ^^,^^    natürlich    ansser    .    noch    die 

II)  Eine  Differensialgleichnng  heisst  QrOssen  x,  tf,  •  •  •  tf  und  ihre  Diffe- 
1  ter,  2ter  •  ♦  •  n.  t.  w.  nter  Ordnung,  .  ,        ,  *         ,     ., 

wenn  der   höchste    darin  rorkommende  reii«»lqnotienten  enthalt,  tchreiben: 

Differensialqnotient  von  der  Iten,  2ten   ^^  dz  d*  dz      -t 

•  ••  fiten  Ordnung  ist.     Die  hier  gege-   •r-=:»,,--T-^=»,,--~=»4«-»_J?Zl_  =«  . 

bene   Gleichung    1)    ist    von  der  ;>ten   ««  *»  «  dx  V 

Ordnung.  -  Man  kann  aber  audi  von  ^  ^.  gegebene  Gleichung  nimmt  dann 
der  Ordnung  peiner  Differenzialgleichung  "^«  "»'»  «^6'»''="'»  ««»«»«»»  •"«""»««» 
in  Besug    auf  eine  bestimmte  Variable   ^*  ^e»»*«  an: 

in)    Auch    worden    die    Differenzial-  ^     dx' 
gleichungen    nach    der  Anzahl    der    in 

ihnen   enthaltenen  Variablen  eingetheilt.  Es    sind    dies    in   der  That   p    Glei* 

Die   Gleichung    1)  enthält  n+1    Varia-  chungen,  welche  nur  die  ersten  Differen- 

blen.    Bei  partiellen  Differenzialgleicbun-  sialquotienten  der  s  enthalten, 

gen   mnss  hinzugefügt  werden,  wie  viel  Hieraus  folgt  unmittelbar: 

tmabhängi^  yt'''"*^  '^?'?,"**'  ""**'  B)  „Jede  Differentialgleichnng  mit 
GleichMg  2)  bat  «+,Vnrf,len,worun-  g  Variolen  «  mnd  .,  wfiche  v,S.  der 
ter  $  unabhängige.  ^^  Ordnung    ist,   iit    gleidibedentend 

Wir  werden  ans  jetzt  snnichst  mit  mit  p  Differensialgleichangen,  Tfreldie 
.den  totalen  Differenzialgleichnngen  be-  0+I  Variablen  x,  z,  •  •  •  z  enthalten, 
Bchftftigen.  ^ 

Für  dieselben  gilt  folgender  wichtiger  «°^  »"«  ^^^  ^er  ersten  Ordnung  sind« 
lichrsatz:  Dieser  Sata  l&sst  sich  aber  auch  um* 

A)     „Sei  kehren. 

9=0  C)    „Ein  System   von  p  Differenzial- 

eine  Differenzialgleichung,  welche  die  gleichungen  mit  p-hl  Variablen  «,  Zp 
unabhängige  Variable  x,  die  abhängigen  «a  .  •  •  «-  "'  zurückzuführen  auf  eine 
yi »  y»  '  •  •  y«  ^^^  *  enthalt,  die  in  Qieichung  mit  2  Variablen,  welche  aber 
Bezug  auf  yi,  jfa  •  •  '  y«  '^^^  ^^^^^  ^^  ^^^  ^®'  P^^  Ordnung  ist.** 

liebigen ,  in  Bezug  .auf  s  von  der  ;iten  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 

Ordnung  ist,  so  ist  diese  Gleichung  gleich-  das  gegebene  System  sei: 

bedeutend  mit  einem  System  von  p-Dif-  . 

ferenzialgleichnngen ,  die  statt  s  die  Va-  9>|  («»  X|»  s^  *  *  *    '  >       '      ^^  *  *  * 

riablen  S|,  z^  •••  s     enthalten,  und  in  P    d»  ^    d» 

Bezug  auf  alle  diese  von  der  ersten  Ord-  ''ii\ 

nnng  sind.**  '  •  •  -J?l  =0, 

Man  kann  nämlich  statt  der  Gleichung  ^' 
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..(.........-Vl^.  |f-5)=o. 


^■•"'»•••v^%-4')='- 


Ans  dieMn  p  GleichsBgen  kann  man  die 


Mk  kann  man  die  ,p         .  . 


p  Dilferenzialqnosienten  -^j    ■—    •  •  •  j^p 

_i  entwickln,  und  dieselben  nehmen  wo  die  Zeidien  f'J",f^'    neue  Fnne- 

dx  tionen    bedeuten.     Offenbar  kann  man 

dann  die  Gestalt  an:  nun    ans    diesen    p    Gleichungen    die 

i{2  Grössen  s,,  S|  * '  *  '^  eliminiren,  nnd 

-J^-fi  (*»  *i'  «1  • '  •  »p)»  ^ri^mt   ^o    schliesslich   eine  Gleichung 

von  der  Form : 


■^=^(«.  *i.  «1  •••*p). 


^  also  eine  Gleichung  pter  Ordnung  mit 

f_^^  X  2  Variablen.    Ist  diese  aufgelöst,  so  sind 

'^-'p^''  •"  *a  • '  •  y-  auch  die   Grössen  s^,  »,  *  *  •  *„  ohne 

—,.,.-         .,  .       j.         ni  .  weitere   Auflösung   von  Differenzialglei- 

Wir  differenaüren  nun  eine  dieser  Glei-  ^^         bekannt!     Man    setst  n^lich 
diungen,  etwa  die  erste,  p— 1  mal;   es  ^ 

werden    dann   in  den  zweiten   Gliedern  ,         -5.  <fa|    <^*»i  «'^«i  .     -, 

der    entsprechenden     Gleichungen,     die  **"^  ""  *"  ^'  "ig»"  ' ' '  'ST  *"  ^^ 
Differenzialquotienten  der  Grössen  »j»-«      .     «.  .       .  ^  ^,  .  ,        **    ,. 

s    vorkommen,  diese  aber  eliminiren  wir  °»*  3)  bezeichneten  Qleichimgen  die  so 

p  gewonnenen  W erthe  ein,  und  da  die  An* 

mit  HQlfe  der  übrigen  Gleichungen:  zahl  derselben  p  ist,  so   reichen  pr-1 

tfs.  d»m  davon  hin,  um  die  Grössen  z.,  z.***z 

üllrrf     _«=:^     ...  «»      •  p 

if:e  ax  durch  blosse  Elimination  als  Functionen 

so  dass  man  hat:  ^^**  *  ^  bestimmen. 

^  Bis  l&sst  sich  aber  auch  eine  Gleichung 

■T-7=A('*»  *i»  *a  ••  •  O*  oder    ein  System  von  Gleichungen  von 

'^  der   allgemeinen  Form  1)  leicht  in  ein 

A.       rf*>i  _^  ^  V  System   verwandeln,    welches  in  Bezug 

^)       "dx^"'     V*»  *!>*«  • '  •  y»  auf  jede  der  Variablen   erster  Ordnung 

.g  ist.    Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  das 

— ^  =  ^"  (*»  *i»  *i  •  •  •  »_)»  Verfahren  in  A.  wiederholt  anzuwenden. 

^*  r  Sei  das   gegebene  System  in  Bezug  auf 

•  •  •  Sfi»  y«  •  '  •  y-  bezüglich  von   der  Ord- 

nung  p,,  Pt  •  •  •  p  ^  so  setst  man: 


I 


I 


«"y. 


aog 


Es  yerwandelt  sich  dann  die  Gleichung: 


i/x'^'         **  <fa^*  ^  f 


dx 


in: 


Die  Anzahl  der  ohen  gebildeten  Hülfsgleichnngen  ist: 

Sei  s  die  Anzahl  der  gegebenen  Gleichungen  von   der  Form  9  =0,   so  hat  man 
also : 

'+Pi+P%+  •••  +P,|— * 
Glelchnn^n;  die  Anzahl  der  Variablen  in  denselben: 

'»  yi» yi  •  •  •  y^,  2,',  «/  •  •  •  z'   _,,  «/^^  •  •  •  t^*^_, 

ist:  E)   „Im  Allgemeinen  luinn  nach  dem 

Pi+/'i+  •  •  •  "^Pn"^^'  Obigen  jedes  System  Yon  totalen  Diflfe- 

w&hrend   bei    den  ursprünglichen    Glei-  «nzialgleichungen  auf  ein  anderes  erster 

chungen  dieselbe  n+1  war.    Der  haupt-  Ordnung  reducirt  werden, 
sachlichste  Fall,  welcher  hier  in  Betracht       Aus    diesem  Satze    ergibt   sich   auch 

kommt,  ist,  wie  wir  bald  sehen  werden,  leicht  die  Art  und  Weise,  wie  sich  jedes 

der,    wo    s=ii,    also    die  Anzahl    der  System  von  totalen  Differenzialgleichun- 

Gleichungen   gleich  der  der  abhängigen  gen  auf  eine  Form  bringen  lässt,  welche 

Variablen  ist.    In  diesem  Falle  ist  die  statt  der  Differenzialquotienten  die  Diffe- 

Anzahl  der  neuen  Gleichungen:  renziale    selbst    enthftlt.     Es    ist    diese 

I  p    ,    ,  ,  ,    ,  Form  so  wichtig,  dass  wir  bei  derselben 

PiTfi-r       •  Tf^,  ^^^  einen  Augenblick  verweilen, 
also  um  eins  kleiner  »J'.dje  der  Varia-       j     ^^^^^  ^,^  j^^^^^^  ^  ^^^  ^^^^ 

51   Aiü''  «^«nf«ll«  gleich  der  Anzah  ^^  Variablen  gleich  der  der  Gleichun- 

h!1  Äff  «•!"*''"'"•     Hieraus  folgt  f^  ^^  ^^^  ^J   ^^^^  ^^^  ^^^  ^1^. 

der  wichtige  Satz:  ^^^^^^^    ^^^^  Ordnung  reducirt    sind, 

D)   „Jedes  System  von  totalen  Pifife-  und  mau  die  n  Differenzialquotienten  aus 
rentialgleichungen    von  beliebigen   Ord-  ihnen  ermittelt,  folgende  Ausdrücke: 
nungen,  wo  die  Anzahl  der  abhängigen  j      ■         j       ■  tfv 
Variablen    gleich  dem  der  Gleichungen           ^Slzzf      -^=f    •••         =f 
ist,   kann  verwandelt  werden  in  ein  an-            dx       ^^     dx  dx     ^^ 
deres  ähnliches  System,  worin  alle  Glei- 
chungen von   der  ersten  Ordnung  sind,  wo  die  Grossen  ^Funktionen  von  Xyff^, 
jedodi  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  y^  ***  y^  s>nd.     Also  ergibt  sich  auä: 
Variablen  sich  entsprechend  vermehrt.*' 

Nach  dem   Sätze  C)   übrigens  ist  das  f^9i=fi^>  dy^:zf^dx  -  .  •  dy^zif^dx, 
letztere  System  gleichbedeutend  mit  einer       ^  ,.      .      ,.         i     _^    —  *-     ,. 

Gleichung,  die  eine  abhängige  Variable  '"^^  *'«»"*  die  verlangte  Form,  fftr  die 

enthält    ind    von  der  Ordnung  -p.+p^  man  .auch  schreibep  kann: 

+   •  •  •    +p     ist.  ilrf«-i;A,«fyi+A,rfy»+   •  •  •   +jl^rf3f^=:0, 
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•ine  allgemeiner«  Form,  die  man  erhalt,  Ist  aber  die    Anzahl  der  abh&ngigen 

wenn  man  jede  der  obigen  Gleichungen  Variablen  grOsser  als  die  der  Gleichnn- 

mit   einer  beliebigen  Grösse  mnltiplicirt  gen,  so  kann  man  dennoch  dem  System 

und    alle    addirt.      Das   erstere  System  eine  ähnliche  Gestalt  geben. 

l&Mt  sich  dann  leicht  durch  n  Gleichnn-  Ist  nämlich  die  auf  Gleichungen  erster 

gen  Ton  der  letsteren  allgemeineren  Form  Ordnung   redneirte  Gestalt   des  Systems 

ersetaen.  die  folgende: 


•  •  • 


wo  also  f  kleiner  als  n  ist,  so  kann  man  setzen: 

4)  djf^=p^dx,    dy^-p^dx  •  '  '  dyzipdx, 

wodurch  dann  unsere  Gleichungen  die  Ckstalt  annehmen: 

A  (•».  yi»  Vi  •  •  •  y„,  Fi»  i»a  •  •  •  Pn)  =  ^' 

/">(*»  yj.  yt  •  •  •  y^,  Piy  ;?.•••  )^„)=0, 


/"/*»  yi»  y«  '  •  •  y^.  Pi.  /^i  •  •  •  p„)=o.     ^ 

Mit  Hülfe    dieser    i  Gleichungen    kann  Es   ist    aber    wohl  sn  merken,    daas 

man  «  der  Grössen  /?„  p,  .  .  .  p^  be-  eine  ähnliche  Form   auch  die  partiellen 

stimmen  und  in  die  Gleichungen  4)  ein-  I>Jffw«an»lglcichnngen   annehmen,    die- 

setaen,   die  äbrigen  p ,  an  Anwihl  n-i  *®^**®  ^^^  ^^  *^^®  allgemeinste  der  Diflfe- 

sind  als    neue  Variablen  zu   betrachten!  "nzialgleichung  zu   betrachten   ist,   bei 

Man  hat  also  wieder  n  Gleichungen  yon  "^^^^^^^  selbst  der  Unterschied  zwischen 

der   Form    4)    oder   von   der   ^iremci-  ^J**^®**    "^"^    partiellen   Diflferenzialglei- 

neren:  chungen  wegfallt.     Um  dies  zu  zeigen, 

1  j^  ,  3    .      .  ,    .      .              .  ,    .         ^  ^rd    es   genügen,    wenn  wir  nur   eine 

Aaar^.x,ayj+Ajrfy,4.  .  .  .  4.A^rfy^=  0,  partielle  DiflFerenzialgleichung  2ter  Ord- 

welche  jedoch  ausser  den  n+1  Variablen  "?u?  w?^''?'*^'''«     "iV*''  ,4^^«*°^^™- 

*   „     «             ^     «^*u       T-*  »""•«"«?"  giiltigkeit  dieser  Betrachtung  leicht  zeifft. 

*^  yi.  y.  •  •  .  y^  «och  n-,  neue,  also  |ei  Sie  gegebene  Gleichun|:              ^ 

im  Ganzen  2ii-f  1— «  enthalten. 

dy            dy  Die  letzten  drei   Gleichungen   sind   yon 

JJT-J'»  5^  —  ?»  der  vorgeschriebenen  Form  undenthal- 

*,            '     ,j       ■        .^  ten  ausser  den  drei  gegebenen  Variablen 

-JL=:r,    -.fJL  =  .     .^=r  *!'  *«»  y  "^o«^  die  neuen  f»,  y,  r,  «,  *, 

Wj»          ox^ox^          ox^*      '  also   im   Ganzen  8,  von   denen   jedoch 

,Q  ;g(.  eine,  z    B.  (,  durch  die  Gleichung  (/>=0 

eliminirt  wird,  so   dass   3  Gleichungen 

y(*i»  «a»  y»  ;»,  y,  r,  «,  f)=:0,  ™^*    "^  Variablen    übrig   bleiben.      Wie 

gg^ .  leicht  zu  sehen,  tritt  dasselbe  ein,  wenn 

aus&er  y  noch  andere  abhängige  Varia- 

<fy=|>iir^+jr<j«„  blen  gegeben  sind. 
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3)  Ueber  eino  Gleichung  erster  lian  kMun  dieae  GleidMBgea  als  ein 
Ordnung  mit  2  Variablen.  Syttem  recnrrenter Besiehongen  betnudi- 

Lehrsata.       Jede     Differenrialglei-  **"•  ^^^''^^Äf«  ,^  ^^"''L'*,«!^ 

chune  von  der  Gestalt  ^^    ^°*    willkürlich   beatimmen    l&aat ; 

*^  nach  dieser  Bestimmung  werden  aich  durch 

1)  ^y=f('jy)  ^  aUmäliges  EinseUen  die  Grössen  y^, 
l&88t  sich  auflösen  durch  einen  Ausdruck  y^  •  -  •  y^  ▼Ollig  eindeutig  ergeben,  ao 
von  der  Gestalt  l^n^^  f^^^  ^  eindeutig  bleibt  und  nicht 

tf(Xf  y,  a)=0,     oder:     y^tp(x,  a)       discontinuirlich  wird.     Im   letztem  Falle 
oder:   y(x    «)  =  ».  würde    niUnlich    ein    Fortschreiten    von 

i^«  V  1-  ,  V  -  1.  u  •  j  A-  einem  Werthe  von  y:  y.  zu  einem  nftchat- 
0£fenbar  lässt  sich  namhch  jeder  dieser  '    'f 

3  Ausdrücke    auf  die  Form  der  beiden   folgenden   V^^y   n»ch  den   Regeln   der 

andern  bringen.  ,     ,.  ^     ^                  ^.  Dififerenzialrechnung  nicht  mehr  mOglich 

a  ist  eine  wiUkürhche  Constante,   die  „^j^      pj^   Gleichungen    2    geben    also 

man  der  Art  bestimmen  kann,  dass  man  ^^^  j^^„  ^^^^  ^^„         ^i^^  ^,  j^^^^ 

y  für  einen  gegebenen  Zahlenwerth  von  *                             ^t                    " 

X    einen     beliebigen    Werth    annehmen  mit  y  bezeichnen  wollen,  einen  entspre- 

Iftggt.  chenden  Ausdruck,  der  eine  willkürliche 

Die  so  gefundene  Gleichung  heisst  Constante  a=y«  enth&lt;  es  ist  also  das 
Integralgleichung.  Im  engem  Sinne  Vorhandensein  eines  Integrals  erwiesen, 
aber  wird  der  Ausdrack  ;t(«,  y)  selbst,  und  selbst  im  Allgemeinen  ein  Verfah- 
welcher  in  der  letzten  der  sT  Formen  ren,  ähnlich  dem  der  mechanischen  Qua- 
gleich  einer  Constante  a  war,  Integral  dratur,  gegeben,  durch  welches  man  bei 
genannt.  Es  lässt  sich  also  ein  Integral  gegebenem  Zahlenwerthe  von  y  dies  In- 
der Gleichung  1)  auch  definiren  als  eine  tegral  n&herungsweise  erhalten  kann. 
Function  von  *  und  y,  welche  durch  Desto  genauer  wird  diese  N&hemng 
die  Gleichung  1)  einer  Constante  gleich  «ein,  je  mehr  Zwischenwerthe  Xj, 
wird.  «a  .  •  •  *,__i  "**"*  zwischen  x^  und  x 

Wir  beweisen    den   obigen    wichtigen  einschiebt.     Addirt   man  alle  Gleichun- 

Satz,  indem   wir  die  gegebene  Diflferen-  ^n  2,  so  erh&lt  man  noch: 

zialgleichung  einer  iUinlichen  Betrachtung  _         v    x/ 

wie    der,  welche  die  allgemeinen  Eigen-  y,  ^yo+^^K^i—^oy/C**»  yo) 

Schäften  der   Quadraturen  ergeben,  un-  +(*«— ^i)f  (*ii  yi)+  •  •  • 

terziehen.  j.  /     ^           \t(                      M 

Seien  x.,  jr„  «>•-.*,    wiche   im  "*"  ^^»     *,_|  ^'z  V*,_|»  y^-i^J» 

üebrigen  beliebige  Werthe  von  «,   von  oder  gemiss  der  bekannten  Bezeichnung 

denen   jeder  si<£   nur  unendlich   wenig  ^^^  Quadraturen: 

von   dem   vorhergehenden  unterscheidet,  ^x 

sind  ferner  y^,  yj,  y,    ...   y^   die  zu-  8)  y,=yo+  /    '/(*»  y)*»» 

gehörigen   Werthe   von  y,    welche  ent-  ^o 

stehen,   wenn  man  y  als  Function  von   oder: 

X  betrachtet,  so  hat  man  bekanntlich:  ^^ 

^        y.+,-»,  y=jr.+/   /-(«,» «fei 

^=lim.  — ^    «0 

^«4*  I  ~^s  y  nimmt  also  die  Form  einer  wirklichen 

und  es  führt  demnach  die  Gleichung  1),   Qnjdratur  an. 

wenn  man    nach   und    nach  für  x   die    ^  Es  ist  eben  hierbei  nur  zu  bemerken, 

Werthe  «„  :r,  •  •  •  x     seUt,  zu  folgen-  <*"■  y  ^^  /^(*»  y)   »^  Function   von  x 

*  betrachtet  werden  mnss,  die  aber  durch 

dem  Besultate:  keinen   allgemeinen   Ausdmck,   sondern 

2)  yi=y»+(^|— «•)/'(*oi  y«)»  ^^"^^  die  Beziehungen  2)  fftr  jedesGlied 
m»  —1  A-ti,-       *-  \f(t'     t  \  unter  dem  Integralzeichen  bestimmt  ist. 
yi-yi-^^*»--»^i;r^*ii  yi;>  ,^^f   ^iese  Weise  ist    auch   /"(x,  y)  als 
y»— yi+(«»— «i)f(afj»  yj)»  eine    Function    von   x     allein    zu    be- 
trachten. 

Ist   übrigens   /"(x,  y)  eine    monogene 

Function  von  x   und  y,  d.  h.  eine  sei- 

_  ,  /  %^/  V     che,  wo    die  Art   des  Zuwachses  von« 

'f  ~^«-i"'"^*f'"*s-i^'^  s-r3^«-l^-   und  y  (ob  derselbe  reeU  oder  imagin&r 
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und: 


am)    auf  den   Werth   der   Ableitangen   wenn  leUtjNfes  stattfindet,   to  ^ntt  also: 

r^  nnd  T^  keinen  Einflnst  ansfibt  (ver- 
ax  oy  ^ 

gleiche  den  Artikel:  Quantitiit),  so  sind 

die  GrOaien  y„  y,  •  •  •  »,  .1. Summen   dagegen^    ToUstindig  wUlkttrlich   i.t; 

von    solchen  Functionen  zu  betrachten,  ^ 

nnd  theilen   also  diese  Eigenschaft.    Es 

ist  also  f{Xf  y)  eine  monogene  Function 

von  fr,  wenn  man   y  als  Function  von 

X  betrachtet.    Hieraus  und  aus  der  Form 

der   Quadratur,    welche    wir   in  3)    der 

Qrosse  y  gegeben  haben,  folgt  dann  die 

Allgemeingültigkeit  des  in  dem  Artikel: 

analytische       Quadraturen      bewiesenen 

Satses,  dass  der  Werth  von  y    auf  ganz 

dieselbe  Weise  erbalten  wird,  welches 
auch  die  Zwischenwerthe  x^j  x^  •  •  • 
«  .  seien,  d.  h.  für  jede  zwei  Inte- 
grationswege, wenn  nur  Anfangs-  nnd 
Endpunkt  x^  und  jt  sind,  nnd  sich  in  dem 

von  beiden  Wegen  begrenzten  Theile 
der  Ebene  kein  vielfacher  und  kein  Dis- 
continuitfttspunkt  der  Function  f(x,  y) 
befindet.  (S.  den  Artikel:  analytische 
Quadraturen,  Abschnitt  8  bis  15) 


4)  Theorie  des  Enler  sehen  Mul- 
tiplicators. 

Sei  gegeben  die  Differenzialgleichung 

1)  Fite+Od^=0, 

wo  P  und  Q  Functionen  von  x  und  y 
sind,  nnd  das  Integral  derselben,  dessen 
Existena  nach  dem  Obigen  feststeht,  sei 
unter  der  Qestalt  gegeben: 

2)  /"(x,  y)=<r, 

wo  a  die  willkürliche  Constante  ist. 

Durch  DifiFerenziiren  der  Gleichung  2) 
ergibt  sich  dann: 


setzen  wir  femer  immer: 

so  ist  wegen  der  Gleichungen  4) 

5)  JIHPdx-\-MQdy)  =  if, 

d.  h.:  „Es  lässt  sich  zu  jeder  Differen- 
zialgleichung von  der  Gestalt  1)  ein 
Faktor  M  bestimmen,  derart,  dass  dann 
das  erste  Glied  der  bezüglichen  Glei- 
chung ganz  abgesehen  von  der  durch 
dieselbe  gegebenen  Relation  ein  voll- 
ständiges Differenzial  einer  Function  von 
2  Variablen  wird."  Dieser  Factor  M 
wird  Enlerscher  Multiplicator  oder  inte- 
grirender  Faktor  genannt. 

Ist  der  Multiplicator  bekannt,  so  l&sst 
sich  das  Integral  angenblicklidi  finden. 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  Gleichung 
5)  y  constant  denkt,  was  geschehen  kann, 
da  X  und  y  hier  als  völlig  willkürlich 
zu  betrachten  sind: 


3) 


K^+|^=^' 


eine  Gleichnpg,  die  mit  1)  verglichen 
zeigt,  dass 

oder  wenn  man  unter  M  eine  unbe- 
stimmte Funktion  von  x  und  y  .ver- 
steht: 

4)         MP='l,  MQ='^. 

Verstehen  wir  unter  <fx,  <fy  willkürliche 
Aendemngen  von  x  nnd  y,  bei  welchen 
also  nicht  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
durch  Gleichung  1)  gegebene  Relation 
zwisehen  denselben  stattfindet,  und  neh- 
juea  wir  die  Zeichen  dy,  dx  nur  dann, 


wo  x^  eine  beliebige  Zahl,  und  f^  der 
x^  entsprechende  Weith  von  f  ist,  wel- 
cher also  noch  eine  Funktion  ,von  y 
sein  wird. 

Setzt  man  x^  für  x  in  Gleichung  6)^ 
so  wird  dx^z=Of  und  mOgen  üf,  0  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Werthe  Jf«,  Q^ 
annehmen,  so  ist: 

df^-M^  Po  «'y» 

^  y* 

wo  y«  ebenfalls  eine  beliebige  Zahl  is^ 
also  das  Integral  der  Gleichung: 


Pdx-^Qdy 


wird  sein: 
6) 


^    x^ 


MPd9+ 


f    M.Q.dy^a. 


y« 

15* 


^10 

• 

(Vergleiche  den  Artikel  :Analyti§che  Qua-   d.  h.  „Das  Verhftltniss  jeder  beliebigen 
dratnren,  Abschnitt  56.)  iwei  Maltiplicatoren   ist  immer   ein    In- 

Nach    Auffindung    des    Mnltiplicators   tegral.** 
wird    also  die   Auflösung    der  Differen-       Denn  sind  M  und  M'  MuUiplicatoren, 
zialgleichung  auf  eine  blosse  Quadratur   so  ist  nach  Gleichung  5): 
zurückgeführt  MP&x^MQSyzi6f, 

„Ist  umgekehrt  das  Integral  der  Glei-  M'Pdx-hM'PJv=df\ 

chung  1)  in  irgend  einer  Form  gegeben,  ^  ^,    ^      ^  ^    .-       \  ^       t 

so  kann  man  sogleich  den  Multiplicator   wo   f  und  f    der  Definition  aufolge  In- 
finden/*  tegrale  sind.     Man  hat   aber  nach  dem 

Die   Gleichung   5)    folgt  n&mlich  un-   Obigen: 
mittelbar,  wenn   das  Integral   die  Form  f'=:(f{f), 

/-(«,  y)  =  «  hat:  j    yx 

^^*     ^  y  also,    wenn  man  die  .zweite    Gleichong 

Ist  durch  die  erste  dividirt: 

ein  Integral,  so  ist  auch  jj^  -  — ^^— -  Vvy» 

9  Ifi^f  y)]=ß  also  ist  dieser  Quotient  in  der  That  ein 

ein  solches,    denn  es  ist  dann  ß=(f{tt)f  Integral.    Also: 

also   gleich   einer  Constanten,   die  ganz  g.^^  ^  Multiplicatoren  bekannt,    so 

willkürlich  ist,   wenn  dies   bei   a  statt-  ^^^^  einfache  Division    statt  der  Qua- 

findet.     Setzt  man  y  (f)  statt  f  aber  in  ^^^^^  ^^^  Bestimmung  des  IntegraU." 

die  Gleichung  7) ,    so   erhalt  man  einen  ^^  Allgemeinen  hat  man  jedoch  kein 

andern  MuUiphcator :  j^j^^j^  ^^^  ^^^  ^i^^j^  Multiplicator  einer 

Mf  -  ^y  y)  _  ^^if)   _^f_  _  ^iSDm  gegebenen  Differenzialgleichnng  yon  rom 

^  ""  pSx  "     df      Pdx  *"     df  herein  aufzufinden,  und  ist  es  daher  un- 

«      .1.    ,        j                    Mii  *  r«u*  möglich,   dieselben  immer   auf  Quadra- 

,,Es  gibt  also,  da  y.e.newillkür^^^^^^^  «     zUckzuföhren.      Nur    in    einem 

Function   ist,  unendlich  viel  Muhiplica-  ^ig^^^j^^^en  Falle  gelingt   die  Auffin- 

^^^^^'                          ,    . -V  düng-  des  Mnltiplicators.    Um  diesen  Fall 

Setzen  wir  noch     '^jf  -^(f)i  *^  "»'•  ™  ermitteln,  setzen  wir  wieder: 

^  MPdx^MQdy^df, 

8)  F~^'^^'  PAr+prfy=0. 

, -V        ,  V    .        ,  ^      .    *       Aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich : 

\f,(f)-ip{a)   ist    aber    einer    Oonstanten  '^^^  ^  v 

gleich  und  mithin  ein  Integral.  ^^=MP   ^=M0 

„Alle   Integrale    lassen    sich   nun  auf  dx  *  ^tf^       * 

die  Form   tf,(f)  =  y  bringen,   wo  y  eine  ^^^   ^^^^    ^^^^    ^j^    ^„te    von  diesen 

Constante  ist,   und  fz:a  irgend  em  In-  Qieichungcn  nach  t,  die  zweite  aber  nach 

*«^*1"      .  «differenziirt: 

Denn  sei 

ein   anderes  Integral ,    von  dem  wir  an-  dxdy  dy         dy        dx         äx* 

nehmen,   es  habe  diese  Form  nicht,  so 

Hesse  sich  mittels  dieser  Gleichung  und  d.  h.  wenn  man  beide  Seiten  mit 

f(xjy)  =  a  etwa  y  eliminiren,    und  man  Q 

erhielte  dxzz—pdy 

,9(x)  =  ^(«,  d),  multi  licirt- 
also  gleich  einer  Constanten;  es  miisste  ^ 

also   auch  x  constant  sein,   eine  Bedin-  m.^'' j      f^^ j  M^!^ tLr^O—  d^ 

gung,    welche   der  Differenzialgleichnng  ^d^      ^^d^^"    d»       "*'^dx      ' 
1)  widersprich;  , 

Aus  diesem  Satze  und  der  Gleichting 

8)  folgt  nun:  1  ßp     dQ\  ^         1  [dM  .    .  dM\, 

„Jedes  Integral   ist  gleich  dem    Ver-  TtI^;;  -  ^Z  ^  =  F  W''*^!^/*' 

hältiiiss  zweier  Multiplicatoren.*'  ^9  9 

Dieser  Satz  l&sst  sich  auch  umkehren.  Die    Seite  rechte   gibt  ein  vollständiges 


8U. 

DifferenEUl-r|=-;. die  Seite  links  ist  also  ~—  nnr  x  enthalte,  also  dass 

dann    integrirbar,    wenn    der  Ansdrnck  ^p, 

—  l-r- —  -T^j  nur  X  enthftlt,  and  unter  'dy       ''^*^ 

dieser  Bedingung  ist:  ^^t*    Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man 

/l  /dp      dQ\  Die  Integtations-Constante  kann  n&mlich 

yri-^ -^)dx,  eine  beliebige  Function  Ton  x  sein,    da 

j^  _.  ^       ^^°tf       ^^'  nur  nach  y  integrirt  wird.    Unsere  Di£Fe. 

„      „    ^       ,    ,     ^._         renzialgleichung  hat  also  die  Gestalt: 

Um  die  Gestalt  der  Dmerenzialgleichun- 

gen,    für  welche  diese  Bestimmung  des  9)        diy+yy.(jr)d!r+t/>(x)<ir=:  0, 
Mnltiplicator  statt  hat,  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dass  sich  die  Gleichung:  d.  fa.   sie    enth&lt  y   nur  in  der  ersten 
P<2x+OAf:=0  Potenz.      Man    nennt    sie    eine    lineare 
^^  Differenzialgleichung.      Es     ergibt    sich 
imB«r  auf  die  Form  bringen  lasst:  dann: 

dy+P<te=0,  Jlf=e/y  W  *^. 

p 
indem  wir  nämlich  P  fai  -^  setzen.    Es   Um  das  Integral  zu  bestimmen,  wenden 

Unn  also  auch,  «nbescWet  der  Allge-  llnn^^Tl  ?„ tZ.«««' •  J  w  '*^*"'*f'' 

.  v^:*    n 1  ^^.^».«-  »..^^«      !?-;-♦   wenn  wir  die  Integration  im  Exponenten 

meinheit,   5=1  gesetzt  werden.    Es  ist  ^^^  ^  ^^.^        herinnen: 

dann :  •      ** 

unter  der  Bedingung,  dass  der  Ausdruck  Q^zzQzzX^ 

g%X  g%X 

pX     I      (f.(x)dx  px     I      (f>{x)dx 


Offenbar   aber  l&sst  sich   die   erste  Quadratur  ausfuhren.    Es  ist  nfimlich,   wenn 
man: 

iX 

q'(x)dx:zu 
x^ 


r 


setzt: 
also: 


e  J  x. 


du^ip{x)dx, 

dx  ^u 


also  das  Integral  hat  die  Form: 


.(x)dx=i  f   e**Ai=e*'-l, 
^  0 


pX     I      fp 


{x)dx  j      (f>{x)dx 


Xg    ist    ganz  beliebig  zu  nehmen.  x^^O, 

Ist  z.  B.  gegeben  die  Gleichung:  g^  kommt: 

wo  also  y«  + /,  V'W«  ^  =  «- 

^  Es  gelingt  indess  die  ZurttckfÜhrung  der 

zu  setzen  ist,  und  nimmt  man  Gleichung  9)  auf  Quadraturen  anäi  in 
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anderer  Woiie,   ohne  die  Theorie   dei  '      g^x 

Mnltiplicatore  anzuwenden.  1g(^4-  /      9(x)d!K=:0, 

Setzen  wir  n&mlich  *  ,    ^  ^  x». 

nnd  wird  hierbei  vorbehalten,   eine  der  "~l      7  (*)<**» 
Functionen   u  und    v    in  irgend    einer                    ^-^^         ^« 
Weise    zu  bestimmen,  wo  dann  die  an- 
dere immer  noch  unbestiromt  bleibt,  also  die  Gleichung  10)  aber  wird  jetzt : 

so  genommen  werden  kann,  dass  sieder  ^,  

Gleichung  9)  gemÄss  wird,  soYerwandelt  *"•* — ^'AW**! 

sich  diese  Gleichung  in:  ^^^5,  ^^g^n  ^^g  Werthes  von  «: 

10)    iiA;H-t?rfii+i«i;y(«)rf»+^(x)<fe  =  0.  .   ^ 

Die  Grösse  v  bestimmen  wir  nun  durch  /      if(x)dx 

die  Gleichung:  du=-e^  *•  ^(x)dx, 

*•  ^'  pX       I       (f(x)dx 

— +^(a?)ito=:0,  J   x^ 

oder  da  beide  Glieder  berechnet  werden  wo  a  eine  Constante  ist,  nnd  da  y=ifv 
können:  war: 

/X  pX 

(f{x)dxr  pX     I       q(x)dx  1 

Dies  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  das  oben  ^j.    ,  ^^       1  »^ 

gefundene  Integral.  Pdx+QJy=j^df, 

5)  Singulare  Integrale.  und    aus   dieser   Gleichung   ergibt  sidi 

Es  waren  die  Gleichungen:  **^^  ^^^  ^>«  Gleichung  2),  wenn  man 

setzt: 

1)  M{PJx+Qdy)z=:iff,  i 

und  m"^^'    ^'  ^  ^=^' 

2)  Pdx-^QdyzzO  Igt  fliege  Gleichung,  wie  es  doch  im 
gegeben.  Wenn  man  Allgemeinen  der  Fall  sein  wird  nidit 
^  ^                          in  fz=.a  eingeschlossen,  so  stellt  dieselbe 

' — ^>  also   das    singulare   Integral  dar;   d.  h. 

also    gleich    einer  Constante   setzt ,    so  „Man  erh&lt  das  singulare  Integral,  wenn 

wird  man  den  Multiplicator  unendlich  setzt.** 

(ffz:0  Bei  jetzt  das  allgemeine  Integral  un- 
ter der  Form 

sein,  nnd  die  erste  Gleichung  mit  Hin-  .            v__^ 

weghebung  des  Faktors   M  der  andern  ^'  ^*'  ^^  "'J—^i 

identisch  werden.     Die  Gleichung  f=a  die  Differenzialgleichung  unter  der  Form 

ist    also    das    allgemeine   Integral    von  ^y 

Fdx-^Qdy=zO.    Specialisirt  man  die  Con-  ^=  ^  (x,  y), 

stante  «r,  indem  man  ihr  einen  beliebigen  . 

Zahlenwerth  gibt,  so  hat  man  ein  parti-  .          ,     »a  ^^-{\ 

kulftres  Integral,  d,  h.  ein  solches,  wel-  ay-ip^^x,  y)  ax^v 

ches   keine  willkürliche  Constante  mehr  gegeben.    Es  soll  untersucht  werden,  ob 

enthält,  aber  in  dem  allgemeinen  einge-  und     welche    singul&re    Integrale    Tor- 

schlossen  ist.      Indessen  kann  es   auch  kommen. 

Gleichungen   geben,  die  ohne  eine  will-  Man  hat  offenbar,  wenn  man  sich  « 

kürlicho    Constante    zu    enthalten,    die  aIs    yariabel    denkt,    also   a    durch  die 

Gleichung  2  erfUUen  und  nicht  in  dem  Gleichung 

allgemeinen  Integral  enthalten  sind.  Die-  7  (^}  y«  <«)=0, 
selben  heissen  singulare  Integrale.    Um 

dieselben    zu   ermitteln,  bemerke  man,  "^otaub  sich 

dass  man  hat:                            ^  a=/'(x,  y) 


318 


ergilyty  bestimmt: 


3r^*+fe^y+ä^''=^' 


mk 


um  '  aber    ^ese  Gleiehnng 


also: 


und  wemi  man  «r  constant  setit,  was 
wir  dadurch  aDdenten,  dass  wir  das 
Zeichen  cT  mit  d  rertanBchen: 


10  erhilt  man: 


^(*,  y)=- 


d« 


0« 


%^-^ 


«♦ 
¥ 


woran«  sich  dann  ergibt: 


^  ^ 


d.h. 


^y-V'i'h  9)  ffx-'-^da. 


Dieae  Gleichung  itthrt  anf  i/y-^V'C«,  if)dx 
zz  0  xarftck ,  wenn  n  =  Const.  Diee  itt 
das  allgemeine  Integral ;  dies  ist  also : 

Die  IMfferenzialgleichnng  ist  aber  anch 
erfUlt,  wenn 

da 


=0, 


d.  h. 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann 
singnl&re  Integrale  geben,  wenn  man  a 
mittels  der  Gleichung  7=0  eliminirt. 
Es  ist  jedoch  dazu  nOthig,  dass  dieselben 
nicht  in  der  Gleichung   f—a  enthalten 

sind,  und  dass  der  Werth  ^^  =  0  nicht 

da 


sngleich  ir  =:  0  mache,  oder  -~  =  oo ,  nicht 

-r-^  =00  mache,  da  sonst  der  oben  gege- 
da 

bene  Factor  nicht  Null  su  werden  braucht. 
Die  slngnlftren  Integrale  sind  von  der 
willkürlichen  Form,  welcher  man  der 
Gleichung  Piir+9<fy=:0  gibt,  abhan- 
gig. Multiplicirt  man  nftmlich  diese 
Gleichung  mit  einem  beliebigen  Faktor 
^(jT,  y),  so  gibt  dieser,  gleidi  Null  ge- 
setzt, offenbar  ein  singul&res  Integral  der 
Gleichung : 


■3* 

Umgekehrt  kann  man  der  Gleichung  eine 
Form  geben,  wo  sie  kein  singul&res  In- 
tegral mehr  hat,  und  zwar  geschieht  dies 
durch  Multiplication  mit  dem  Mnltiplica- 
tor  Jlf;  denn  die  Gleichung: 

MP^x+MQdy-df 

wird  nur  mit  MFdx + MQdy  =.  0  identisch, 
wenn  man 

setst.  —  Es  gibt  gewisse  Hegeln,  welche 
lehren,  das  singulare  Integral  selbst 
dann  noch  zu  finden,  wenn  man  das 
allgemeine  nicht  hat  Indessen  entbeh- 
ren dieselben  in  der  gewöhnlich  ihnen 
gegebenen  Form  der  Schärfe,  insofern 
dabei  genauer  auf  die  Arten  der  Func- 
tionen eingegangen  werden  müsste. 

Beispiele  zur  Bestimmung  singulftrer 
Integrale  sind  in  dem  Folgenden  ent- 
halten. 

6)  Methode  der  Trennung  der 
Variablen. 

Um  eine  Differenzialgleichnng  auf 
Quadraturen  zurückzußUuren,  ist  die  Auf- 
findung des  Multiplicators  nicht  immer 
die  bequemste  Methode.  —  Eine  an- 
dere, welche  oft  diesen  Zweck  erreichen 
l&sst,  ist  die  Trennung  der  Variablen, 
yerbunden  mit  der  Transformation  der- 
selben. Kann  man  n&mlich  der  Glei- 
chung 

Pdx-^Qdyr^O 

durch  Transformation  eine  Form 

<f.{u)du-^yf(t)dv^O 


ai4 

geben,   wo  u  und  t;  Functionen  ton  x  dP        ^_^    /y\  ^_,     /f  \ 

und  y   sind,  jedes  Glied  aber  nnr  eine   dz^^^         ^Vi/"*'^         ^\xh 
Variable  entb&lt,  so  ist  offenbar  das  In-  ^p  ,  ^ 

■^^^**^     "*"■'' VJu-."  Ans  diesen  beiden  Gleichungen  in  Ver- 

anf  Quadraturen  zurückgeführt.  bindung   mit    P    lassen    sich   die   Aus- 

Ein  Beispiel  dieser  MeAode  war  be-  ^^^^^       ^^     ,  eüminiren.    Ea  ergibt 

reits  die  zweite   Art,    welche   wir  Ab-  ^j^.     T 
schnitt  4)  anwandten,  um  diejenige  Glei-  '  >v       Ap 

chnng   zu   integriren,   welche    eine   der  „|p~^  £1.4.1.  _. 

Variablen   y  nur  in  der   ersten  Potenz  dx     ^  dy' 

enthielt.  „  .    .  ,  Die«  ist  die  in  Bede  stehende  Differen- 

Ein  anderes  allgemeineres  Beispiel  ge-  jjalgleichung, 
ben   die    sogenannten  homogenen  Glei-       g^-^^^  j^^j  p  „^^  q  beliebige  homo- 

chijngen.  gene  Functionen  you   gleicher  Ordnung 

Man   nennt  eine    ganze    Function  F         ^^^  ^j^  Gleichung 
bekanntlich    eine    homogene    Function  w>j  j^nA  --(S 

mter  Ordnung  von  x  und  y,  wenn  in  ■"•;  Fax-Y-May-y} 

jedem  Gliede  die  Exponenten  von  x  und  su  integriren.    Es  ist  dann : 
y   zusammen  m  betragen,    also  -P   die  /  x  /y\ 

Form  hat:  p=^«^,^ij^     0=«*"^i^;, 

P=.lx"»+  l?x"*" V+^*'"'" V+  '  •  •   also: 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  leicht:   g)  ffP-^dx+ipi^dy-Q. 

F=::t«(A+l?(|)%  C^y+  .  . .)  Wir  setzen 

/a?\m— Ä  ^*^  *^'®  **  ®^^®  '''®^®  Variable  ist,  also: 

Die  homogene  Function   mter  Ordnung  ,  v     /v 

hat  alio  die  Eigenschaft:  dass  sie  gleich  9.(M)<te+^(M)(Mrf*+«rf«)=0. 

der  mten  Potenz   einer  Variablen,   mul-   jn  dieser  Gleichung  aber  lassen  sich  die 

^.  ,.  .^       ..     .        -c ^..  ^  „^„  *  ^;i^.    Variablen  trennen.    Denn  man  hat: 

tiplicirt   mit  einer  Function  von  —  oder, 

3f.  [^.{u)-\-uxp{u)]dx^-x^{u)du=0, 

was  dasselbe  ist,  von  l^jbetrachtetwer-   oder: 

den   kann.     Dieselbe  Eigenschaft  haben  %p{u)du       ^  ^-Q^ 

offenbar  gebrochene   Functionen,   deren  9  («) +  «*»/'('*)      * 

Zähler  nnd  Nenner   homogen,  und   wo  /*     V'W^      _ 

die  Ordnung  des  Zahlers  um  m  die  des  loga:-f-  /     /„\  _•  «,/ /«S  ~ "' 

Nenners   übertrifft.     Wir  nehmen  diese  ^  y  W  +  ^^'W 

Eigenschaft  als  Definition  der  homoge-  _  C    ^(v)dii 

nen  Function,  und  nennen  also  P   eine  ^    J  (f- (u)  •{•  wp  («) 

solche  von  der  mten  Ordnung,  wenn  es  xzie                                 , 

die  Form  hat:  y 

r  \  wo  für  u  wieder  2.  gesetzt  werden  kann. 

'^=*   »\x/'  Die  Gleichung  2)  wurde  auf  die  Form 

welche   Function    (ob   algebraisch  oder   «««    vollständigen  Integrals    gebracht, 

transcendent)  auch  y  sein  möge  und  wo  m  j^dem  man  mit  ■■-    ,  . 7-r-,     multi- 

eelbst  keine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht.  a?['/W+«V'W] 

Man    kann  die   Grundeigenschaft  der  plicirte.      Dieser   Ausdruck  ist  also  ein 

homogenen  Functionen   auch,   beiläufig  Multiplicator    der    Gleichung  2).    Es  ist 

bemerkt,  durch  eine  Differenzialgleichung  aber: 

angeben,  die  jedoch  partiell  ist.    Diffe-  P       /  x__  0       _y 

renziirt   man   nämlich  P  nach  x  und  y,  V  W~"fli'  ^W  =  '^?**  =  ]^» 

so  ergibt  sich:  *  x        m 


X 


gl5 

alfo  der  Mnltiplicator  tob  der  Form:  Px-^Qyr^O 

1,1  eine  singnl&re  AuflOsnog  derselben. 

y—     '  Die   eben  gegebene  Methode   der  In- 

Px+Qy  tegration  ist  noch  anwendbar  bei  folgen- 

Die   Gleichung  2)  aber  entstand  am  1).  _.       ^' 

1  Pdx-^Qdy+R(ydx-'Xd!f)  =  0, 

durch    Muhiplication  mit  — ;     es     ist  wo    P    und    0     homogene    Fanctionen 

,                                         *  mter  Ordnung,   R  aber  eine  solche  |»ter 

*''                          ^  Ordnung  ist.    Wir   setsen  dann  wieder; 

dn^ultipUcator  der  vorgelegten   Glei-  Q=:c^^(u),  R^zPfiu), 

Pdx+Qdyr=0,  ^^^  erhalten,  wenn 

und  gesetEt  wird : 


also: 


dx       tlfCu)  du 


X  X 


Ist  nun  noch: 


j  =  «-('+^>,     also    rf,=  -(,  +  i)— — , 


■o  kommt: 


+2' 


f +1 


Diese   Gleichung  ist  aber  offenbar  eine  . /^        / Z%\ 

lineare,   d.  h.   sie  enthält  a    nur  in  der  «  =  c(i«+Kl+t«0  =  <?  l*^ +1/ ^"'^/» 

ersten  Potenz,  ist  also  nach  dem  in  4)  ge-  \ar      y        ar  / 

gebenen  Verfahren  zu  integriren.  woraus  sich  ergibt: 

Beispiele.    Sei  die  Gleichung:  «»— 2yc— c'=0. 

(aar-^^)d«-f'(<''+^)<'9=0  Differenziirt    man    den   Ausdruck   links 

gegeben,  wo  i»,  6,  «,  /J  Constanten  sind,  """^  '''  '^  ^"""^^  * 

so  hat  man:  yzi—c^ 

m=l,      y(tt)=a  +  ^      ^(tf)  =  a+/9ic  ^^^    hieraus     und    aus   der    Gleichung 

r       a-^Budu                     '  x*  — 2cy — c*  =  0  die  Grösse  c  eliminirend, 

lg*  +  / >-,      ^ ; =  a.  erhält  man : 

Das  Integral    ist  bekanntlich  leicht  zu  es  ist  dies  ein  singuläres  Integral,  da  es 

berechnen.  ^   allgemeinen  Integnde   nicht   entbal- 

Sei  ferner  gegeben:  ten  ist 

«rfy— y<far— rf«V(«»+y2)=o,  Die  Gleichung  P«4.ßy  =  0,  welchewir 

so  hat  man :  ohen, ,  als  die  singulare  Auflösung  ent- 

^         ,[              .,,^        ,         ,  ,  haltend,    hinstellten,    gibt   dasselbe  Ee- 

m=l,    y(i,)=-„-y(l+««),    ^(«)  =  1,  gnitat. 

/7)   Transformation  der  Varia- 

^        4.„,  Men. 

V(l  4-  «>)  Iq  ^qi^  Abschnitten  4  und  6  sind  die 

d.  h.  beiden   HauptfiUle    enthalten,  in  denen 

1         1/1  »/5-~i — r\  I  ,  es  gelingt,  eine  Gleichung  von  der  Form 

lgJr=lg(tt+Kl-t-ii«;+lgc,  p^  n^d  Q^y  j^  integriren.     Es  kann 

wenn  man  a=lgc  setzt,  also:  aber  oft  eine  andere  gegebene  Gleichung 
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entweder  anf  die  Form  der  linearen  oder 
der  homogenen  Gleichungen  zurückge- 
führt werden. 

A)  Sei  E.  B.  gegeben: 

{ax + 6y + c)  rfar  =  {ax-^ßy  -H  y)  dy, 
so  letzt  man:  ^ 

und  erhält: 

adx-\-  hdy  =  dt^        adx+ßdy  ss  du, 

_ßdi^bdu  ,  __  -adt+adu 

*^—  aß-biT'  *"■     aß^ba    ' 

und  unsere  Gleichung  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

(ttu+ßt)  dl  =  (au+bt)  du, 

welche  offenbar  linear  ist. 

B)  Sei  femer  gegeben: 

setsen  wir  hierin: 


so  wird: 


•II 


«-1  .      « 


Form    bringen.      SetMa    wir    m    den 

Ende: 

*=•  I      y  —  ••  » 

indem  wir  uns  die  Bestimmung  der  Ex- 
ponenten h  und  k  Torbehalten,  so  kommt: 

Setst  man  hierin: 

(m-|-l)A-H-«,A=0, 
(iiii  — in^^a^^  {t, 
(Pi4-l)*-l-p*=0, 
(p,+l)^-l-p*=ft 

Ailz:«,     M=6,      JkC=C, 

SO   nimmt  die  Gleichung  die  Fonn  an: 

üdz  -{•'bi'^du = eu'^dUf 
und  es  ist  zu  setzen: 

1  .  1 


«+1— m,'         Pi+l-p' 


also: 


also: 


1 


-^•\-uf(x)dx:ssq(x)dx. 


Es  ist  dies  aber  offenbar  eine  lineare 
Gleichung. 

C)  Auf  gleiche  Weise  kann  man  die 
Gleichung 

rfy+y /W  dx+  y\  (x)  cte=0, 
welche  die  Bernonllische  Gleichung  ge- 
nannt wird,  der  Substitution 

—»4-1 

«=y 

unterziehn,  und  erhält: 

rff«=— (fi-l)y"""rfy, 


Die    resultirende   Gleichung    ist  linear» 
wenn 


a  = 


_  «ti—m,    _j^ 


«— m,+l 


d.  h. 


<lu 


:r-\-uf{x)dx  +  <f(»)dx, 

«—1 


ist. 

Unter  den  übrigen  Fällen  ist  nament* 
lieh  der,  wo  a  =  2  ist,  betrachtet  worden ; 
die  Gleichung  heisst  in  diesem  Falle 
die  Riccatische,  nach  demjenigen 
Mathematiker,  der  sich  zuerst  mit  ihr 
beschäftigt  hat. 

(Vincent  Riccati,  1707—1775) 

8)  Die  Riccatische  Gleichung. 
Die  Riccatische  Gleichung: 


j» 


abermals  eine  lineare  Gleichung. 

In  Abschnitt  6)  betrachteten  wir  be- 
reits eine  Gleichung,  deren  Integration 
durch  diese  Substitution  gelang,  und 
welche   von  noch   complicirterer  Gestalt 

war. 
D)  Die  allgemeine  Gleichung: 

ÄJ^j/Pdx^-Bx^'l^'dy  =  Cx"*y  'dy, 

die  also  ans  drei  Theilsätzen  Ton  ratio- 
naler Form  besteht,  lässt  sich  durch 
Transformation  immer  auf  eine  einfachere  und  erhalten: 


1)  dy+ay*dx=:bx   dx, 

ist  in  dem  Falle  augenblicklich  zu  inte- 
griren,  wo  m=0  ist.    Man  erhält  dann: 

dy=:(b--ay*)dx, 


"Jb-au*' 


Um  andere  Fälle  zu  ermitteln,  setzen 
wir: 

y=t  ,     dy  =  ttt  "*  dg, 


BIT 

2)      '    «««-*&+«^*rf^=6«**/*.  "***•    Eb  kommt  dann: 

Wenn  -_d„+l^=  ÄÄ^'+Vifa, 

«— l=:2a=m 

,   ^  .       ,  r«  .     iiJt^d  wenn  man: 

iit,  so  hat  man   eine  homogene  Glei* 

drang.    Be  ist  dies  also  der  Fall,  wenn  ^1^^^"^^    ^^_        *^» 

«=-1,    «=-2.  '           (m+8)«"*+^ 

DieQleichnng  nimmt  dann  die  Form  an:  ni4-  2 

x'i/i+(Ä»«-aa?')rf«=0.  = — ^  „""«  +  3 

Andere  FMle   ergeben  rieh,  wenn  man  ^^^^,  "^^^ 

setst: 

iL,     --,  *^  '^■♦■«jr+a-sr+B  ^  "*^^''- 

ily=(.l;,»*'  4-9«*  «)rf»+*  dz.  j^.^  Gleichnng  4)  hat  offenbar  gani  die 
Dies  in  die  ursprüngliche  Gleichung  Form  der  ursprünglichen  Biccatischen 
einseUend,  erhilt  man  nimlich:  Gleichung  1).    Sie  ist  also  n  integriren, 

+«(4»«^''+2ii*''+^2+x^V)ite  "•'="SHr8''~** 

^bx^dx.      Bctst  und  die  Substitutionen 

Diese-  Gleichung   besteht  dann  nur  wie-  1    ,    t' 

der  ans  3  Theilsätzen ,   wenn  man    an-  "  a'v     v* 

^      ^  '      ^  ganz  wie  vorhin  macht 

p— la«2)»,    Ap-^-aÄ' ssOy  Ist  m'  aber  nicht  gleich  —4,  so  kann 

9-l=p+9,    ^+2ai4srO  man  setaen: 

ist.  ..     1        .7-.X+3 


Hieraus  folgt: 


p=-l,    .4=-,     9=s~2, 


1  ^  Die  so  entstehende  Gleichung  wird  dann. 


im  Falle 


^Q^.  ist,  der  Substitution: 

1        x" 

ist  die  transformirte  Gleichung.     Sie  ist  unterworfen  und  dadurch  wie  vorhin  auf 
homogen,  wenn  eine  integrirbare  Gestalt  gebracht     Es 

m=~2  ist  dies  also  möglich,  wenn: 

ist.  -_i.       /--_üLhi        ± 

Die  Gleichung  ist  aber   auch   »u  in-  "*~     4»  «»  -     ,„_j^3-~*» 
tegrireuy  wenn  «.'j.! 

ist.    Dann  hat  man  nämlich:  d.  h.  wenn  m  einen  der  Werthe  hat: 

a?*rf«+««'^=A«te,  8         12        16 

d.  h.  *'  .^3'    "y    -7   •••' 

/rfg     _   fdx^  —1  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn: 

Die  allgemeine  transformirte  Gleichung  "     2r^l 

8)  wird  nun  nochmals  transformirt,  in-  wo  r  eine  beliebige  positive  ganse  Zahl 

dem  man  vorstellt               e    i-           6 

;(.£  Man  kann  aber  anch  in  die  ursprüng- 

"u  liehe  Gleichung  1)  setzen: 


in 

_  1  Namentlich  tind   hier   folgende  FA]^(^ 

y  ~  "117'  bemerkenswerth. 

.  ,  ■                 .,  ^  I)  Sind  in  der  Gleichung  1)  a,ß"»&jfi 

woraus  sich  dann  ergibt:  sammtlich   Constanten,   so   ist   offenbar 


oder  wenn  man 


dy'+hy'^x^dx^adx^  auch  ^  eine  solche;  man  seist  also: 

ax 


m+l 

woraus  sich  ergibt: 


setzt: 


e    ist  eine  willkürliche  Constante.    Um- 
c    zn  eliminlren,    setzt  man   den    Aus- 
5)  «/y'+fly«iir  =  6V"*W,  druck: 

Dies  ist  wieder  die  ursprüngliche  Form.  c=:^~~^=: 

Die  Integration  gelingt  also,  wenn:  x        dx 


m'  = 


m     _         Ar  in  Gleichung  1)  ein,  und  erhält: 


ist,  d.  h.  wenn 

ist.  Dies    ist  also   die    Integralgleichung«   « 

Es  kann   also   immer  die  Integration   ihre  willkürliche  Constante. 

^*i.-*         j  4''  Beispiel, 

ausgeführt  werden ,  wenn  m  =  — jr — 7  /  j  \  • 


und  r  eine  ganze  positive  oder  negative  , 

Zahl,    auch    gleich  Null  ist,  ausserdem       .    ,.     _.,«    ^    .  i^,^.  i,^««      ri—  t« 
wenn  m=-2  ist  «®^  ^*®  Diflferenzialgleichung.     Das  In- 

Die   Riccatische   Gleichung    l'asst  sich   ^^V^  also: 
noch,  unter   eine  andere  Form  bringen,  /y^g\*_    , 

in    welcher    ihre   Behandlung    einfacher  \   x  )  ^     ^ 

wird.    Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe 

zurück.  <>'!«'• 

(y-e)«-Ä»ar»=0. 
9)     Differenzialgleichungen       „v  ^    .        *  *u       ^:^ /ii^:^i«»n<* 

von  höheren  Graden.  «)  E»  «^  «^  g«'^**^«^'  ^'"^  Gleichung 

Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  den  nicht  nach  ^,  sondern  nach  y  oder  x 
Differenzialquotienten  von  höheren  als  ^^^j^^^^  m^„  hat  dann  die  Glei- 
vom  ersten  Grade,   also  von  der  Form:   ■«*»«*"»«"• 

chung 

/  j  \  od*'  besOglich 

+  •••+»(5!)=''  «=F(y.  p). 

WO  «1  /9  •  •  •  9, 7  im  Allgemeinen  Functio-  ^^ 
nen  von  o;  und  y  sind,    so  ist  es  nicht  n  s^ 

immer  angemessen,  die  Gleichung  vor  der  ^  '  dx 

Integration  auf  die  Form  igt ,    zu    behandeln.      Man  differenzürt 

^y_-.U  dann  die  erste  Gleichung  nochmals,  und 

dx  hat  nun,   wenn  man  von    y  =  F(x,  p) 

zu  bringen,  also  die  algebraische  Glei-  ausgeht: 

chung  in  Bezug  auf  ^  aufzulösen.    Oft         pdx-^^  äx+^^^^dp, 

dx  '  dx  op 

ist   es  besser,   eine  Beziehung  zwischen 

X  und   tf  und   einer  Constante  auf  di-  also  eine  Differenzialgleichung  «wischen 

rectem  Wege   aus   der  gegebenen  Glei-  x  und  p.    Gelingt  deren  Integration,  so 

chung  abzuleiten.  kann   man  p   ans  dem  erhaltenen  Inte- 
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gral  und  der  gegebenen  Gleichung  eli- 
miniren ,  so  dass  man  das  Integral  der 
▼orgelegten  Gleichung  erh&lt,  d.  h.  eine 
solche',  die  nur  x^  y  und  eine  willkür- 
liche Constante  einschliesst. 
Beispiel.     Sei  gegeben: 

(y~p3r)«-cV__  dy 

Ü^^  "*'  ^-dx' 

durch  Auflösen  nach  y  erh&lt  man: 

Differenziirt  man,  so  ergibt  sich: 

oder,  da 

dyzzpdx 

ist  * 

Diese  Gleichung  hat  2  Auflösungen: 

/?  =  e 
und 


«4-: 


=0. 


Eliminirt  man  aber  aus  der  letzteren 
und  der  gegebenen  Gleichung  p,  so  hat 
man  keine  willkürliche  Constante,  man 
wird  also  auf  diese  Weise  im  Allge- 
meinen ein  singul&res  Integral  bekom- 
men, wenn  es  nicht  in  bestimmten  Fäl- 
len ein  particuläres  ist. 

Der    Werth   f>  =  e,     in   die    gegebene 
Gleichung  eingesetzt,  gibt  dagegen: 

und  dies  ist  das  allgemeine  Integral, 
dessen  willkürliche  Constante  e  ist. 

Differenziiren  wir,  um  das   singulare 
Integral  zu  ermitteln,  nach  e,  so  kommt: 

d.  h.  wenn  man  e  aus  dieser  Gleichung 
und  dem  allgemeinen  Integral  eliminirt: 

Diese  Gleichung,  als  die  einer  Curve 
betrachtet,  stellt  offenbar  eine  Ellipse 
Tor. 

Denselben  Ausdruck  h&tte  man  erhal- 
ten, wenn  man  p  aus  der  Gleichung: 


«+: 


=0 


und  der  gegebenen  eliminirt  hätte.  Sie 
stellt  in  der  That  ein  singuläres  Inte- 
gral vor,  da  sie  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten  ist. 


ni)  Die  eben  als  Beispiel  behandelte 
Gleichung  ist  hur  ein  besonderer  Fall 
der  folgenden: 

y=par-|./'(p), 

wo  f  eine  beliebige  Function  vorstellt. 
Dieselbe  ist  durch  die  eben  gegebene 
Analysis  immer  zu  integriren.  Man  er- 
hält nämlich  durch  Differenziiren: 

und  inuner  gibt 

pzze 

das   allgemeine   Integral,    welches   also 

heisst : 

y=«Jf+/(c). 
Differenziirt  man  nach  e,  so  kommt: 

Es  ist  aber  ganz  dasselbe,  ob  man  e 
aus  der  Gleichung: 

oder  p  aus  den  Gleichungen: 

y=;?«4-/'(p), 

x+rO')=0 

eliminirt,  woraus  sich  ergibt,  dass  beide 
Methoden  zu  demselben  singulären  Inte- 
gral führen  müssen. 

IV)  Die  eben  gefundene  Integrations- 
methode ist  auch  auf  den  allgemeineren 
Fall  anwendbar,  wo  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x  und  y  linear  ist,  dieselbe 
also  die  Gestalt  hat: 

wo  f  und  F  ganz  beliebige  Funktionen 
sind.  Man  erhält  nämlich  durch  Diffe- 
renziiren : 

dy=xr(p)dp'hf(p)dx-\-F(p)dp, 

oder  wegen 

dyzzpdx 

[p-f(f)]dxzzxr(p)ip+F'  (j,)dp, 

eine  Gleichung,  die  offenbar  in  Bezug 
auf  X  linear  ist,  also  immer  auf  Qua- 
draturen zurückgeführt  werden  kann. 

Aus  dem  Integral  und  der  gegebenen 
Gleichung  ist  dann  p  zu  eliminiren. 

Beispiel. 

,=x(l+j,«). 
Durch  Differenziiren  erhält  man: 

(p — 1  — p*)  rfx  =  ^  a:  dp. 
Das  Integral  ist: 

d;  h. 
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lgjr  =  c-ilg(p'-|»+l)-|~arctg-j^^-, 

wo  zu  setzen  ist:  als  gegebene  Fanktion  von  p  betrachtet 

, werden. 

pzz-yUHf^,  Nun  ist  aber: 

r      *  dy=^pdxzzudx+xdUf 

vermöge  der  gegebenen  Gleichung.  , 

V)  Auch   dann   gelingt  die  Beduction   '^"''  * 
auf  Quadraturen   immer,   wenn  die  ge-  j^--  ^* 

gebene  Gleichung  von  der  Gestalt:  z      p—u* 

F(x,  y,  p)  =  0  d.  h. 

und    die   Function   F  in  Bezug   auf  *  _  /*  du 

und  y  homogen  ist.    8ie  l&sst  sich  dann  igx^j     ^^, 


nftmlich  immer  auf  die  Form: 


P 
du 


d.  h.  r  du 

^«      .  .  ,     ^^    ^  . .  ^\    a  .  .       Diese   beiden  Gleichungen  in  Verbin- 
bringen.  (Vergleiche  Abschmtt  6)    Setzt  ^^^^  ^.^ 

man  also:  ,       . 

y=y  («*»  P) 

...  dienen,   um  u  und  p  zu  eliminiren,  wo- 

so  erhält  man:  ^^^^^  ^^^  ^^^  Integral  erhält. 

f  (ii,  p)=0,  Will  man  lieber  die  Quadraturen  nach 

und  vermöge  dieser  Gleichung   kann  u  p  ausführen,  so  setze  man: 

also: 

p— w  u     J  p—u 


Beispiel. 
Wir  setzen: 

und  erhalten: 


Man  hat  aber: 


p—u  '    p—u 

ydx-xdyzznxY(dx*-hdy^) 

^zzp,  5f=w, 
dx 

u-p=ny(.l+P*), 

X  s= © 

p-l* 

^    p— I» 


WO  c  die  willkürliche  Constante  ist.    Also: 


1 


•va+p*) 
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I  Wie   Mch    die  Ordnung   einer  jeden 

^  Gleichung   eines  Systems   von  Dlfferen- 

c(p-\-Yl+P'')    f         yjT-. — IT  zialgleichungen  beschafifen  sei,  wenn  nur 

^^""«TCT+pT"  ^^®  Anzahl  der  Variablen  die  der  Glei- 
chungen um  1  fibertrifft,  in  jedem  Falle 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ist  p  zu  lässt  dasselbe   sich  auf  ein  anderes  Sy- 

eliminiron.  stem    zurückführen,    welches    derselben 

VI)    Noch  einfacher  ist  die   Integra-  Bedinping  genügt,  «nd  wo  rtmmtU<d|e 

tion.  wenn  die  Gleichung  die  Form  hat:  «eichnngen   erster  Ordnnng   smd.     Es 

'                                  °           .  ist  dies  der  in  2  D)  bewiesene  Satz. 

yz=zF(p),  Sind  a?,  «,,  :r,  •  •  •  «    die  Variablen, 

oder:  •      '             n 

x=:zF(p),  '^  kann  man  also  als  allgemeinste  Form 

_                  -ni  11    .  ^®B    Systems   der  hier  zu  betrachtenden 

Im  ersten  Falle  ist:  Gleichungen  annehmen: 

also,  indem  man  theilweise  integrirt:  a'dx+a/Ux^+a^'dx^  .  .  .  «^'<i«^=0, 


•  •  • 

Aus  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung  /       ,\            /       i\              /        \ 

wird  p  elimim'rt.  «^**~  ^<fo-f-«i^**'"'^dr,+«,^'*~"^d:r,4. 

Im  letztem  Falle,  wo  x  —  F(jt)  die  gc-  («— 0       —  n 

gebene  Gleichung  ist,  setzt  man:  *  '  '    ^n           ^n^ 

dy=zpdxt  Aus   diesen  n  Gleichungen  aber  kOnaen 

^l^o  '  immer  (n— 1)  Differenziale  eliminirt,  und 

y=px-'fxdp,  das   System    auf  eine   GesUlt    gebracht 

d.  h.  werden: 

p=pF(p)-fF(p)dp,  j^ 

und  die  Elimination  geschieht  wie  oben.  2)      ^llzzzU     ^^z=zU       -=:U 


Beispiel. 


dx        *'    dx ^'     dx      ^n 


*V(l+p')  =  «P'  ^^®  Grössen  C^i,  U^  ...  U^  sindFunc- 

hierans  folgt:  tionen  von  a?,  «i,  «,  . ..  x^.  DerSym- 

__      ap  metrie  wegen  aber  setzen  wir  noch: 

•/    f{a      a  )  ^^^  bestimmen  die  Variable  u  durch  die 

d.  h.  Gleichung: 

y=|W?-ay(l+p>)+c,  ^zzX. 

oder    wenn    man    ans    der    gegebenen 

Gleichung:  Es  verwandelt  sich  das  System  2)  dann 


X 


in  das  folgende: 


^     >(a«-.»')  Qx     dx_         dx^  ^t^Tc 

findet:  ^     SJ-^'    1^--**' IS -^' 


aP^  I T* 


dx^ 

— =jr 


d.  h.  Die    neu   eingefiihne  Variable   u  hat 

(v— c)*  =  a*— ar*.  ^'^  Eigenschaft,    dass  nicht   sie  selbst, 

^      '  sondern   nur  ihr  Differenaial  d»  in  den 

10)  Behandlung  derjenigen  Sy-  System  3)  vorkommt.    Eine  solehe  Va- 

Sterne  von  Differenzialgleichun-  nable  bezeichnen  wir  als  „Index  des 

gen     mit    beliebig    viel    Varia-  Systemes  8.** 

bleu,    wo    die  Anzahl  der  Glei-  Das  letitere  System  soll  den  folgea- 

chungen  um  eins  klei  ner  ist  als  den   Betrachtungen    zu  Grunde    gelegt 

die  der  Variablen.  werden. 
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Jbütcgral  des  Systems  3)  heistt  jede   so  könnte  man  nns  denselben  die  Grossen 
Function  Tonar,«.   ...  x.  welche  gleich   x,  x^,  «,  ...  «     berechnen,   nnd   die- 

einer  Constante  gesetit  die  Gleichungen   selben     wären     simmtlich     Constanten 

3)  erfttllt'*  —  Sei  also  /'(*,  «i,  *f-',P   gleich,  ako: 

ein   solches  Integral,    so  mnss  die  Glei-  Jx     dx^  ^n 

chnng:  Ä""Ar=      "=^'ü'^^' 

4)  f(Xf  X|,  Xf  ...  X  )  =  a 

*  was  den  Gleidinngen  3)  widerspricht. 

durch  die  Gleidinngen  3)  identisch  wer-  „Sind  ako  «  von  einander  nnabhftn- 

den.    Diese  letste  Gleichung  nennen  wir  gige  Integrale  gegeben,  f^  f^  ...  /^_|f 

Int^lrichimg,  and  kOmieii  die^lbe  ^^  .^      ^        ,    ^  ^,  j,^ 

auch  auf  die  Form  bringen:  ^                       'n 

y(r,  *„x,  ...  *^,  «)=0;  *»»«"^- 

den  Ansdmck  Integral   aber  wollen  wir  * 

sieu   nur  fnr  das  erste  Glied   einer   in  „Umgekehrt  ist  jeder  Ansdmck  von 

der  Form  4)  geschriebenen  Integralglei-  dieser  Form  ein  IntegraL"    Es  ist  nAm- 

cfanng  gebrauchen.  lieh   vermöge  der  entspreehenden  Inte- 

Differenxürt   man   nun  die  Gleichung  gralgleichnngen : 

4)  nadi  «,  so  eriiilt  man,  wenn  *,  ar^,  /  =irf«.  «.  .  •  .  a  )=A 

X,  ...  x^  als   Functionen  von  «  bc-  '«    ^  ^^     ■             n'    f 

trachtet  werden:  wo  also  ^  eine  Constante  ist 

Sats  B.    „Das  System  3)  hat  immer 
bf  dx      df^  dx^      bf  ix  n  von  einander  unabhängige  Integrale.** 

dxdm    dx,  "5»     dx    "aT      '  Um  dies  nadiznweisen,  gehen  wir  von 

*  .der  Form  2)  aus,  und  bedienen  uns  des 

H      «_A    schon  bei  den  Gleidinngen  mit  2  Varia- 
+dx    "jj-      "»   Uen  angewandten  Veifshrcns. 

*  Znnichst    sdiieiben    wir  diese   Glei- 

oder  da  diese  Gleichung  durch  die  Glei-   drangen  in  folgender  Weise: 
drangen  3)   verifidrt  werden  soll,    mit 
Benntxnng  der  letxtem: 


Diese    Gkidmng   deünirt    das    Integral  ^.        ,^. 

vöUig,  d.  h.  jede  Function,  wddie  sie    «^«r  ^«^  ^'  dnerjeden  dieser  Grössen 
erfUlt,  ist  dn  Int^raL    Setxt  man  nim-   *,  ■«*  «»d  nach  die  WerAe: 


^*. 

=  1Fi(*» 

*i  •  • 

•'^^ 

«fc. 

=  yt('. 

*i  •  • 

•••)^> 

a 

=f«(*. 

• 

• 

=  ^*('. 

• 
• 

• 

lidi  Ar  X,  X|,  X,  . ..  JT    wieder  die 


:,-.x,0)...,^ 


(0 


Werthe  t-i  -rr  .  -  .,  w  erhalt  man: 

^    ^*  geben,  wdcfae  continairlidi  aas  dnander 

^^A  f~  entstehen,  immer  unter  der  Yoranssetning, 

~— Ol    also  f-«-  ^ggg  ^g^  ^e  Functionen  ^i  f  a  *-  *  V*« 

Sats  A.     „T¥«t   man  n  Integrale  des  oontinnirlidi  bldben,    mit  Berfidciiditi- 

Systems  derart,  dass  keins  eine  Funktion  gnng,  dass 

der  ftbrigen,  also   alle  n   von  dnander  |.\         (r—\\  (r\ 

nnabhlngig  sind,   so  kann   kdn  neues  Um(x^^  '-x^^        >)zi4x^^  ' 

Integral  gefanden  werden,  weldies  nidit  . 

dae  Faactioa    dersdbea    sei.      Es   hat  ^^' 

also  das  System  3)  nar  n  von  daaader        ^_     .  ^x»  x  •       x  •'irx^'JLx»! 

«aabhingige  Integrale.«  's    -'s   +?i^'''*    •••%  M*  — *  ; 

ffitte  man  nimli^a+1  voneinander  qj^^^^    „^   ^^^   dem   Index   s    die 

anbhaagigelntegialgleidiaagea:  ^^^he  von  1  bis  a,  so  hat  man  a  Glei- 

/=  «,  f^zzm^^  ft'^^%  .  •  •  /L  =  «1  drangen, wdche die Grössenjc'i, x*,  .*. :?^ 
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geben,    wenn    man   die   Anfangswerthe   x^j  x^^    ...  x  *   und  ausserdem  x^  ' 
hat.      Es  ist  ferner: 

n  Gleichungen,  welche  die  Werthe  von  x^  \  ^i        •  •  •  ■*«  •     ge^en,  wenn  man 

£Ür»^*^,    »1      ,  x^'..,x^\  die   aus    den  Torigen  Gleichungen  gefundenen 
Ausdrücke  substituirt;  f&hrt  man  so  fort,  bildet  also  die  Gleichungen: 

x/')=.,('-')+,,/(x(i^-'),  ,.('—)  ...  x^^-\jy)-Jr-%        '; 

80  findet  man  schliesslich:  Ein  System  von  Gleichungen  wie  6^ 

/.x         t^  / A  kann  man  auch  als  System  von  Integral- 

x^\  Xi^'  ...    ^,j    >  gleithungcn   betrachten.    Sie  unterscbei- 

den  sich  von  der  in  7)  gegebenen  Form 
oder  ar,  ,«,...  «^^  selbst  als  Func-    dadurch,  dass  jede  Gleichung  n  Constan- 

tionen    der    Anfangswerthe     a:« ,     x^«    ten  aber  ausser  der  unabhängigen  Va- 

/|\       (A  (A    riablen  nur   noch  eine   zweite   YanaDle 

.  .   .  Ä^»,  und  von  x^  \   x^'*  ,  ,  .  x^  ^   enthält. 

Diese  Grössen  sind  also  Functionen  von       Diese  Formen  aber  haben  wesenüich 

ar,   da    sie  sich  mit  der  Zunahme  von  x  andere   Eigenschaften,   als  die   bis  jetat 

continuirlich   andern,     x   kann  also  als  betrachteten  Integralgleichungen.     Nach 

unabhängige  Variable  betrachtet  werden.  Analogie  des  im  Abschnitt  3)  Gesagten 

Der  Anfangswerth  von  jr,  *•  kann  eine  kann   man    diese  Gleichungen  6)    auch 

beliebige  Zahl  sein,  etwa  Kuli.    Die  ent-  schreiben : 
sprechenden  Anfangswerthe  x,*^,  x^*^  ...  px 

X  •  sind  dann  durch  unsere  Gleichungen  x^zs.x^'^-^l      Vi  («,  X|   •  •  •  *n)  <**♦ 

nicht  bestimmt,    also  willkürliche  Con- 
stanten. /•*  .   , 
Man  hat  also  n  Gleichungen  von  der   x,=Xj«+l       yj(x,  x^  .  .  .  a?^;  dx 

Form:  ^   *• 

6)    x^=ijj^  (x,  Xi%  X,*  .  .  .  x^) 


*,=V&,(X,  X^*,  Jfa«  .   .   .  X^) 


/x 
X 


,.  und  ans  dieser  Form  iMsen  sich  in  Be- 

*„=^«(*>  *i  »  *«     •  •  •  *n  ^'  zug  mt  die  Werthe  der  Variablen  ganz 

Entwickelt  man  ans  diesen  Gleichnn-  ähnliche  ScMiUse,  wie  ant  angeführten 

gen  dUConsUnlen.  so  erhalt  man Glei-  Orte  ziehen.     Offenbar  .st  auch  das  hier 

gcu  uic  N^wuo*««.^  ,  eeeebene   Verfahren   eine  Methode    zur 

chungcn  von  der  Form:  wirklichen  annäherungsweisen  Integration 

7)       x^^=:fiixt  x^t  X,  .  .  .  Xjj),  der  gegebenen  Gleichungen. 

X  ^=:f  (x  X     x    ...x)  D*»  System   von  Integralen,  welches 

*  '»V  »     »»     ^  •  •  •     fiJ  ^.^  als  Hauptintegrale  bezeichnet  haben, 

ist  von  grosser  Wichtigkeit  für  verschie- 
dene   Fragen    der    Analysis.     Dasselbe 
Iftsst  sich,  wie  auch  die  Integrationsme- 
X  •=/"  (x,  X,,  X,  .  .  .  X  ),  thode   sei,    immer   wieder  finden,  wenn 

*  "  *  man  n  beliebige,  von  einander  nnabh&n- 
und  dies  sind  offenbar  die  Integrale  un-   gige  Integrale  hat.    Sei  nämlich : 

'^W^^n^nci  diese  n  Integrale  Haupt-  ^^         «i  =  yi(*»  *.  •  •  •  *„)» 
integrale    zum  Unterschiede  von    ande-  «,  =  //,  (x,  Xj  .  .  .  x^) 

ren,  wo  die  Constanten  nicht  die  ihnen 
hier  gegebene  Bedeutung  haben,  die  An- 
fangswerthe   der    abhängigen   Variablen  ^  _'      (x,  Xj  .  .  .  x J 


in  sein. 


n      '  n 

16 
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ein  lolches  Sjstem.    Um  tau  demselben  pzzn  ^f 

die  Hanptintegrale   zu   ermitteln,  geben  ^  -x — X    =0. 

wir  X  eine  beliebige  Zahl  x^^  etwa  0  als  p=i   ^p   ^ 

Anfangswerth,    nnd     mögen   dieser   die  ^  ^^      „„^  .^j^. 

Werthe  x ,•,  «,•  .  .  .  x  •  für  dje  an- 

••  Jlf' 

dem  Variablen  entsprechen,  so  ist  aaeh  ^^IT' 

a^=y>,(x%  x/  .  .  .  x^<»),  wo    also  eine  der   Grössen  Jf'  nad    Jf 

Tor  der  Hand  noch  gans  willkürlich  ist. 
«2=yi(*%  «i*  .  .  .  */)  Man  hat  dann  offenbar: 

•  •  •  P"-" 


ä5~"    P 

«-  =  yv(«%  ar^*    .  .  .  X  •).  p=l        p 

d.h.: 
Ans  diesen  Gleicfanngen  kann  man  X|*,  0=11    ;)ir/  p=ii      dit 

»,•...  X  •  entwickeln  nnd  erh&lt:  '^^   M—-X  =2"   M'—-X 

x,*=v^,(x%  IT,,  «,  .  .  .  «J,  Offenbar  aber  ist: 


^^-^P  c)x„  ax„ 

f  P  P 


also: 


"       *  ^T  jir-- L-  -r  Jifji'_?  = 

Setzt  man  hierin  für  «,,  a,  •  •  •  '^n  ^^^'  P=  *        *^*/»         P=  *         ^^p 

der  die  Werthe  aus  8)  ein,  so  hat  man  p=:n     ^(MXJ    p=H        dX 

ein  System   ganz   von  der  Form  7);   x»  £   M' P- ^  £   MM' ?, 

ist  nftmlich   eine  Zahl,  yon  deren  Aus-  p=  i         ^^j,        pzzi   .      ^*p 
wähl   allein  die   Gestalt  der  Uauptinte- 

grale  noch  abh&ngig  ist.  ^-  ^- 

11)   Theorie    des   Jakobi'schen  P^f^^i^'^^        P  =  ^^(^^p> 

Multiplicators.  ^^-^  ,  "d7 p  =  i  ""öi ' 

Es  ist  Jakobi  gelangen,  die  Theorie  ^                i^            »r 

des  Multiplicators,  welche  Enler  für  eine  !>»«    *>«^««*    willkäriiche   Grösse  M   be- 

GleichuDg    mit  2  Variablen  angewandt  stimmen  wir  jetzt  so,  dass: 

hat,   auf  ein   System  wie    das  hier  be-  p  =  nd(MX  ) 

trachtete,  von  «—1  Gleichungen  mit  n  JS     ?.  =  0 

Variablen  zu  erweitem.  p=  1      ^x 

Wir  geben  diese  wichtige  Theorie  hier  jg^^  „nd  jeder  Ausdrack  Jl,  welcher  diese 

in  aller  Kurze.  -  Zu  dem  Ende  sei:  Gleichung  erfüllt,  soll  jetzt   ein  Mulü- 

jr              dx                    ^  plicator  des  Systems  1)  genannt  werden. 

1)     -j-i=X„  --^  =  X, ?  =  X  Es   ist  offenbar  also  auch  M'  ein  Mul- 

"•*              ^"                     <'«         *•  tiplicator,   da  vermöge  der  letzten  Qlei- 

das  gegebene  System,  wo  wir  x^,  x,...  *^^'*"«  *"^'^' 

;4?     als  Variable  annehmen.    Nehmen  wir  p  = «  ^M'X^ 

"  2     ?=0 

/"(x,,  X,    ...  X  )  '' 

^  ist,  nnd  wir  haben  den  Satz: 

ein  Integral,  also :  j^^^^  Integral  ist  der  Quotient  iweier 

df           Sf                     df  Multiplicatoren.** 

*)     ä]r^'"^5x~.'^*"^  * "  "^5x"^fi^^^  Dieser  Satz  l&sst  sich  auch  umkehren: 

**  „Der  Quotient  jeder  zwei  Multiplica- 

eine  Gleichung,  welche  wir  auch  schrei-  toren  ist  ein  Integral.*^ 

ben  können:  Denn  sind  gegeben  die  Gleichongen : 
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y=»d(JI'X)  j,=»d(ifX) 

welche  die  Moltiplicatoren  deflniren,  so  hst  man : 

d(*xp       dx^        dir 

also: 

pnndX        p=«       dir 

p=l  «'«,  p=:l      '^       p 

oder  wenn  man  mit  M  dividirt: 

El   ist  leicht  za  sehen,   dass  auch  diese  Gleichnng  den  Mnltiplicator  vollst&ndig 
definirL    Wenn  man  von  der  dem  andern  Mnltiplicator  entsprechenden  Gleichnng: 

p=:i%    ^p=i       %       P 

die  vorletzte  abzieht,  so  ergibt  sich :         ausserdem  aber   die  Constante  er.     Eine 

p  =  »        üf'  ^^^   Gleichungen  des   Systems    1)    wird 

dlg^  dagegen  eine  identische  Folge  der  übri- 

^               ^„^^^'  gen,  da  man  hat: 

P  =  l     %  ^f .         ^f  .  ^f  ^         ^ 

Diese  Gleichnng  mit  2)  verglichen,  zeigt,     ^^^     '     da?,      *      '"      dx^     «        * 

^^  ^fi»  7  =  ^    ^i°e   Integralgleichung,   woraus  dx  berechnet  werden  kann.    Man 

also  auch  hat  also  durch  die  Anwendung  des  In- 

l^f         .  tegrals   das  System   von  n— 1  Gleich un- 

^  =  e  gen  mit  n  Variablen  («—1  Gleichungen 

sind    es  nftmlich  nach  Elimination   des 

,  ^      ,,      *ii.u^'«x.        1..    willkürlich    eingeführten    du)    auf   n— 2 
eme  solche,  folghch  ~  cm  Integral  ist.    Gleichungen  mit   n-1  Variablen   redu- 

Hat  man  also  zu   einem  System  von  cirt.     Ein    zweites  Integral   würde   das 

n  Gleichungen  n+1  von  einander  unab-  System  auf  (o— 3)  Gleichungen  mit  (n- 2) 

hangige   Multiplicatoren,    so    lässt    sieh  Variableii  reduciren  und  so  fort,  so  dass 

durch  Division  von  je  zweien  einSvstem  j^^es  Integral  eine  wesentliche  Verein- 

von  I*  Integralen  ermitteln,  also  die' Glei-  fechung  der  noch  übrigen  Aufgabe  be- 

chungen  vollst&ndig  integriren.  dingt. 

„Ist    von   einem  System   aber  ausser 

12)Wechselbeziehungzwischen  einem    Integral    auch   ein    Mnltiplicator 

Integralen  und  Multiplicatoren.  bekannt,  so  kann  man  immer  den  Mul- 

Auf  den  folgenden  Betrachtungen  be-  ^'^^}'^'  desjenigen   Systems    ermitteln, 

ruht  die  eigentliche  Anwendung  der  Mul.  welches  entsteht,  wenn  man  durch  Em- 

iiplicatorentheorie.  ««^«'*    ^®«  Integrals   das  gegebene  re- 

.     «  ducirt." 

Ist  wieder   em  System  von  der  Form  ^m   dies    zu   zeigen,  sei   f  das  Inte- 

1)  des  vongen  Abschnittes,  und  einein-  ^   ^^  ^^^  Mnltiplicator  des  gegebenen 

tegralgleichung:.  Systems,    M,  der  gesuchte  Mnltiplicator 

/=a  des  reducirten  Systems.    Wir  nehmen  an, 

gegeben,   so   hat   man  eine   Gleichung,  dass  bei  leteterem  die  Variable  x^  weg- 

aus   der  eine   der  Variablen,   z.  B.  x^  geschafft  worden  ist.     Man  hat  nun: 

berechnet  und  in  die  Gleichungen  1)  ein-  pzzn         df 

gesetzt   werden    kann.     Dieselben    ent-  £    X   t — =0, 

halten   dann  nnr   noch  n  -  1  Variablen,  p=\     ^   ^p 

IQ* 
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oder,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  x    differenziirt: 

pzzn  dX     ^f     p=n  K 

^  „— I  da?      öa:      «— i      P  dx 

wo  der  Abkürzung  wegen  gesetzt  ist:  •    halten  sie  also  noch  Xi,  x^  •  •  •  ^||_] 

_  ^f  und  f.    Nimmt  man    /"=«  als  constant 

**      dx  *  an,   so   hat  man  das  -  redndrte  System; 

*  ist    dagegen     unter     f    der    Ausdruck 

In  den  Orössen  X,,  X^'-X^  denken  fix,,  x^  ...  o:^^)  verstanden,  so  ist  die 

wir  uns  ietzt  x  ,  durch  die  Gleichung:  Eliminationsgleichung    wesenUich    iden- 

"*          »  tisch,    es   findet    also   keine    Beduction 

fi^ii  *2  •  •  •  *  )=/^  ^^^^'     ^^^    bezeichnen   nun  die   Diffo- 

^  renzialquotienten  von  X    mit: 
eliminirt;    nach  dieser  Elimination   ent- 


©.  ©•  &  (-^y 


wenn  wir  diejenigen  darunter  verstehen,  mem  deutet  darauf  hin,  dass  das  Dififc- 

welche    nach    der    Elimination    von    x  renziiren    in   dem   alten  Sinne  nach  jr^, 

^       «,,        ,       «-,  X.  •••«   stattfindet.  Es  ist  also  offenbar: 

sich    ergeben.     Das   Fehlen   der  fiJam-  '          n 


dx 
n 


da  nur  die  Grösse  f  nach  der  Elimination  noch  x^  enthalt. 
Die  Gleichung  4)  nimmt  Also  die  Gestalt  an: 

p  =  n  ibX  \    of        pzzn        dlgu 

«=l  ^  «V  ^       P       pzzi     P        P 


Es  ist  aber 


;>=l   ^  «V  '       P       p=i 


dx^  "~  W^  /        \  df  /^x^' 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  indem  man  s=p 
setzt,  so  kommt: 

«  =  »        d\gM     pzzn/dX\       P=^n/dXi    of 

''^  x^^+^  (r-n^^  \V)^.=^' 

und  indem  man  hiervon  die  Gleichung  5)  abzieht: 

p=*     öigüL   »•="-' /^x^ 

p=l  p  p-\  P 

im  letzten  Gliede  ist  die  Summe  nur  bis  n— 1  genommen,  da  x^  als  eliminirt  lu 
betrachten  ist    Was  das  erste  Glied  anbetrifft,  so  ist: 

d 


p 
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wovon  das  letate  Glied  Tenchwindet  TWinOge  der  Gleichang; 

p=n         df 

welche  das  Integral  definirt.     Man  hat  aI(o: 


6) 


*,=  - 

—  = 

M 

df   dr 

■    » 

S; 

'n- 

1 

-1 

.      *. 

—  = 

ir 

-     df" 

^/^ 

ar 

d/*" 

fl  — 

2 

^-n 

^*.-, 

^-»-2 

Da  Differenziation  nach  f  nicht  stattfin-  redncirt,  von  diesem  Sjstem  ein  Integral 

det,  80  kann  man  fz=ia  setzen,  nnd  hat  /*''  sacht  n.  8.  w. 

dann  das   redndrte  System.     Vergleicht       Indem  man  die  Systeme  aher  in  die- 

man  aber  diese  Gleichung  mit  Gleichung  ser  Weise  fortgesetzt  redncirt,  erhält  man 

3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  sieht  man,  auch   durch  Wiederholung  des  oben  ge- 

dass    dieselben     völlig    übereinstimmen,  gebenen  Verfahrens  die   Mnltiplicatoren 

„      .    ^       ^   ,  „         der  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 

wenn  man  Ja  mit  —  und  das  ursprüng- 
liche mit  dem  reducirten  System  ver- 
tauscht. 

„Ist   also  M  ein  Multiplicator  des  nr- 
sprfinglichen  Systems,  so  ist: 

^      M      M  ^3  = 

ti        df 

•  •  • 

der  des  reducirten  Systems,  welches  ent-  •  •  • 

.teht,  wenn  man  x^  climinirt"  ^  ^,  ^_2   j^t^g^^  a,,  gy,teni., 

Natürlich  mnss  diese  Elimination  auch  so   wird   dasselbe    schliesslich   auf  eine 

in   dem  Ausdrucke  von    M^^  stattfinden,  Gleichung  mit  2  Variablen  reducirt,  nnd 

so  dass  ^1  die  Constante  a  enihält  der  Multiplicator  dieser  Gleichung  ist: 

Es  sei  nun  ein  zweites  Integral  jjf 

/,  =  «i  ^n^'k'~df      djr"       bf"    ^^    ;)^n-3* 

gegeben,   so  Iftsst  sich  dasselbe  nutteist  dx   dx         dx        *'*  -4 

der  Gleichung:  «      »-1      «-^  ^«t 

f=a  Dieser  Ausdruck  -Äf^^o'  ^^^^  i^'^nic"'  ^^^^^ 

immer  durch  Elimination  von  x^  anfdie  Gleichung    mit    2   Variablen    angehört, 

Gestalt  bringen:  ^^^^  '^^^  Jakobi  der  letzte  Mnltiplicator 

f,  /  V  genannt.    Er   gehört  zu  einem  Systeme 

r  («i,  4r,  .  .  •  «^__j,  «)  =  ai,  Y^jn  der  Gestalt: 

wo  f  eine  andere  Function  ist   Ueber-  ^— t    ^i --p 

haupt     nehmen     die     Integrale     durch  du^        du" 

8acceMiTe  Elimination  die  Ge«taU  an:  ^^  j  {.Functionen  von  *.  ».  und  von 

/*(«„  x^  •  •  •  x^)  =  a,  Constanten  sind,  d.  h.  wenn  manc^u  eil* 

/'(ar„  «,  .  .  .  ar^__,,  a)  =  a„  »inirt,  zu  der  Gleichung: 

Er  ist  definirt  durch  die  Qleichnng: 

8)     ^-^+ ^ =  0. 

"    "                 P     *        P  Bestimmen  wir    aber  den  Euler'schen 

Unter  dieser  Foi-m  ergeben  sie  sich  auch  Multiplicator  A   der   Gleichung   7) ,  so 

offenbar,  wenn  man  ein  Integral /^  zunächst  niuss  sein: 

des   reducirten  Systems   sucht,     dasselbe  A^.ifx—Äl^^x^  —  dfy 

durch  Elimination  von   x       .    abermals   j    i. 

n— i  a.  n. 
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dy)               d^  _        .  M  constant,  so  erhftit  man: 

oder  wenn  man  die  erste  Gleichung  nach  ^    j- —  =  0. 

«j,  die  zweite  nach  x  diflferensiirt :  P— '      p 

d»y  __  ^C^  li)  __  _  ^(^ö  I>«i  im  Falle  diese  Gleichung  erfüllt  wird, 

dxöx  "  ~dx       ""         dx   •  i*^® Constante  die  betügliche Definitions- 

^              '  gleichnng   des   Mnltiplicators  erf&Ut,  so 

°'  ^'*  kann  man   auch   M=l    setzen.     Es  ist 

^(j4|)     ^(^g|)__/v  dann  der  letzte  Mnltiplicator: 

a«    "*"     dar,     ~"'  1 


eine  Gleichung,  die  offenbar  den  Enler-  n— 2      i)/*      df          .  n—i' 

sehen  Mnltiplicator  definirt.     Sie  stimmt  SäTdx         '"-!■ 

aber   YÖllig  überein  mit  der  Gleichung  »      »— i         d«t 

8),  wenn  man  Beispiel,    Jede  Aufgabe,  welche  aus 

Ä=.M  ^.  der  Variationsrechnung  entspringt,    und 

**"'  ausdrückt,    dass    ein  einfaches   Integral 

setzt.  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  fQhrt 

„Der   letzte  Mnltiplicator  ist  also  mit  zu  einem    Systeme  Ton  Differenzialglei- 

dem  Euler'schen   Multiplicator    des   auf  chungen  von  der  Form: 
eine  Gleichung  mit  2  Variablen  redncir- 

ten  Systems  identisch."  ^^  £t      rfy,_  dy        dq„  _09 

Da  nun  dieKenntniss  des  Euler'schen  dt      ^p^'     dt  "  dp^  "  *  -^     dp  * 

Mnltiplicators  die  Integration  der  Diffe-  tff           n 

renzialgleichung  auf  Quadraturen  zurück-  ^Pi  _  _  ^y*       dp^  _  ^  dr/. 

führt,    und  der  letzte  Multiplicator   aus  dt    ^      d^/      dt  "      d^,  *  '  * 

einem   des   ursprünglichen  Systems  und  ^^             ^ 

«—2  Integralen  desselben  ermittelt  wer-  '^^  __  ^  t — ^, 

den  kann,  so  ergibt  sich  folgender.  Satz.  dt   ^'^  ^n 

„Ist  in  einem  System  von  »-1  Diffe-  ^o   y.   eine  Function    der  mit  p  und  q 

renzialgleichungen  mit   n  Variablen   ein  bezeichneten   Grössen   ist.     Die  Anzahl 

Multiplicator,    ausserdem  aber  fi-2  In-  der  Gleichungen  ist  also   nach  Elimina- 

tegrale  bekannt,   so   wird  das  letzte  In-  tion  des  Index  I  2ii-l.  —  Gleiche  Form 

tegral  durch  blosse  Quadratur  gefunden.**  nehmen  auch,  wie  Hamilton  gezeigt  hat, 

Dieser  Satz  verbunden  mit  dem  oben  die  mechanischen  Gleichungen  an,  falls 

gegebenen ,    dass    der   QuoUent   zweier  fdr  die  Aufgabe,  die  man  betrachtet,  das 

Multiplicatoren   immer  ein  Integral  ist,  Prinzip  der  lebendigen  Kriifte  suttfindet, 

gibt  noch^folgenden  Zusatz :  und  dies  ist  an  sich  ersichtlich.    Da  aus 

„Sind  i  Integrale  und  n— 1-«  Multi-  diesem  Prinzip  das  der  kleinsten  Actio- 
plicatoren  bekannt,  wo  «  jede  ganz  po-  »®n  ^^^^  »^»o  die  fraglichen  Gleichnn- 
sitive  Zahl,  auch  Null  sein  kann,  so  g««»  der  Mechanik  als  einer  Minimums- 
macht die  vollständige  Integration  nur  »nig^be  entspringend  betrachtet  werden 
noch  eine  Quadratur  nötliig."  können.  (Vergleiche  den  Artikel:  Varia- 

Durch  Division  je  zweier  der  n-l-s  tionsrechnung.) 
Multiplicatoren      erhält     man     nämlich 
ii~2— s  neue  Integrale,    so    dass   man 
deren  jetzt  n— 2  hat,  die  man  mit  einem 
beliebigen  Mnltiplicator  verbindet. 

13)  Bestimmung  eines  Mnlti- 
plicators. 

Der  Multiplicator  eines  gegebenen  Sy- 
stems kann  unter  Umständen  constant 
sein,  und  dieser  Fall  setzt  eine  Bedin- 
gungsgleichung voraus,  der  das  gegebene 
System  genügen  muss.  Setzt  man  näm- 
lich in  die  Gleichnng: 

p=.nd{MX^ 

£     — -^ =0  so  ergibt  sich,  wenn  t  kleiner  als  1,  oder 

P—  *  p  gleich  n  ist: 


S«cxt 

man  nun: 

x,= 

öp,^^-' 

dff. 

dp^ 

•••  X  : 

n 

^n+r- 

fl+2 

•  •  • 

*l=yi» 

ar,  =  y,  .. 

•V 

=V  *n 

+1=' 

*n4-2 

=P1 

•  •  •  *2ii=% 
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dx 


d« 


y 


^*f  "  ^s^^s* 


1     »=n  ^X^ 


ax 


n+« 


ax 


«+< 


dar/. 


also: 


dX 
dx 


ÖX 


dx 


"+-•=0, 


nnr  Ton  x^  abfa&Dgig,  so  kann  man  in- 
tegriren,  und  erhalt: 

,dx^   pzzn  dx 

X 


*^*="/^   ^       ^ 


«+« 


oder: 


woraus  folgt: 


p=2ndX 

2  ^ 


!•='    % 


=0, 


Mzze 


.    P=^    % 


^dx^    pzzn   dx 


Der  MuUiplicator  des  in  Bede  ste- 
henden Systems  ist  also  gleich  1,  d.  h. : 

„Hat  man  die  Integrale  einer  der 
Mech|nik  oder  der  Variationsrechnung 
entsprechenden  Differenzialgleichung  bis 
auf  eins  ermittelt,  so  ist  dieses  letz- 
tere immer  durch  blosse  Quadratur  zu 
finden.*^ 

Ein  Mnltiplicator  Iftsst  sich  aber  auch 
in  einem  allgemeinem  Falle  ermitteln, 
der  genau  dem  entsprechenden  Falle  in 
der  Theorie  des  Enler'schen  Mnltiplica- 
tor« entspricht. 

Es  war: 

«=11         dlgif    p^ndX 
2    X_-Ä7-+  £    ^=0, 


Es  ist  dies  jedoch  der  einsige  allgemei- 
nere Fall,  wo  der  Mnltiplicator  Ton  vom 
herein  nnd  ohne  Integration  des  Systems 
gegeben  ist 

14)    Eigenschaften     der    Inte- 
grale. 

Sei  wieder  das  gegebene  System: 


1) 


X^  voo 

vi 


1=1    ^*. 


nnd  wegen  des  gegebenen  Systems : 


du         *'  du 

wo  die  Grössen  (X|,  X, 

X|,  X,  •  •  •  0?  ,  nicht  aber  von  u  nnab* 

h&ngig  sind.    Sei  femer: 

ein  System  Ton  Integralen,  die  von  ein- 
ander unabhängig  sein  sollen,  so  ist: 


aT-^»'  du  "^* 


dx 

—  =  X 

du        n 


pzzndx    d\gM_        1    pzzndX 


p=i^. 


dx 


I  -  I  dx. 


P  'P=^    ~p 

wo  X    eine  beliebige    der   Grossen  X|, 

«,•••«    sein  kann.     Betrachtet  man 

also  X    als  unabhängige  Variable,  nnd 

bexeichnet  das   vollständige  Differensial 
Ton  Igilf,  nach  x    genommen,  wenn  alle 

Grössen  x  als  von  x^  abh&ngig  gedacht 

werden,  mit  <f  Igilf,  eo  hat  man: 


it 


'^-ix.+'-izlx,+ 


dx| 


dx^ 


•  •  •   + 
dx^ 


=0. 


pzzn  dlgM  dx      dlgM 


P=^ 


dx*  pzzndX 


also:    rflgJf=— :^- 

$ 

Ist  also  der  Ausdruck 


Xp^idx 


P 


Diese  n~l  Gleichungen  können  dazu 
dienen,  «—2  der  Grössen  X|,  X«  •  •  • 
X     zu  eliminiren.  —  Bekanntlich  Iftsst 

sidi  diese  Elimination  so  anstellen,  dass 

man  die  erste  Gleichung  mit  einer  noch 

zu  bestimmenden  Function  Ap  die  zweite 

mit  einer  andern  i^  u.  s.  w.,   die  letzte 

mit  l       ,  multiplicirt,  und  die  Prodncte 
fi —  1 
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i&mmtlich  addirt;  da  n— 2  Qleichangen  zwischen  den   jl  willkürlich  zur  Bestim- 
mung derselhen  verwendet  werden  können,  so  kann  man  setzen: 

A|  T — 4-A,  z — 4-  •  •  •  +A  -_ =  0, 


^A    .,     ^A    .  ..        ^Z»- 


A,  >  +A-5-"— +  •  •  •  +i       ,       "  — =0, 


I»— J 

1 

ft- 


oder  abgekürzt: 

df                       df                           df 
3)  ^A„-J!=:0,       2-A^     P=0  ••• -TA^- ?L=0, 


P  dxi  PdaPj  Pdx 


n— 


•> 


wo  alle  Summen  sich  anf  die  Werihe  von  p,  von  p  =  l  bis  p^n^l  erstrecken. 
Es  folgt  dann  ans  den  Gleichungen  2)  noch: 

df  df 

^-^      P    dx       .  »        P  da; 

n— 1  n 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  unter  U  eine  neue  Function  verstehen : 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  multipliciren  wir  nach  der  Beihe  bezüglich  mit : 

<fX|,  <f*r-  •  •  •  (fap  , 

wo  das  Zeichen  d  nach  der  vorhin  schon  eingefOhrten  Bezeichnung  eine  beliebige 
unendlich  kleine  Aenderung  der  Grossen  o?!,  o;,  •••  a;  ,   die  von  den  Belationen, 

welche   die  Gleichungen  1)  ergeben,  also  ganz  unabhängig  ist,  andeutet.    Addirt 
man  dann  alle  Producte,  so  erhält  man  mittels  der  Gleichung: 

*  II 

V2lJf^=:Xjx        —X^      dx. 

p      p  Ä      II— 1  »— l       A 

oder,  wenn  man 

Ul  =.4 

P        P 

setzt : 

Hätte  man  statt  der  Grössen  AT^,  X,  •  •  •  X      «  n—2  beliebig  andere  elimi- 

nirt,   80  wftre  man  anf  Umliclie  AnsdrScke  gekommen;  man  hat  also,  wenn  fi, 
ft'"'  /L_  I  Integrale  «ind,  folgende  identische  Beziehung: 
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(11—2^  /|l_o\ 

www  w*^  ^.v— ^-  -1»  -« -i  •  •   '  *«     I  Functionen  yon  «.,  *, 

•  •  •  X     sind, 
n 

Aach  diese  Gleichungen  kOnnen  snr  Definition  der  Integrale  ^„  ^,  •  •  •  ^ 
dienen.    Setzt  man  nftmlich  ^„  A^  •  •  •  /-_|  gleich  Constanten,  so  wird: 

alio: 

Diei    System    aber    stimmt    offenbar  der  linken  Seite  in  5)   befindlichen   anf 
mit  dem  gegebenen  System  1)   überein,   die  rechts  stehende  Form  redocirt. 
wenn  man  ans  letzterem  du  eliminirt.  i]>*i.jtv*         i-i..'         i.        ^ 

Die  Aufgabe,   ein  Sv.tem  von  Diffe-       ^  i«t  ttbngen.  leicht  ein«n.ehen,  da«., 

renzialgleichnngen    zu  •integriren,   wird  'T"""'  "J"  •*"  *«'?!»  8«»« /•'  <i\f 
durch  die   Gleichungen  5)  flso  «f  die   J?""«  ö)    mit  beliebigen    Gröwen    t^, 
andere  Aufgabe  derTrangformation  eines   J^»  '  '/  "»ultiplicirt,  man  auf  Ausdrücke 
Systems  Ton  Ausdrücken,  wie   die  auf  "'*'»"*  '*"  <"•'  Q***^'- 
6)       F,(r«,  +  F,<f4f,+  . .  .  +F^€f«^=P,<f^,+i»,J/',+  .  .  .  +i',_i<f^,^,, 

wo  die  GirOssen  V  tou  der  Form  sind: 

F  =C;  X  , 
P        f    »    . 

wann  />  kleiner  als  n  ist,  und: 

F^=-(r.X.  +  lA.X,+  .  .  .  +r,_iX„_,). 

Mnltiplicirt  man  aber  mit  den  Grössen  F,,  F,  •  •  •  F    die  Gleichungen  1) 

und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 

dx 

Ai   '  '  *  rfn  '  '  '  » "du 

oder: 


7)  ^^+^.^+---  +^--T?=0, 


Diese  Gleichung  ist   also   eine  Folge  V  dx     auf  n — 1.  Pgdf^y  P^^ft  *  *  * 

der  Gleichungen  1),  und  zwar  eine  ganz  p^    ^jf 
beliebige,  so  lange  die  Grössen  V  nicht      n—i    'n — l' 

weiter    bestimmt    sind      Bildet   man  n       pj^    Integralgleichungen    lassen    sich 

solcher  Gleichungen,   die  von  einander  ^y^qt  auch,  wie  wir  gesehen  haben,  unter 

nnabhftngig  sind,  so  hat  man  ein  System  ^^^^^  ^j^^^  ^„^g^^  jp^^^  ausdrücken. 
Ton  Differenzialgleichnngen,  welches  mit 

dem  System  1)  ganz  identisch  ist,    und  8)  f(*i^  ^t  *  *  *  •')  =  <<» 

die  Integration   dieses  Systems    kommt  ^ 

also  darauf  hinaus,  den  Ausdruck  links  f  {^f>  ^<  '  *  *  '^t  <>f)  =  ^i} 

in  Gleichung  6)  anf  die   Form,  welche 

rechts  steht,  zu  bringen.    Wie  auch  also  r'(*t»  a?^  .  .  •  a?^,  «,  «1)  =  «, 

die  Form  der  gegebenen  Differenzialglei- 
chnngen sei,  immer  lassen  sich  mit  Hülfe 

der  Integrale  Ausdrücke  bilden,   welche  •  •  • 

ans  n — 1  Gliedern,  ganz  Ähnlich  wie  in  * 

den  Gleichungen  5)   bestehen,  und   die  An — 1),  •    ««       «        \  — « 

Aufgabe,  ein  System  von  n-1  Gleichun-  '  ^*n-l' V  "'"»*••"»— y-"n— 2' 

gen  von  der  Form  7)  zu  integriren,  ist  „^,^u^  .«♦-♦^u*«     «r^««  «.«  «.m.^.««« 

wesenüich  identisch  mit  der  Bildung  von  ^«»«he  entstehen,   wenn  man  svccesstre 

«-1  Gleichungen  von  der  Form  6),  d.  •"«  ^  ^^'  ^^^T^^^f'lT.^ ZLI  dn^:^ 

h.  mit  der  Transformation  von  n  Syste-  'n-2  el»'»'"»'-^  «d«'  ^"«^  »*«  d««* 

men  von  n  Gliedern  V^dx^^  F^cf«,**.  snccessives  Einsetzen  der  nach  einander 
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gefandeBeii  Integrale  dM  gegebene  8y-  nadi  u  differensüren ,  statt  der  Grossen 

Stern  redndrt.  dx^     dx^    ,       .         «r    ,        ji-      .  i. 

Wir  nennen    den   Ansdmck  links   in   -^»    ^  ^^^  ^^^  Werthe,   die  sich 

der   ersten    Gleicbnng,   welche  nur  eine  ^ns    den  Gleidinngen  1)  ergeben,    ein- 

Constonte  aber  n  Variablen  enthalt,  jetzt  g^tzen,  nnd  man   hat  eine  »weite  Glei- 

erstcs  Integral,  den   in  der  zweiten  mit  chnog,  die  wir  mit 

2  Constanten  nnd  n — 1  Variablen  zwei-  

tes  Integral    n.  s.  w.     Die  vorhin   bc-  ^ — ^ 

trachtete  Art  der  Integrale  besteht  also  bezeichnen  wollen, 

ans  M'l  ersten  Integralen.  Differenziirt    man  anch  diese  nach  u 

Kennt  man  nnr  ein  n—l  tes  Integral.  „„^    ^^^^^    ^j^    ^^   vorkommenden 

also  eine  Gleichnng,  welche  n — 1  Con-  ^       ^^ 

stanten  nnd  eine  Variable  enthftlt,    so  Differenaialqaotienten  -r^,    -y^   .  .  •  . 

ist  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe  ge-  j^                                   au       au 

lOst.    Es  lassen  sich  nftrolich  angenblick-  ^^n  ,,.,-...                  .^      .  ^ 

lieh  noch  n— 2  andere  Integrale  bilden,  -JJ-  ^«»«*  ^^^  Werthe,   so  ergibt  sich 

welche  keine  nenen  Constanten  enth&lt.  ^j^^  dritte  u    s.  w.,  so  dass  man  anf 

Sei  nämlich:  dieselbe  Weise  durch  fortgesetztes  Dififc- 

y('i»  *•»  "f»  ''i  •  '  •  ''n 3^~''n *>      >^«'>'"'"®o  ^ — 1  erhalten  kann.    Ans  den- 
selben kann  man  dann  immer  n— 2  Con- 
das  gegebene  Integral.    (Offenbar  kommt  stanten  eliminiren  nnd  sich  so  Integrale 
es  anf  die  Auswahl  der  Variablen  X|,   yon  der  Form 
«-   unter  den  n  gegebenen   *!,«,•••  p  -.^     ^  _ 

*    nicht  an.  '^»-"»'  ^*-''»  *  '  * 

^  bilden. 

Man  mnss  dann  die  Gleichung 

_  Selbstverständlich  lisst  sich  auch  das 

V"""»— 2  System  8)  auf  die  Form  bringen: 

9)         y(jr»,  ««  •  •  •  *^,  «)=0, 
y'(*>»  *j  •  •  •  x^,  «,  «,)=0, 
y"(«t»  *4  •  •  •  %.  «fi  «I»  «i)=0, 


Die  Ansdrflcke  in  8)  geben  ihnliche  Besiehungen,  wie  die  in  den  Gleidiim- 
gen  6)  enthaltenen.     Es  ist  nimlich: 

n — I  n 

Diese  Gleichung  findet  identisch  statt,  wenn  man  nach  dem  Differeasiirea  die 
Constanten   <?,   cr|  .  .  .  «?       ,  durch  ihre  aas  d«n  übrigen  Int^pralen  geiogenen 

Werthe  ersetst. 

Man  kann  die  eben  gefnndese  Gleichung  auch  schreiben : 

«t  ~  V       dx  O     ' 

wo  V  eine  neue  Unbekannte  ist;  also  wenn  man  beide  Gleichungen  besflgUdi  mit 
^M  und  (fx     multiplicirt  und  addirt: 

»     « — 1         w-l     »         ' 
NiMmt  man  jetit  die  beiden  Qleicimngen: 


»—3  »  — l  n 
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n — 1  n 

moltipUdrt  die  erste  mit  l,  die  zweite  mit  fi,  nnd  addirt,  indem  man  setzt: 


welche  Qleichnng  xur  Bestimmang  yon  ft  dienen  loU,  so  hat  man: 


fi— 2 


oder: 


it  11 


indem  man  diese  Gleichungen  besüglich  mit  Jx  _^  und    dx    mnltiplicirt,  nnd  so 
der  mit  ^*^_.|  multiplicirten  Gleichung 


addirt,  orhtlt  man; 

nnd   indem    man   in  dieser  Weise  fortAhrt,  ergibt  sich  ein  den  Gleichangen  6) 
thnliches  System,  in  welchem  jedoch  die  Oleicfanngen  einfacher  sind.    N&mlidi: 

10)        X^«fx,-X.cr*^=««f/'+a,.;/^(')+a,<f/')+  . .  .  +«,^3<^/'^"~'^ 


Es  ist  hier  f  ein  erstes  Integral ,  f  den  Constanten  irgend  welche  Zahlen- 
ein zweites  u.  s.  w.  werthe,  so  hat  man  ein  partikuläres  In- 

Das   erste  Integral  f  kommt  also  hier  tegral.     Es   gibt  aber  wie  in  den  Glei- 

nur  bei    der  Transformation   des   ersten  .chnngen  mit  einer  abh&ngpgen  Variablen 

Ausdruckes  Yor.  auch  singul&re  Integrale. 

Anch   diese  Gleichnngen     dienen  znr  ^f^   """    °^,'«*   *«   Functionen 

Definition  des    ersten,  zweiten  u.  s.  w.  f^  ^''v..  .  P^     '^  Constanten  gleich, 

II— 1  ten  Integrals.  so  verschwinden  die  Ausdracke  rechta. 

Gibt    man    in    irgend  einem   Integral  und  man  erh&lt: 

Xjx^^X^dx=0,   X^dx^—X^dx=0  .  .  ., 

Gleichungen,  welche  mit  den  gegebenen  a=0 

1)    identisch    sind.     Dasselbe  tritt  aber  stellt  also  ein  singul&res  erstes  Integral 

anch  ein,   wenn  man  das  2te,  Ste  .  .  .  dar,  wenn  dieselbe  keine  Folge  der  Glei- 

•—Ite  Integral   gleich  Constanten  setzt,  chung  f=€t  in  Verbindung  mit  denflbri- 

daait  aber  statt  der  Gleichung  f=.a  die  gen  Integralgleichungen  ist. 

andere  a  =  0  verbindet.  Für  a  aber  Iftsst  sich  leicht  der  Werth 

Die  Gleichung  ermitteln.    Da  n&mlich  f^  \  f^'^  .  ,  ,  . 
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/»-*)  die  Grö.M  X,  nicht  enthalte«,  ^^^^   **«•*   ■»«  *'»'  Gleichungen. 
10  ift,  wenn  man  jr^  differenziirt : 

dtp  dqi 

X^=«  ji-,  also  «=-T7»  *  ' 

«       a«4  ^öjT^  kommen. 

dxi  Es  gibt  aber  anch  singol&re  Integrale 

es  mnst  also,    da  X    nicht  gleich  Null  ^öh«rer  Ordnung.     Ist   ein  erstes  Inte- 

n  °  grai  ^=  f«  nftmlich  bekannt,  so  kann  man 

sein  kann:  mjt  dessen  Hülfe  eine  der  Variablen  x^ 

df  eliminiren.      Von   den   Gleichungen    10) 

jI-=  <x>  fällt  dann   die  erste  weg,  und  die  übri- 

*  gen  werden  erfüllt,  wenn  man  f'^f".., 

sein,    und    diese   Gleichung  definirt  das  .(fi-2)    ^„^      -.^j^    Constanten    seur, 

singulare  Integral.     Es  ist  also  gegpeben,  '  f^ m\ 

wenn  ein   erstes    allgemeines  Integral  /  oder  wenn  man  nur /"',  ^'"  •  •  •  /" 

bekannt  ist.  gleich  Constanten,  und  ausserdem 
8ei    aber  das  erste  Integral  unter  der  a  '=0 

^       ^  ^         '  setzt.    Die  letstere  Gleichnng  rertritt  also 

y(X|,  a:,  .  .  .  «  ,  rt)  =  0,  das  zweite  allgemeine  Integral,   und  ist 

*^  daher    als    singnläres    Integral    zweiter 

so  ist  die  Gleichung  Ordnung  zu  betrachten.    Kimmt  man 

an,  so  fallen  die  beiden  ersten  Gleichun- 

eine  Folge  derselben,  und  denkt  man  sich  g^  f^^^^  „i^  man  sieht,  dass 
in  ^  Iftr  <r  diesen  Werth  eingesetzt,    so  ''— 0 

wird  die  erste  Gleichung  identisch.    Man  ^t    ~^ 

hat   also,  wenn  man  nach  x^    differen-  ein  singuläres  drittes  Integral   u.  s.  w. 

ziirt,  unter  dieser  Voraussetzung:  ^  _^^'*""'^  ein   solches  «ter  Ordnung 

JL  +-^  T--=0,  ist.  —  Hat  man  die  entsprechenden  voU- 

dx^      da  d«j  ständigen  Integrale,  so  lassen  sich  leicht 

d.  h.  die   singul&ren    daraus   ableiten.    Offen- 


d^ 


bar  ist  n&mlich: 


^a  dxl  dxl 


und  im  Falle   des  singul&ren  Integrals,   i^ig^.    « 

wo  also  g^  =  00    ist :  ^.,  ^.„  d^(«~ 2) 

6^.  oder     -^  = 

"Sä       ^  dx  *  die  entsprechenden  Gleichungen. 

P  Ist  die  entsprochende  Gleichung  nicht 

Eliminirt    man    aus  einer  dieser  beiden   unter  der  Form 
Gleichungen  und  aus  y  =:  0  die  Constante       /  \ 

«,   so  hat  man  also  singul&re  Integrale,     f      {^j^i^t  *ö+3  '  *  '  *fi'  ^  ^^ 
falls  man  nicht  auf  particul&re  Integrale  ^  P'T'^ 

hierbei  gelangt.  "«— |)^^"n' 

Die  Gleichung: 


■  ■  . 


=  00 


sondern  unter  der  allgemeinem: 


rflhrt  von  der  hier  gewfthlten  Form  der  '^  '^ 

Differenzialgleichungen  her,  wonach  allein  gegeben,  so  bat  man,  wenn  man  für  «r 

X^ffx^-'X^dx^  ^ß^  Werth  /"^^  gesetzt  denkt,  eine  iden- 

derart  transformirt  wurde,   dass  alle  In-  Ü!!!:' ^^^'"^"i^-S  "«d./o»»^*^»^  wenn  man 

tegrale  rcohu  erschienen.     Bei   anderer  ""^  'p-^\  ^'«^^^^^"^^ '- 


dr/> 
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da  za  setzen.    Ans   einer  dieser   Gleichnn- 


/L-ifl £-=0,  gen  nnd  aus 


dx    .        da    fix    .  .  A 

»Isoj                                ^  aber  wird   dann   a     eliminirt.  —  Diese 

der                v(p  p 

P  —"jz •  Regel  gilt   für   die  singulftren  Integrale 

^*  4-              p+*  aller  Ordnungen.     Wären  p  vollständige 

^~^              d,^.  Integrale  dnrch   p  Gleichungen  Ton  der 

"dir  ^°""  • 

Da   also  im  Falle   des   singnlftren  Inte-  '' 

grals  welche  die  allgemeinste  Relation  ist,  ge- 

da           ^/(p)  geben,   so    würden   sich  leicht  die  Ans- 

?_=: — L —  =  00  drücke   von    combinatorischer  Form  für 

^^pjL.\     ^*p+i  ^*ß   singulftren  Integrale  ableiten  lassen. 

sein  soll,  so  ist  entweder:  Man    kann    aber    den  letzteren   auch 

eine  Form    geben,   die  für  alle  gemein- 

IL  =0,    oder    5-^^^  =00  »chaftlich  ist. 

""p                          r+'  ^*  '■'  nlmltch  offenbar: 

1 

and  folglich  ist  die  GrOsse           (n—2)  ^^  Euler'sche  oder  letzte  Mnltiplicator. 


Man  hat  aber: 


n— 2 


«—2  = 


»f 


(»-^ 


**«-! 


wie  man  erhält,  wenn  man  das  Differenzial  nach  x  _     nimmt    Es  ist  femer: 

n— J  = — z r,      n—%  — 


(n-3)  A/(«-*) 


dz-v"  -  V  df 


n— 2  fi — 3 

(2)      ^n       ^  (I)      ^n       ^       \ 

Ist  aber  M  der  Mnltiplicator   des  gegebenen  Systems,  und  N  der  letzte  Mnltipli- 
cator, so  war: 


df  »f^')         df("-») 


dxg  dxf  dx 


n— -2 


also 


m. — —  -5 .   ,  .—5 i», 

OX ,     OXm  (*x 


nnd,  da: 
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^n 


war: 


in  =  «.  I 


(••-^).         («-3) 
miiltiplieirt,  ergibt  sidi: 


Wenn  man    aber  die  Werthe  Yon  a      .^  » '^     i  '^  . . .  a  mit  einander 


a    aO)    «/'^..  «„,,("-'>, (^n)"     ' 


dar,    d«,      '   '  '      ^*tt-2 

eine  Gleichang ,  ans  der  sich  folgende  Relation  zwischen  den  Coefficientcn  a  und 
dem  Multiplicator  ergibt,  nnd  die  eine  Definition  des  letstem  enthält : 


M 


(-.)' 


Da  die  Gleichung: 

die  singnl&ren  Integrale  der  Terschiedenen  Ordnungen  ergeben  nnd  die  linken  Sei- 
ten dieser  Gleichungen  im  Nenner  des  Multiplicators  als  Factoren  erscheinen,  so 
ergibt  sich  hieraus  auch: 

„Die  singul&ren  Integrale  aller  Ordnungen  werden  gefunden ,   wenn  man  den 
Multiplicator  gleich  unendlich  setat." 

16)    Anwendung    auf    eine    Gleichung    h<)herer   Ordnung     mit 
2  Variablen. 

Die  Gleichung  »ter  Ordnung  mit  2  Variablen  hat  die  Gestalt: 

1)  ^('»-i'-5j»  i^-'-^r^' 

^x 
oder  wenn  man  i  hieraus  entwickelt: 


4x* 


tf^x, /      _      dx.    d'^x.  a       x.\ 

dx^  dx'    dx^  ^n-i   ; 

für  welche   man   nach  dem  Obigen  auch  das  System  von  fi  Gleichungen  nehmen 

kann: 

(  I  dx  dx 

«X  dx,  Ä*,  n — I  »        /  \ 

*^      1^='"  11 =''■■•  -s-='«'  ■s-=» (•'•  '•  •  •  •  •> 

oder,  wenn  man  die  Gleichung: 

dx        .  . 

2j  =  V(«»   *i»  *«   •  •  •  *J 

hinzuf&gt,  worin  ^  eine  gani  beliebige  Function  ist,  welche  zur  Bestimmung  von 

dx 
n  dient,  also  z.  B.'-r-  =  l  setzt: 

du 
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^         s~-^'  "ST"''*'  :sr-*«  •  •  •  ""sr"~v  "ä7-^- 

Dies  System  von  n  oder  n-f-1  Gleichangen,  je  nachdem  man  u  yorhanden  oder 
eliminirt  denkt,  ist  ganz  nach  den  obigen  Begeln  sa  behandeln.  Hat  man  ein 
entes  Integral  von  der  Form: 

5)  f(x,  «I,  «,  .  .  .  xjzzffj 

so  geben  die  Gleichangen  3)  ohne  Weiteres: 

d.  h.  eine  Gleichung,   die  ganz  ähnlich  erster  Ordnung  ergibt,  dagegen  2  Inte- 

der  gegebenen  Gleichung  1)  ist,  nur  um  grale  n— Iter  Ordnung,  3  n — 2ter  .  .  . 

eine   Ordnung    niedriger,  und   die  Con-  n  Integrale  erster  Ordnung, 
staute  a  enthält.     Die  Gleichung  6)  kann       Hat   man  ein  Integral   ptcr  Ordnung, 

also   wie   1)   behandelt  werden.    Findet  so   ergibt  sich  durch  Differenziiren  des- 

man  ein  Integral  von   ihr,   so  hat  man  selben  nach  «,   und  indem  man  f&r  die 

ein   zweites  Integral    der  Gleichung  1),  Differenzialquotienten  die  aus  den  Glei- 

welches  2  Constanten   enthält  und  eine  chungen  4)  gezogenen  Werthe  setzt,  so- 

Differenzialgleichung   n — 2ter  Ordnung  gleich    ein    Integral    p — 1  ter  Ordnung, 

Torstellt.     Durch    successives  Auffinden  eins  p — 2  ter  Ordnung  u.  s.  f.,   so  dass 

der  Integrale  kommt  man  auf  das« — Iter  die  Kenntniss  eines  Integrals  schon  alle 

Ordnung,  Ton  der  Gestalt:  von  niederer  Ordnung  ergibt. 

7)     a  («,*.,«,«,...  «      J  =  «       „        Um  den  Multiplicator  des  Systems  3) 
'    ^^  '     "    '     *  »»—2'      11— i'    oder  4)   zu  finden,  hat  man  die  Glei- 

also  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  chung : 

Variablen    x,   a?,,    welche    n    Constan-  pzzn  d(MX) 

ten  enthUt.    Mit  dem  Auffinden   dieser  j*     !_=0, 

Gleichung  ist   die  Aufgabe    gelöst,    da  p  =  o      ''^,. 

man  eine  Relation  zwischen  x  und  «|  hat.  ' 

Dieser  Ausdruck   heisst  daher  auch  all-  (         „    Äf_j     .^^    ^^^j.^    j^j^^    ^.^ 

gemeines   Integral    der  Gleichung    fiter  ^  du 

Ordnung.      Es    enth&lt    n    Constanten.  x^=x  zu   beginnen),   wo  zu  setzen  ist: 

Jede  Gleichung  nter  Ordnung  mit  2Va-  X^=lt   X^z^x^,    X^zzx^    ...    -^  _| 

riablen  hat  also  nur  ein  allgemeines  In-    _         v  _    /  n      t\-^  nt^* 

1     j        .  .  .       r^i  .  V  •       —X*  A    zztt  (x,  X,   .  .  .  ar  ).     Die  Giei- 

tegral,  da  sich  nur  eine  Gleichung  wie         m'      n     '  ^  '     ^  n^ 

7)   aus   einem  System   von  n  Integralen   chung  verwandelt  sich  deshalb  in : 
dM  r)ir  dM  ,  dM     .      dM     ^d^.       ^ 

dx^    *  dXi        ^  <>«•  **  dx  '  ^  fix^        dx 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplicators  (vergleiche  Abschnitt  12)   war: 

,dx    p  =  HdX 
f  '  -  ff 


-f 


.#-     X  «  ^^x 

aber: 

dX        . 

p  n 

also: 

r  hi 

—/  ^dx 

wann  man  1=0  setzt;  und  die  Möglidikeit,  den  Multiplicator  zu  bestimmen,  setzt 
also  voraas,  dass  der  Ausdruck  x —  nur  eine  Variable  x  enthalte. 
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<te.- 


ix 


A^-')   «,+yl.^'— ■'*,+    ...  +/#,^"      •'«.. 


Nehmen  wir  nnn  an,  es  sei  ein  par-   Systems  2}    ein  anderes   Integral;    dies 
ticnlAres  Integral  von  der  Form :  ist  jedoch  erster  Ordnung. 

Durch  fortgesetites  Differenziiren  und 
'/•(*»  *i)=^     ®^®^    *i=A(*)  Benutzung  der  übrigen  Gleichungen  des 

Systems   2)  kann  man  dann   im  Allge- 

also   ein  particuläres  Integral  nlcr  Ord-   meinen  n  particuläre  Integrale  gewinnen, 

nong  gegeben,  so  erhält  man  durch  Dif-   vorausgesetzt,     dass    keine    der   entste- 

fercnsiiren  desselben:  hendcn     Gleichungen     identisch      wird, 

dx^^.^f.  .  wie  dies   in  AusnahmefUlen  stattfinden 

"j^-ii  v*/»  kann.     Ist  dies  jedoch   nicht   der  Fall, 

so  kann  man  diese  Gleichungen  auf  die 
also    mittels    der  ersten   Gleichung   des   Form  bringen: 

«i=/'i(«)»  «i=/*t(*)»  *i=A(*)  .  .  .  \  =  fn('')' 

Dies  ist  ein  System  particularer  Integrale.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  ein  zweites 
gegeben : 

«,=^'(x),  »,=/■/(«),  «.=A'(x) . . .  »,=  /;'(*), 

so  Iftsst  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  die  Aasdrücke: 

den  vorgelegten  Differenzialgleichungen  genügen,  abo  Integralgleichungen  sind,  wo 
unter  a  und  ß  willktLrliche  Constanten  verstanden  werden.  Bs  ist  n&mlich,  wenn 
man  das  erste  System  in  die  Gleichungen  2)  einsetst: 

u.  s.  w. 
und  wenn  man  das  zweite  System  einsetzt: 

n.  s.  w. 

Multiplicirt  man  simmtliche  Gleichungen   des  ersten  Systems  mit  a  und  die  des 
zweiten  mit  /),  und  addirt,  so  erh&lt  man  also: 

iM>±lLLl=yl,(«f,+ßf,')+A,(af,+ßn+  .  .  .  +\<.«f^+ßf^), 
äx 

iMs+ELLl=A,'(<,f,+ßr,')+A,'(.'ff^pf.')+  •  •  •  +\'i'fn+i'0' 

dx 

U.  •.  W.  - 

Dies  letzte  System  stimmt  aber  mit  den  Gleichungen  2)  völlig  überein,  wenn  man 
seut: 

jr,  =  «/•»+/» ^',  xa  =  «^+;»A'  •  •  •» 

so  dass  diese  Werthe  in  der  That  dem  System  2)  genügen,  also  als  Integrale  zu 

betrachten  sind. 

17 
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Darch  Wiederholung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zn  folgendem  Satze: 
,,Hat  man  fi  particnlftrc  Integrale  ron  der  Form : 

*.=/',  (x).  *.=r,'(«).  *.=/'." (x) . . .  «.=/-/»-')(«) 

und  bildet   man   ans    diesen  darch   snccessiyes  Differenziiren   die   entsprechenden 
Ansdrücke : 

x,=f,ix),  «.=/■,' (x),  x,=f,"(x)  .  .  .  x,=f}''-%), 

',=f,(.*).  «.=/.'(«).  *.=A"(»)  •  •  •  **=fj^~^h'). 


'«=/■»(-).  *•=/»'«.  'n=/'«"W  •  •  •   *«=^»^""'^('). 
SO  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen: 


Diese  Gleichungen  sind   in   der  That    a  ju  a        (« — I)  :„jß- 

die  allgemeinsten,   da  sie  n  ConsUnten,      n+i»     n-f-i   '  '  '     114  t 
a,  /f  .  .  .  ^  enthalten.  Gleichungen  I)  nicht  sämmtlich  Null  sind, 

so  lassen  sich  die  allgemeinen  Integrale 

Es  reichen  also  n  particulÄre  Integrale,    ^er  Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnitts 

von   denen  jedes   2  Variable  aber  keine   immer    schon    dann    durch    Quadraturen 

Constanten  enthält,  aus,  um  das  System   herstellen,    wenn    man  n  particulfcre  In- 

voUstandig  zu  integriren.  tcgrale  der  Gleichungen  2)  hat,  in  wel- 

chen   also  die  letzten  Glieder  Null  sind. 

17)  Variation   der  Constanten.       ^«""  «®*«o  d»«»«  Integrale,  bezüglich 

die    aus   ihnen  und  den  Gleidmngen  2) 
Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die   gebildeten  Werthe  fflr    x,,    x^  ,  .  ,  x 
von    o:,,    «,    ,  .  ,   X      freien    Glieder  -«j.^e-.  ** 

«,=A(x),  «.=A'(»),  «i=A"(«)  . . .  *.=A^"  "'\x), 
«,=A(«).  *,=A'W,  x,=f,"(,x)  . . .  *,=/■/•»- •)(x), 


»  •  •  • 

*»=^»<*).  'n=fn^'^'  *,=/;"«  •  •  •  *»=^.^"~'^W- 

Setzt  mui  naii,  am  die  allgemeinen  Werthe  der  Integrale  von  den  Gleichan- 
gen  1)  tn  ermitteln: 

3)  «i=«.A(«)+«.A'(»)+«.A"(*)+  •  •  •  +%//'""'\«). 

«.=«.r.(«)+«.A'(*)+«.r."(»)+  .  . .  +«.A^"~'^(*) 


•  •  •  • 
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WO  indefg  die  QroMen  er,,  a,  .  .  .  «r^  keine  Constanten,  sondern  Fonctionen  ron 

X   sein   füllen.    £0  ist  sa  nnterguchen,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Werthe   yon  x^,  jt,  ...   \  ^^^  Gleichungen  1)  erfüllen  können.    Differemürt 

man  die  erste  der  Gleichungen  3),  so  kommt: 

und  die«  miu*  wegen  der  enten  der  Oleichongeii  1)  tein  gleich : 
weldier  Ausdruck  wegen  der  Gleidinngen  3)  sa  seteen  ist  glMch: 

+«,[i4,A'(.)+ii.r,'(«)+ . . .  +Vi.'<*)J 


Da  aber  die  Ausdrücke: 

*i  =A  («).  *.= /•.' (X)  ...«.=/'(*- ')  (») 

partienllre  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  sie  ft&r  «^    in  die  Glei« 
chungea  2)  gesetit,  dieselben  befriedigen,  und  man  erhalt : 


so  dass  man  hat: 

In  gleicher  Weise  behandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  3)  und  sieht  aus  ihnen 
folgende«  System  von  Gleichungen: 


Lassen  sich  diese  Gleichungen  eriOllen,  so  ist  also  das  System  1)  integrirt 

17  ♦ 
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Diese  Gleichungei)  4)  sind  aber  in  Bezng  auf  die  Differensialqnotienten  -j-^  t 

-y=-  .  .  .    linear,  man  erhalt  also  aus  ihnen,  wenn  man  sie  nach  diesen  Grössen 
anflOst : 


_-.|f,  il^^j+I^a  ^«4-1+  •  •  •  +^«  ^n-f-l 

wo  die  Grössen  fCbr  den  Fall  gegeben  worden,   wo  man 

/yi ]\  weniger  als  nparticnläre  Integrale  kennt. 

^11  Ä,  .  .  .  Ä^,  Ä/  •••  *n  Mittels  Ähnlicher  Betrachtungen  ist  es 

bestimmte  Functionen  von  x  sind.    Die  nämlich  immer  .möglich ,   wenn  man  ein 

Bestimmung  von  a,,  a,  ...  a    ist  also  particulftres  Integral  der  Gleichungen  2) 

'            ^  .  des   Abschnitt  16)   ohne  Constante  hat, 

auf  n  Quadraturen  zurückgeführt,  da  die  sowohl  die  Gleichungen  2)   als  auch  die 

rechten  Seiten   nur  die  Variable  x  cnt-  Gleichungen  1)   auf  ein  anderes  System 

halten.   Die  Werthe  von  a^,  <r,  ...  a^  linearer  Difforensialgleichungen ,  welches 

welche  jeder  also    eine  Integrationscon-  «»"ö  Variable  weniger  hat,  zu  rednciren  ; 

^tante    enthalten,    werden   in  3)  einge-  ^«n"»  »"»   2  particulare   Integrale   hat, 

setzt   und  man    erhült  so   die   Integrale  »<>   wird   dasselbe  auf  ein  System  mit  2 

der  Gleichungen   1)  mit  n   Constanten.  Variablen  weniger  reducirt  u.  s.  w. 

Man  hat  also  in.  der  That  die  allgemei-  Sei  z«  B. 

nen  Integrale.  ^  =/  fx'i 

Das    eben   gegebene    Theorem    rührt  '      'iv  / 

von  Lagrange  her,  und  wird  gewöhnlich  das    gegebene    particulare    Integral    der 

als  „Variation  der  Constanten**  bczeich-  Gleichungen  2),  so  bildet  man  zunächst 

net.     Die  Anwendungen  dieser  Methode  ^"^^  die  mehrfach  angedeutete  Weise  die 

sind  fQr  Physik  und  Astronomie,  in  letz-  zngehörigen  Gleichungen 

terer  namentlich  in  der  Theorie  der  Stö-  «,  ^'f^  (x),  «,  =  /',  (x)  .  .  .  x  =f  (x). 
rungen.    .von    grosser    Wichtigkeit    ge- 

wollen.  Kehmeo  wir  nun  an,  die  allgemeinen  In~ 

Es  ist  aber  der   Vaiiation  der  Con-  tegrale  der  Gleichungen    1)   h&tten   die 

stauten  noch  eine   weitere   Ausdehnung  Form: 

die  man  ihnen  immer  geben  kann,  wenn  Wi»  tfi  •  •  •  ti    zu  bestimmende  Functio- 
nen von  X  sind. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  1)  ein  und  erhalten: 

d.h.: 

Die  ersten  Glieder  beider  Seiten  dieser  Gleichung  aber  sind  gleich,  da  die  Glei- 
chungen _ 

^i=A(*)»  *«  =  /">(*)  •  •  • 
die  Gleichoiigen  2)  erfüllen,  also :        -  • 


tf, 
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^(*>^=  ^.(*.-*.)A  ix)+A,  (U,-M,)f,  (*)+ 


nnd  auf  diMelbe  Webe  bildet  man  ans  den  flbrigen  Oleichnngea  1)  die  folgenden: 

A(*)^=^.'(-i-«.)A(«)+V(«.-«,)A(»)+  .  .  . 


wenn  wir  setzen: 

SO  nehmen  diese  Gleichangen  die  Gestalt  an: 


du 


du 

_=:-4,^  Vr  '(*)»,!_ i  +  -A,^  Va^     W(*''""'ll-t) 

Zieht  man   die  erste  Gleichung  von  allen   übrigen  ab^   so  erh&lt  man  links  die 

Ausdrücke  -j-^,    -j^  . . .  — -r — ,  and   rechts   die  Grössen  t^.,  v,  .  .  .  «       .in 
ax        ax  QX  fi— 1 

linearer  Form,  also  Gleichungen  yon  der  Gestalt: 


n' 


^  =  l?/..+V..+  ...+Ä'^.,V,+V 


wo  die  Grössen  B,,  ff/  .  .  .  3^^'^  ^  leicht  zn  bestimmende  Fnnctionen  von 

X  sind. 

Man  hat  also  lur  Bestimmung  ron  t^^=:ii,—V|,  v,=w,.— V| . . .  v^_|  'N"***^ 
in  der  That  ein  lineares  System,  welches  eine  Variable  weniger  als  die  Gleichun« 
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gen  1)  enth&lt.    Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  wenn  die  Gleichungen  3)  des  Ab- 
schnitt 15)i  wo  also  die  Scfalnssglieder  A    .    ^  Ä'    ,.   .  .  .  alle  gleich  Noll  sind, 

ZU  integriren  yorliegen,  ein  dem  System  6)  ganz  gleiches  System  entsteht,  weichet 
wir  mit  7)  bezeichnen  wollen,  worin  die  Grössen  B^,  B^   ...   B        .    B^'   .  .  . 

B      ,  gftoz  dieselbe  Bedentnng  wie  in  6)  haben,  die  Grössen  B  .  BJ  . . . 

B  ^^      ''  aber  sümmtlich  gleich  Nnll  sind. 

n  ' 

um  «1  zn  bestimmen,  hat  man  nach  der  Auflösung  der  Gleichungen  6)  noch 
die  Gleichung: 

^=^,y/(x).^»+.4,y/(»)r,4-  .  .  .  +A  u.'(x)v         +Cp 
cur  »   Ä         fi —  i 

und  diese  ergibt  «i   durch  blosse  Quadratur,  wenn,  wie  es  nach  der  Integration 
der  Gleichungen  6)  ja  der  Fall  ist,  v^   v,  .  .  .  v  als  Functionen  von  x  ge- 

geben  sind. 

SchliessUch  ist  dann: 

in  die  Gleichungen : 

zu  setzen,  so  dass  dann  die  Aufgabe  yollstftndig  gelöst  ist. 

Seien  jetzt  2  particuläre  Integrale  der  Gleichungen  2)  gegeben : 

und  daraus  bezflglich  gebildet: 

««=A(*)  «nd  ar,  =  /'/(a?)  .  .  .  x^^f^{x)  und  x^=f^' (x), 

so  kann  man  wieder  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  1)  setzen: 

und  die  Gleichungen  6)  bilden. 

Nehmen  wir  jedoch  znn&chst  an,  es  lagen  die  Gleichungen  2)  zum  Integriren 
vor,  so  wären  die  transformirten  Gleichungen  von  der  Gestidt,  die  wir  mit  7)  be- 
zeichnet haben,  also: 

7)  ^  =  *''''+*'''»+-     •*«-l''n-.• 


•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 


-^ a^  VifOt  üa+   •••    +^,|_,  *'ii-l' 

da  aber  die  Ausdrücke  x^=f/(x),   «,  =/'/(a?)  .  .  .  x^=/'^'(jr)  particnlftre Inte- 
grale der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  dieselben  identisch  werden,  wenn  man 

4a  die  particol&ren  Integralen  doch  in  den  allgemeinen  enthalten  sein  müssen, 
unter  dieser  Annahme  aber  ist: 
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„  _A'(»)  f,'{')  ,  jt'i')  r/i")     „     _CW  f,'(x) 

• 

Man   hat  also   particnläre  Integrale  der  steQnng  der  Integrale  in  einer  den  frA- 

Qleichnngen  7),    von  welchen  sich  die  hem  Theilen  derAnaljsis  entnommenen 

linearen   Gleichungen   6)  nur   durch  die  Form    Ähren.      Die    Entwickelung  der 

Schlussglieder  unterscheiden,  also  in  der-  durch  diese  Gleichungen  definirten  Func- 

selben  Weise  mit  ihnen  verbunden  sind,  .tionen  in  Reihen,  die  Erkenntniss  ihrer 

wie   die   Gleichungen   1)   mit   den   Glei-  Eigenschaften  fang^  an,  eine  Hauptaaf- 

ehnngen  2).    Man  kann  also  auch  nach  gäbe    der    neueren  Analysis   sa  bilden, 

der  eben  gegebenen  Methode,    wenn  wie  und  schliesst  die  wichtigsten  und  schOn- 

hier   ein   particuläres  Integral   der  Glei-  sten  Probleme  ein,  welche  man  sich  auf 

chungen  7)  gegeben  ist,  das  System  6)  der  jetzigen  Stufe  der  Wissenschaft   su 

auf  ein  anderes   bringen,    welches  eine  stellen    genOthigt   sieht.    Diese  Betrach- 

Yariable  weniger  hat,  so  dass  man  jetst  tungen   aber  hängen   mit  den  allgemei- 

nnr  noch  ein  System  von  fi— 2  abhän-  neu  Eigenschaften  der  linearen  Differen- 

gigen  Variablen  hat.  sialgleichungen   aufs  Engste   zusammen, 

Dietelben    Betrachtungen    und    Rech-  und  muss  daher  dieser  Gegenstand  hier 

nnngen  sind  zu  wiederholen,   wenn  man  noch  etwas  weiter  ausgeführt  werden, 

noch   ein  particulftres  Integral  der  Glei-  Daher  geben  wir  nachfolgenden  Sats. 

chungen  3)  hat,  d.  h. :  Jedes  allgemeine  Satz  I.    „Die   Integration  jedes  Sy- 

Integral  der  Gleichungen  2)  reducirt  die  stems     linearer    Differenzialgleichungen 

Systeme  1)   und   2)    auf  eine    Variable  führt  auf  ein  System,   welches  eine  Va- 

weniger,  riable  weniger  hat.    Dies  letitere  System 

^o.     .,         „.  ,     ,,        ,  wird   aber   im  Allgemeinen  nicht  mehr 

18)   Andere  Eigenschaften  der  ün^ar  sein." 
linearen    Differenzialgleichun-       ^j^   ^g^den   diesen  Satz  nur  an  den 

S^^'  Gleichungen  2)  zu  beweisen  haben,   da, 

Die  Beziehungen,  welche  sich  für  die  falls  diese  vollständig  integrirt  sind,  die 

Integrale    der  linearen   Differenzialglei-  Integrale  von  1)   sich  unmittelbar  durch 

chungen  1)  und   2)   des  Abschnitts  16)  die  Variation  der  Constanten  ergeben, 
finden  lassen,  sind  selbst  dann  von  ho-       Wir   machen   in    diesen    Gleichungen 

hem  Interesse,  wenn  sie  nicht  zur  Dar-  folgende  Transformationen: 

u  u  u  u 

x^^e  ,       a?2  =  v^  €  ,       x^rriv^e     ...  *--^^  ^^ä— i  *  » 

wo  II,  Vi,  v^  .  .  .  ff^__4  Fonctionen  von  «  sein  sollen.  Setzt  man  diese  Aus- 
drucke in  die  Gleichungen  2)  ein,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  überall  die  Ez- 
ponentialgprösse  sich  weghebt,  und  man  hat: 


du 


8)  — =il|+A,  i;i-»-i4,rj+    .  .  .    +il 


V 


V 


"     '  a«  dx 

,     .     Af     .  ,          .  sion,  V.',  v.  V.  .  .  .  vorkommen.  Kach 

Der  Ausdruck   für  —  wird  ans  der  er  Integration   dieser  Gleichungen  gibt  die 

sten  Gleidinng  in  die  übrigen  eingesetzt ;  «"^^  ^'  Gleichungen  8)  die  Grösse  u 

dadurch    verschwindet    eine  Variable  u  «nrch  Quadratur. 

giMlich.             .   «,  .  .               ^        -  Satz  n.    „Ist  ein  particulftres  Inte- 

Man  hat  *-l  Gleichungen  mit  «^1  ^  ^^  Gleichungen  1)  von  der  Form 

abh&ngigen  Vanablen  «>i,  •,  •  •  •  »^_,.  ^.^-.^.^(a.)   ohne    Constanten   gegeben, 

worin  aber  Ausdrücke  von  2ter  Dimen-  und    bildet   man   daraus ,   wie    gezeigt^ 
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«,  =7',(x)  .  .  .  X  :=z(f>^(x)i  ^^  "nd  die  allgemeinen  Integrale  der  Oleiehnn- 
gen  1): 

wenn  dieselben    allgemeine  Integrale,  da  die 

V'i(*)'  •/'«(*)  •  •  •  ^„W  Grösaen  ^^,  ^,  .  .  .  ^^  n  willkttrUche 

_  ,     j      /,!  ,  ,.  CoMtantcn  enthalten.     Dass  dieae  Aua- 

die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichun- .  brücke    in    der    That  Integrale    Ton  1) 

gen  2)  sind."  aind,^  ist  unmittelbar  zn  verificiren.   Setet 

Offenbar    nämlich    sind,    falls    diese  man' nämlich  in  die  erste  Gleichung  1) 

Ausdrücke  die  Gleichungen   1)  erfüllen,  diese  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 

%+^=^.7.+^,r.+  . . .  +\f„+\^, 

Der     Definition    gemäss    aber    ist    die  Satz  HI.    In  einem  bestimmten  Falle 

Summe   der  ersten  n+1  Glieder  rechts  kann  man  ein  System  particulärer  Inte- 

dem  ersten  Gliede  links  gleich,  und  die  grale  der  Gleichungen  V)   finden,   wenn 

noch  übrigen  Glieder  rechts  dem  zweiten  man   ein  particnläres  Integral  der  Glei- 

Güede  links.    Die  Gleichung  wird  also,  chungen  2;  Ton  bestimmten  Eigenschaf- 

und   ganz  ebenso  die  übrigen  Gleichun-  ten  hat." 

gen  des  Systems  1)  identisch.  Sei  nämlich: 

«i=/'i(*>  «).    »i=f»(/^f  «)  .  .  .  x^  =  f^{x,  a) 

ein  System  particulärer  Integrale  der  Gleichungen  2),  welches  sich  ans  der  Kennt- 
niss  eines  einzigen  Integrals  ergibt;  a  soll  eine  willkürliche  Constante  sein,  und 
die  Functionen  fit  t%  '  •  '  fn  ^^^^^^  ^  jedes  a  die  Gleichungen  verificiren: 

f,(0,  fl)=ii^^^(a),  f^(a,  a)  =  ii'^_^j(a)  .  .  .  /^(a,  «)  =  ^^^.,(*- 0(«). 

Die  Ausdrücke  rechts  sind  hier  die  Schlussglieder  der  Gleichungen  1),  in  welchem 
a  für  «  gesetzt  ist. 

Dergleichen  Integrale  lassen  sich  sogleich  bilden,  wenn  man  die  allgemeinen 
Integrale  der  Gleichungen  2)  hat.  Man  hat  dann  nämlich  n  Constanten  zur  Ver- 
fügung, die  man  so  bestimmen  kann,  dass  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen 
▼erifidrt  werden.  In  jedem  Falle  aber  werden  die  Gleichungen  1)  yerifidrt  durch 
die  Ausdrücke: 

g*X  ä  X  g%X 


denn  es  ist: 


oder  da  für  jedes  a 


also  anch: 


ist: 


dx 
1 

d» 

oder  da  f^  (x,  a)  ein  Integral  der  Gleichungen  2)>  mithin : 
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18t: 


nX 


f 


Diese    Gleichung   stimmt  in    der  That  der  Gleichungen  2)  die  der  Gleichungen 

mit  der  entsprechenden  des  Systems  1)  1)  finden  lehrt. 

ttberein,  wenn  man:  Mit  Bezug  auf  das  Auffinden  particn- 

^  lärer  Integrale  ist'  es  von   Widitigkeit, 

f  (x  a)  da^x  ™  wissen,  ob  ein  gegebenes  Integral  ein 

<^  '   ^  <  particuläres  oder  ein  singolftres  sei. 

Diese  Betrachtung  wird  jedoch  bei  den 

setzt;  und  da  man  flir  s  alle  Zahlen  von  linearen   Betrachtungen  unnOthig    durch 

0  bis  fi  setzen  kann,  so  verificiren  diese  den  folgenden  Satz. 
Ausdrücke  in  der  That  das  System  1).        Satz  lY.    „Die  linearen  Differenzial- 

Fügt  man  zu  ihnen  die  allgemeinen  In-  gleichungen  haben  überhaupt  keine  sin- 

tegrale  der  Gleichungen  2)  hinzu,  so  hat  gul&ren  Integrale.** 
man    also    deren    allgemeine    Integrale.       Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Form 

Offenbar  dient   dieser  von  Cauchy   her-  der  allgemeinen  Integrale, 
rfthrende   Satz  auch,    die  Variation  der       Die    allgemeinen  Integrale    der   Glei- 

Conskanten   in  anderer  Weise  zu  geben,  chuugen   1)    haben  n&mlich   nach   Glei- 

da  er  aus  den  vollständigen  Integralen  chung  3)  des  Abschnitts  16)  die  Form: 


Die  Grossen  «^d  «,  .  .  .  a  waren  Functionen  von  «,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 5)  des  Abschnitts  5)  bestimmt  sind,  und  jede  eine  Integrationsconstante 
enihalten.     Setzen  wir  daher  statt  a,,  «r,  .  .  ..er    bezflglich  «ti+c,,  a^-\-c^   .  .  . 

a  -f-e  ,  wo  c,,  c^  .  .  .  c    die  Integrationsconstanten  sind,  so  nehmen  die  Aus- 
ff      ft  fi 

dr&cke  folgende  Form  an: 

*,-V.(«)-e,f.(*)-c,A'(«)-  .  .  .  -c^^(" -')(«)=!.,  =0, 

•  •  •  • 

•  •  •  • 


Die   erste  Gleichung  wollen  wir  als  das  wenn  man 
Integral  itter  Ordnung  betrachten.  (Ver-  ^  ^ 

gleidie  Abschnitt  14.)  Da  dasselbe  nur  J~^~^     ^^^^     ^^~^  ' 

Xi  und  X  enthlilt,  so  wird  man  das  ent-  ^^i  ^'i 

sprechende    singnlftre    Integral     finden,  setzt. 
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Die  erste  Gleichong  aber  gibt^|(x)  =  0,  nung  wird  gefunden,  wenn  man  e^  etwa 

führt    also    zu  keinem   singul&ren   Inte-  ans  der  zweiten  in  die  erste  und  dann: 

grale,  da  sich  x  gleich  einer  Constanten  /^  \           /^^  s 

aus    ihr    ergibt;    die    zweite    Gleichung  (j-i|=0,    (r-^j  =  oo 

aber:  ^  *^i''           \ox^/ 

1  =  00,  setzt,  wo  jedoch   C|   die   durch  die  2te 

ist  unmöglich.  Gleichung  ti,=0  bestimmte  Function  von 

Das   singulare  Integral  n— Iter   Ord-   c,  und  x^  ist.    Man  hat  also: 

du,      du^   ££1=0     oder     ^    ^  =  00 
de 2      de,    <Jc,  de,    dx^         * 

d.  h.  -/•/(*)-/'.  (*)  1^=0,  -f,  (X)  1^1 =00 , 

die  2te  Qleichang  aber  gibt: 

In  jedem  Falle  also  würde  man  für  x  sehr  kleine  Grössen  Temachl&ssigen  will, 

lediglich  eine  Constante  erhalten.     Glei-  Man  kann  dann   diese  kleinen  Grössen 

ches  zeigt  sich  in   derselben  Weise  für  in    der   That    zunächst   yemachlftssigen, 

die  Integrale  niederer  Ordnung,  so  dass  und  hierauf  eine  erste  Annäherung  grün- 

bei     allen     singulare    Integrale    ausge-  den.     Von  dieser  ausgehend,    kann  man 

schlössen  sind.  dann    die   Methode    der    Variation    der 

Diesem     Satze     zufolge     kann     jede  Constanten  anwenden,  um  zu  einer  2ten 

Function,    welche    die    Gleichungen    1)  N&herung  zu  gefangen, 
oder  2)  verifldrt,  ab  particul&res  Integral       j.^   j^j   ^j^,    ,    g    ^^^  y,„  ^^  j,, 

betrachtet     und    demgemMs    mit  Hülfe  8to™„g,rechnung    in   der    Astronomie, 

desselben   die  Aufgabe  redncirt  werden.  vemaddUaigt  man  die  Einwirkung  der 

19)    Anwendung  der  Variation  Planeten  auf  einander  als  sehr  kleinge- 

der   Constanten    in   Astronomie  gco  die  Einwirkung  der  Sonne  auf  je- 

und  Physik.  den  derselben ,  so  ist  die  Aufgabe,  die 

In  den  Anwendungen  der  Mathematik  »«^^."8    "^'^'i'TVv  w*!l.  l'lJI?!.-t° 

auf  Physik   und  AstUmie  kommt  oft  j;::,,^^^:;^^^^^^ 

«  iÄV^Srrtirtm^^  Ann^erung  betrachtet  ierden. 

cirter  Form   sind ,  aber  einfach  werden,  Im  Allgemeinen    aber   lassen  sich  die 

wenn   man  gewisse  darin  Torkommende  Gleichungen  auf  die  Gestalt  bringen: 

dx  dxm  ft 

•j— =:f,(x,  x^y  X-i  ,  .  .  x^,    "dx^'*^^*  *ii*a  ••  •  *  )  ••  •  "^"»nV*»**»*«***!!' 

Wir  nehmen  non  an,  jeder  der  Ausdrücke  fn  f^  .  »  *  f  ,  also  f  ,  best&nde  ans 
2  Theilen  G  +«^  ,  wo  e  eine  sehr  kleine  Constante,  also  (H  ebenfalls  sehr  klein 
w&re.    Als  erste  Näherung  können  dann  die  Integrale  der  Gleichungen: 

<to"^"      dx'^*   '  •  ''    dx         n 
genommen  werden.    Mögen  dieselben  die  Gestalt  haben: 

*i=yi  (^»  «u  «2  .  .  •  «^),  *i  =  7e(*»  «I»  ««  •  •  •  '^i,)    •  •  • 

x^=(f'^{x,  «„  a,  .  .  .  a^), 

wo  0|,  o,  .  .  .  rr     die   Integrationscons tauten   sind,  nnd  den  Bedingungen   der 

Aufgabe  gemäss  bestimmt  werden  müssen.  Um  nun  eine  zweite  Näherung  zu  er- 
langen, setzen  wir: 

wo  flür  s  alle  Werthe  Ton  1  bis  n  zu  setzen,  A^,  Ai  ...  iL  zu  bestimmende 
Functionen  von  x  sind. 
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Den  Bedingnnfi^en  der  Aufgabe  gemäss   man  x^^  x^  ,  ,  ,  x     mit  ^|,   7,  .  .  . 

ist  n&mlich  der  Zawadis  von  «.,  «,  ...  ._^.  .     v.      tv        •  ^  -j     xi    v 

TT   „  ,  .  u      i.«!,!^:«    Ii-^„^«    7-  vertauscht.    Dann  ist  identisch: 

tt    mit  tu    zugleich  sehr  klein,  also  von    '  11 

gleicher  Ordnung  als  r.    Wir  wollen  nun  «y^* 

mit  y   •  stets  den  Werth  von  y^(af,   «,,  -^ —  =  G'^*, 

«,  .  .  .  «^    >nit   y,   den    Werth    von   ^^^   ^^^^  ^.^   q^^^^^^  ^^^    ^  ^^^ 

y.^(ar,  Cj+f^i,  ^i+*>»  •  •  •  ^^n+'V'   seien,  also  wenn  man  für  dieselben  be- 
bozeichnen.     Ebenso    sollen    G  ^j   H^    zfiglich    a^  +  tX^    ...    setzt,    ebenfalli 

'  identisch ; 

die  Werthe  von  Cr. ,  H.  sein,  wenn  man 

darin  4f.,  «-   . . .  x^  bezüglich  mity. .•,  ^ ^ 

'•*••■  'li*  »ert^ischt,  dagegen  sollen  *         ' 

die  Beieichnnngen  C.,  /T.  bleiben,  wenn  '^y^^^!!  %t\?  ■  '  '  '  I°te8«le  der  ge- 
®         «'I  gebenen  Uleichungen  sein  sollen,  so  ist. 


s  «      Od?       ax        ^—j^  Ott     dx 


und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  s  vernachlftssigt : 


dy.^       1  =  «  dy.   0  dk 


also  wegen  des  Werthes  von  G  i 

tzznd,f   •  dk, 

1-1     da     dx 

Diese  Gleichung,  ein  Symbol  für  n  an-  gesetzt  hat,  kann  man  durch  Wiederho- 

dere,  die  daraus   entstehen,  wenn  man  lung   dieses   Verfahrens  noch  zu   einem 

-    rt                   ^  *     .u^  ''^i    ^'^i  höheren     Grade    der    Annftherung    ge- 

1  =  1,  2  .  .  .  n  setzt,  gibt  ^,  -j>l .  .  .  j^^^^^                                                ^    ^ 

n    ,   «       .                          ,  ,      ^  20)   Methoden  zur  gleichzeiti- 

—  als  Functionen  von  x  und  den  Con-  gen  Integration  der  simultanen 

stanten  «;  die  Grössen  Jl  lassen  sich  also  linearen  Di  fferenzialgleichun- 

dureh  Quadratur  bestimmen.  gen. 

Diese  Methode,  ebenfalls  von  Lagrange  ^''^^^  ^^^^"^  ^^?  "  simultanen  Diffe- 

herrtthrend,  ist  ftr  den  Fall  der  mecht  renzialgleichungen  kann,  wie  wir  gesehen 

nischen    Gleichungen     noch     namhafker  ^"^^S^  ^^^'^l"*^  ^^^^i??"^  «^^^ 

Vereinfachung    flhig,     die  jedoch  hier  f±^  y*"?*^**«!  «urückgeÄhrt  werden. 

noch  nicht  dargestellt  werdei  kann.  i"^^^  '^^  ^>^"  T  'iJ.T'''  ^^  bequemste 

'^  Verfahren   zur  Ausfahrung  der  Integra- 

Naeh  der  Berechnung  der  Werthe  von  tion.    Für  die  linearen  Differenzialglei- 

Xii  kt  •  •  *  ^,1»  v^d  nachdem  man  diese  chnngen    empfiehlt  sich  namentlich  da« 

in  die  Werthe  von  x,,  x^  .  ,  ,  x     ein-  ^J^l^^l^'''     ^'^^^^  '^^^^  ^'«  gegebenen 

'      *             n  Gleichungen: 


1) 


dx, 

dx  '     '        ■    '  n  n       11+ 1 

dx  *         »      a  •  H     n         «4- 1 


• 


■ 


Wir  multipliciren  sümmtliche  Gleichungen  bezüglich  mit  den  Factoren: 
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und  addiren  die  Prodacte ;  es  ergibt  sich  dann  Ifir  die  linke  Seite  der  entatehen- 
den  Gleichnng: 

^'  dx^^*  dx^    '   '  '    ^  n-i      dx       ,  dx' 
oder  wenn  man  setst: 

du_      dX^_      dX^_  _  ^^ti~l 

lir       '    rf«        *    da?  n— 1      dx 

Für  die  rechte  Seite  aber  ergibt  sich  folgender  Ansdmck,  wenn  man  statt  x    die 
Grösse  w  einführt: 


+^'  ^-1  ^«+^'  ^»-1 V+  •  •  •  *^»-l'  ^  (—  ')-i     ,  A  (—1)) 

Zar   Bestimmung  der  GrOssen   A,,  A,    .  .  .  1      ^  kann   man  nun  die   mit 
9,,  x^  . .  ,  X  mnltiplicirten  Ansdrücke  einzeln  den  mit«!,«,  ...x      ^   mnl- 

tiplicirten  Ausdrücken  — -r-^i  — j-*  ... t —  auf  der  linken   Seite    gleich 

dx         dx  dx 

setaen;  es  ergibt  sich  dann  sur  Bestimmung  der  l  ein  System  vonn^l  Gleichungen, 

die  aber  nicht  linear  sind. 


fi 


•  •  • 

•  •  • 

•  •  « 
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Gelingt  es,  diese  Oleiehangen  aufxalOsen,  so  hat  man  nur  noch  sa  integriren  die 
Gleichung: 

8)      |+«a.^„+A. a;+  . . .  +A^_iV" ' '^->*.^"-'^) 

Diese  Gleichung  ist  eine   lineare  mit  2     a  ,  a  ,  j  ("— 0 

Variablen  u  und  x,  sie  kann  daher  im-   -*>•••«••'    -*»  •    •    • 

r.  *DiSf  Vr.^"^Ä*  -.0   ^«<-'^    *-'«<*    Con-tanten.    die 
den   schon   in    dem    Vorigen  gegebenen   p_ji_>^„  a  At  a        (n —  1) 

Satz ,  dass  ein  System  linearer  Differen-   "'^"^*'^°  ^»4.  i'  ^  n+ 1  '    *  ^»+  l 
xialgleichnngen  sich  immer. auf  eins,  wel-    aber  beliebige   Functionen    von   x  sind, 
ches  eine  Variable  weniger  enthält,   re-   Jedoch  kann  man   der  Entwickelung   in 
duciren  lasse,  welches  jedoch  nicht  mehr   diesem  Falle   durch   eine  leichte  Modi- 
linear ist.  fication    eine   mehr  symmetrische  Form 

srebcn 
Indess    ist   es    im  Allgemeinen   nicht   ^  «nn-. '    _  i^«  i>  •  «    i*  1.    j-     01  • 

thunlich,  die  Gleichungen  2)   «f  Qua-  .Z'^^ifÄ^^  ™^1     /"  ^V 

-,         ,.  _.    ... .  ;_.    Aii„.„.:_„   WO  wir  um   unter  diesen  GrOuen  will- 

E.  gelingt  dies    nur  im  Allgemeinen  ^^^j.^^  ConsUnten  denken,  und  .ddiren 
in    dem  Falle,    wo  il| ,   ^,    .    .   .    A  ,    ..    _     -  » 


fi'   die  Producte,  indem  wir  setzen: 


^1*1 +^3*»+  •  •  •  +^n*n~"* 


Es  ergibt  sich  dann: 

f» 


Zur  Bestimmung   der  Constanten  l^^  X^  .  •  ,  l     nehmen  wir  nun   folgende 
Gleiehniigen  an: 


•  •  • 

wo  m  eine  neue  Constante  ist.    EUminirt  man  ans  diesen  Gleichungen  sämmt- 
liehe  A,  oder  yielmehr  die  Verhältnisse  -p   •  •  •   t-  (man  kann   nämlich  eins  der 
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l,  z.  B.  i,  =1  Mteen),   die  «Uein  in  Betracht  kommen,  (o  hat  man  den  Werth 
Ton  m,  dessen  Determinantenform  sein  wird : 


8) 


0= 


^n'  ^»''  ^» 


(2) 


V— >- 


Dic§    ist  offenbar  eine  Gleichung  «ten  Grades,  ans  der  sich  n  Wcrüi«  ^^J"^'" 
geben,  die  wir  mit  m^  m,  ...  m^  bezeichnen  wollen.    Zn  jedem  dieser  Wcrtiie 

geben  die  Gleichungen  2)  ein  eindeotiges  System  der  Aasdrücke  ~,  T**    '    *   '    ' 

— ,  so  dass   man  ii   solcher  Systeme   erhftlt.    Mit  Benntsnng  der  Gleichungen  2) 
und  der  Definidonsgleichung  for  u : 

nimmt  aber  die  Gleichung  für  —.folgende  Gestalt  an: 


4) 


— =mM-f  F, 


wo   V  eine  Function  von  x  ist,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung : 

Die  lineare  Gleichung  4)  ist  leicht  zu  integriren.    Wäre  darin  V=  0,  so  hätte  man 

du  ...  II  1*^ 

—  =.mdx    also    Igu^mx+lga,  uzzae     , 
tf 

und  diese  Auflösung  entspricht  dem  Ealle,   und: 

wo   die   letzten   GUeder   A^^^y  A'^^^  y=  c"'*rF6'""*'^iir, 

^        (»-0  alle  gleich  NuU   sind.  v      •       t  .        ^  *    *^ 

*  *  '  ^fi—  I  "^ «  6  wo   «f    noch    eme  Integrationsconetante 

Mit  diesem  Falle  könnte  man  sich  be-  enüi&lt. 

gnügen,   da  auf  ihn  die  Integration  der  Setzt  «an  für  m  d,e  enteprecbenden 

cSeichuigen  1)  sich  ja  immer  durch  die  -  Berthe:   m,,  m.  .  .  .  m^,  bo  ergeben 

Variation   der   Constanten   zurückführen  sich  demgemäss    auch   n  Werthe  von  «, 

Iftsst.    Kimmt   man  aber  das  allgemeine  die   wir   mit  ti,,  «,  .  .  .  w     beseichnen 

'^Äc.trMeST^.^ii^e'V::,-.^;  -nen.  Zn  jedem  Wenhe  ron^  aber 
»  beti«^ten.  Setat  man  den  Werth  f*«"  "<*,  ^ZS^'^T  7»"^^«^«.° 
Ton  «  nnter  dieser  Voranssetaung  in  die   i.'  ^*  ■  •  •  V   •*'*    "<*    *"  "*•»  ®«- 

chungen  2)  ergeben,  und  die  wir  dadurdi 
Ton  einander  unterscheiden,  dass  wir  die 


Gleichung  4)  ein,  so  kommt: 


äx 


zu  m^  gehörigen  mit  Jl,W  i,W 


d.  h.: 


Ks"'**^*. 


«erfüllt  also  in  n  andere  von  der  Form : 


W 

Die  Gleichung: 


1  ^''  beseichnen. 
n 


•  •  +*n*«=" 
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ans  denen  sich  ergibt: 

6)  «i=^i«i+^«^a+  .  .  i  +/*^V 


(n — i)       ,       (n — i)       ,  .       (n— 1) 

wo   die  mit  f*   bezeichneten  Grössen  durch  Elimination  von  allen  x  bis  auf  eins 
ans  den  Gleichungen  5)  sich  ergeben  nnd  Constanten  sind. 
Es  ist  ferner: 


U%    *   /»  —Hl     * 


die  Ausdrücke  in    6)    enthalten  also  n  willkürliche  Gonstanten.     Im  Falle,   dass 
in  den  Gleichungen  1)  die  Schlussglieder  fehlen,  ist  sn  setsen : 

m  X 

wo  die  Grössen  «d  a^i  .  .  .  «    willkürliche  Constanten  sind. 

SelbstYorstftndlich    können   die    Wurzeln   der  Gleichung   3)   zum  Theil  oder 
sämmtlich  imaginftr  sein. 

Mögen   etwa   m      und  tu.    zwei  conjugirte  imaginäre  Wurzeln  sein,  der  Art, 
dass  man  hat: 

so  wird  man  demgemass  auch  haben: 

wo  i    und  e    Constanten  sind.    Es  wird  dann  in  jeder  Gleichung  für  eins  der  x 

X    ein  Theil  vorkommen: 

r 

=  eP*(cos  yx+tsin  qx)(b^  +  c^i)  Tv^^P'  {coBqx^iBmqx)dx 
+«''*(oos 9«— isin^xX*^  — <?^*)  / Fe""'* (cos qx+%Bmqx)dx 

=2e^*(h  cotqx'-e  sin qx)  fVt''^' eoBqxdx 
+2«''*  (Ä-,«n  qx-^c  co§  qx)  1  Ve^^'^Binqx  4x. 
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\ 

In   dem  Falle,  wo  die  Schlnssglieder  wo  die  Oleichang  3)   zwei  oder  mehrere 
fehlen,  werden  die  Integrale  gleiche  Wurzeln  hat.     Sind   nämlich  m 

/_o«.  /*,,  — «x  .         ,     nnd  m.  dergleichen,  so  wflrden  die  ent- 

Vt    ^  cos  qxdx  und  1  Ve    '^  sinqxdx  • 

J  sprechenden  Werthe    u    und  u.    gleich 

durch  die  Integrationsconstanten,  welche  werden,  und  in  den  Gleichungen  6)  sich 
mithin  beliehig  sind,  ersetzt.  Eine  Schwie-  die  entsprechenden  Glieder  in  eins  zu- 
rigkeit  aber  macht  in  der  That  der  Fall,   sammenziehn,   das  entsprechende  Glied: 

also  auch  nur  eine  willkürliche  Constante   ^  .  ,  fs)    >   (s)  ^  (s)    i    t? 

enthalten.     Die   Gleichungen   6)    geben   Grössen  X,^ ',  l^^  '  .  . .  k^"^ '  als  Func- 

also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  voll-  Uonen    von  m     zu  betrachten  sein,  die* 
ständigen    Integrale,    da    sie   nur  n— 1  f.        ,v  ,. 

Constanten  enthalten.    Indess  kann  man  dadurch  in  X|^  s  l^^  ^  ...  X  ^  ^     über- 

diesen  Fall  aus   dem  allgemeinen  in  der  ^,  ,  •.      •  j    j       o    *        o\ 

gewöhnlichen   Art   aWeifen,    d.i..    n..n  8«'"'"  ""^  ''»°"'  '7f   ^.  ^y.eem  2), 

die  Wurzeln  m    und  m,  xunäch.t  nicht  wenn  man  darin  Jl,     ,  It'    .    •  •    fltr 

gleich,    sondern   sich  einander   nfthemd  ^"  ^t    ■  ■  •  «treibt,  nach  m^  zn  diJfe- 

denkt,  so  dass  der  Unterschied  vcrschwin-  renziiren  sein,  um  das  m.  entsprechende 

dend    klein   wird.     Erhält  demnach  m     o    ^  _  u 

f   System  zu  geben. 

einen  Zuwachs,  durch  welchen  es  in  m         «^       h  t  al 
übergeht,    so   werden    die    zugehörigen 

2a)        A,  ^J^+Ä/'4^+  .  .  .  +^.(-' )^^=«^$/!.Va.W, 
dm  dm  dm  *  dm 

SS  SS 

^    äX^'\^  ,dX,('\  ^  («-./^«^'^^^   rfA.W        (.) 

am  am  am  *  am 

SS  SS 


•  •  • 

•  •  • 


^  dm  ^  dm  "  dm^  'dm  * 

SS  SS 

Statt  der  aus  den  Gleichungen  2)  aasfallenden  xS^\   z/^^  •  •  •  xj*^  erhält  man 
mittels  dieser  Gleichungen  ebensoviel  neue  Constanten: 

dm         dm  dm 

s  s  s 

welche  sich  als  lineare  Functionen  von  ij^*',  A,^'^    .  .  .  X^'^  ergeben. 

^uch  die  Gleichung  iUr  u  in  den  Gleichungen  5)  mnss  nach  m  differensiirt 
werden,  wenn  man  von  u  zu  seinem  Nachbarwerthe  u  übergeht.  Diese  Glei- 
chung aber  wird: 

5a)  ^.,+^Jj^,  +  ...  +:!^^  =J^. 

rfm        ^      dm        *  *  *       rfm.       *•     dm^ 

SS  SS 

Diese  Gleichung  aber  ersetzt  die  ausfallende  Gleichung  5)  und  zeigt,  wemi  man 
sie  mit  den  Gleichungen  5)  verbindet,  dass  statt  des  Gliedes  f*^^^  ^Q  clen  Inte- 
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gralen  6)  der  Ansdrack  /i^^**-'  — —  erscheint.    Die  GrOssen  fi  aber  ergeben  Bich, 

5 

wenn  man  nach  and  nach  alle  jr,  bis  aof  je  eins  ans  den  Gleichungen  5)  elhnioirt 
in  Verbindung  mit  5  a),  so  dass  dieselben  volistAndig  bestimmt  sind.  Wegen  des 
Werthes  ron  u    aber  ist: 

du  »,«/  r    ""**,*      \        *•.*/  r       — «.«  j-  \ 


dm 


da 
wo  nnter  a  die  Integrationsconstante  sn  verstehen  ist.   --; — ==  a  ist  dann  als  eine 

dm 

s 

neue  Constante  va  betrachten. 

Für  den  Fall,  wo   F=0  ist^  also  wenn  die  Schlnssglieder  gleich  Null  sind» 
wird  dieser  Ausdruck: 

I»«       m  X 
ax  e        +  e        a, 

so  dass  eine  der  in  den  Integralen  yorkommenden  Exponentialgrössen  mit  x  mnl- 
tiplidrt  ist. 

Würden  8  Wnneln   gleich  m^,   m^,  m^,  so   ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 

dieselben  alle  3  in  einander  Übergehen  lassen  kann. 

Man  muss  dann  die  Gleichung  2  a)  nochmals  nach  m     differenaüren,  und  er- 

dnS'^  dnS'^ 

hUt  die  Constanten  ,  \  ^  -^ — 5-  ans  dem  System,  welches  so  aus  2  a)  ent- 
steht,  ebenfalls  in  linearer  Form;  sn  5a)  kommt  dann  die  Gleichung: 

*\ 

und  in   den  Integralen  tritt  ein  mit  -^ — -  multiplicirtes  Glied  hinan,  welches  sich 

m  X 
im  Falle,  dass  die  Schlnssglieder  Kuli  sind,  auf  e      {ax^-\-2ax-\-p)  redudrt,  wo  ß 
eine  neue  Constante  ist. 

Allgemein  für  p  gleidie  Wurzeln,  hat  man  die  entsprechenden  Gleichungen 
2)  und  5)  p— 1  mal   zu  differenziiren,  so  dass  in  den  Integralen  noch  die  Aus- 

du        d^u            d^^^u 
drücke:  — i, ••• hiniutreten.      Wir    erltatem  diese  Methode 

**,      ^*s'  dm/-* 

dvrch  dn  Beispiel. 

Seien  gegeben  die  Gleichungen: 

so  wird  in  der  Gleichung  4)  «f=:0  zu  setzen  sein,  und  sich  ergeben: 

und  man  hat  zu  setzen  in  die  Gleichungen  1)  dieses  Abschnittes:  — il  für  ii^, 
— ü  i^  il,,  ^A^  für  il/,  ^B^  für  il/.  —  Es  gestalten  sich  also  die  Glei- 
chungen 2): 

Jl.il+Jl,B=-jiiA„        Aiili+X,  Ä,  =  -mA„ 
d.  h.: 

X,  (il+m)=  -Z,  Ä,        X,  (Ä,+m)=-Aiil., 

oder  durch  Elimination  von  X^  und  X^ : 
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eine  quadratische   QUichang,  deren  Wurzeln  fft^    und   m     sein   mögen,   so   dass 
man  hat: 

Die  Gleichungen  5)  aber  werden: 

aus  welchen  sich  ergibt: 

A|      A|  A|  M^  *|      Aj  A|  Aj 

Diese  Gleiefaungen  werden  einfacher,  wenn  man,  wie  es  im  Allgemeinen  erlaubt 
ist,  A„  also  auch  1/  und  A/  ^=1  setzt. 

Setzen  wir  dann  l^''\  X^^^  statt  i/^^,    i/'^,  so  ergibt  sich: 


2|  — .  ■ «  x#  — 


nnd  zur  Bestimmung  der  Jl: 


ausserdem : 


tt,=a.e    '    ,       «f.=:a.0    « 


'1  — "i  ^        >       "1  —  «»i »        } 
wo  a,)  n,  die  Integrationsconstanten  sind. 
Habe  jetzt  die  Gleichung  iUr  m,  d.  h. : 

zwei  gleiche  Wurzeln,  ein  Fall,  welcher  eintritt,  wenn  man  hat : 

(^A^B,)*+i(Ä,B-'B,A)=0, 
d.  h.: 

A»-hB,*^2A  Ä,+4^i  BaO. 

Statt  der  Gleichung  ii+m,r=-jl('^)ir,   welche  ansfUlt,   ist  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  A-^m^:z--X'B  nach  m^  zu  differeaziiren,  so  dass  man  hat: 

Ferner  hat  man:  ^.      ,    \  mx 

und    indem  man  diese   Gleichung  nach  ^*  ^^^  ^^^^  do>^  Werth ^—^  so  dass 

m.  diiferenziirt:  ^^^  ^^^^^  ^^^^^  ^^„. 

*•  am  -dm,'  x,=  e"'*[a+^"l?(4W+a)]. 

d.  h.:  ^ 

4^^  21)    Andere  Methode  zur  Inte- 

^Ä=— Ä-j—i  gration  der  simultanenlinearen 


dm/ 


Differenzialgleichungen,    wenn 


«  ^    .  1/  p  *^^i  die  Coefficienten  constant  sind. 

^  Es  ist  oft  bequemer,  dass  man,  statt 

oder,  wennmanfür«.,,  ^ u.Jl'einBetzt :  ^  ^«  •^'^.  «Wj>«»<^^  lOJgenieinen Glei- 

'                           ^'  ilm^  chungen    einzusetzen,    i&r    den   gerade 

,^                               ,-^  Torliegenden  Fall  das  Verfahren  einlach 

« ,  =  a  «     —  (ii+m)  (ax+  a)  e     ,  ron  Anfang  beginnt. 


25T 

Data  en^tfiofalt  sich  aber  eine  einigermaMeii  abweidtende  Betraehtnngeweiie, 
welche  vir  hier  noch  geben  wollen  nnter  der  Yonuissetsang,  dast  es  aich  am 
Qleicfanngen  ohne  SchlaBsglieder  handle,  indem  man  im  entgegengese taten  Falle 
die  Variation  der  Constanten  anwenden  kann. 

Seien  demnach  die  vorliegenden  Gleichungen: 


1) 


dx^ 


dx 


=il4«,+il,  «,+ 


=  il/jr,+V««+ 


+i4  X  , 
n  n 


dx 

1 

dx 


i:?=A.("-')x.+^.<— •>*.+ 


•  • 


■k-A 


("- ') 


X   • 

n 


Ks  handle  sich  zunächst   nur  nm  ein  8/stem  particnUrer  Integrale.    Sachen  wir 
daher  die  Gleichungen  1)  au  yerificiren  durch  folgende  Ausdrücke: 


2) 


--  J**    ^  _^  jnx  ^  _^    mx 

— '•  -        d;*=a«e       •  •  •   x^^me     , 


Xi^a^e 


wo  m,  «1,  a,  •  •  •  a    SU  bestimmende  Constanten  sein  sollen.    Setst  man  diese 
Ansdrficke  wirklich  in  die  Gleichungen  1)  ein,  -so  erh&lt  man : 


V 


Offenbar  geben  diese  Gleichungen  Werthe  für  n— 1  der  Constanten  ii|,  a^  •  •  • 
a    und  aosserdem  noch  fAr  m.    Es  können  also  die  Gleichungen  1)  yerificirt  wer- 

den,  indem  man  etwa  eine  der  Constanten  a^  gleich  der  Einheit  setst.  Eliminirt 
man  alle  a,  so  ergibt  sich  rar  Bestimmung  von  m  dieselbe  Gleichung  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt,  nAmlidi: 


4) 


0= 


^.'. 


A^'-m 


Ä    ' 

n 


^.(—'),^,("-o...x  (»-')_« 


Die  Identit&t  derselben  mit  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Abschnittes,  so  wie 
auch  der  Gleichungen  2)  desselben  mit  den  Gleichungen  3)  dieses  Abschnittes 
ist  leicht  zn  zeigen.  —  Da  die  Gleichung  4)  «ten  Grades  ist,  so  geben  die  Glei« 
drangen  3)  zu  jedem  der  m,  also  m|,  m,  •  •  •  m^  ein  entsprechendes  System  der 

a;  wir  bezeichnen  diese  Systeme  bezüglich  mit: 


«/i  «/  •  • 


(2)    nP)  .  .  .  «  CO 


-  (»)        (n)  (n) 


18' 


858 

und  so  ergeben  sich,   wenn  man  diese  Werthe  nach  einender  in  die  Qleielmngen 
2)  einsetity  n  Systeme  particnl&rer  Integnüe  : 

(i)  ffi.j:    _  (2)  m^x  (i)  m^x 


Ans   diesen    particol&ren  Integralen  aber  gewinnt  man  nach  den  oben  gegebenen 
Regeln  das  allgemeine,  wenn  man  setzt: 


m  X 


«=«,«'«"••*+«,«(»)«■••*+  .  .  .  +«,«,^")e"'"* 


wo  die  GrOsaen  a„  «,  .  .  .  et    beliebige  Comtanten  sind. 

22)     Lineare   Differenzialgleichnng  nter  Ordnung  mit  2  Va- 
riablen. 

Die  lineare  Differenzialgleichnng  nter  Ordnung  mit  2  Variablen  hat  die  Form : 


J^x.  dx,  d^x,  ^ 


-i 


«. 


jj^«  *    *        *  dir         •  <i«*  '     fi  ^^«—1        **+* 

wo   die  Grössen  A.^  A^  •  •  •  A.'A^..  Functionen  Ton  *  sind.    Auch  hier  un- 

n  ■    fl"t"  * 

terscheidet  man  die  beiden  F&lle,  ob  das  Scblussglied  A    ,  .  gleich  Null  ist  oder 

nicht.    In  jedem  Falle  aber  kann  man  die  Gleichung  1)   durch  das  System  er- 
setzen : 

Q\  dx,.  dx^  n—i 

dx'       ^'      dx         *  dx        V 


dx 
Ix 


H—  1     Ä—  I  II     It  »"T"! 


also  durch  ein  Sjstem  von  n  Gleichungen  erster  Ordnung,  auf  welches  sich  die  in 
den  vorigen  Abschnitten  gegebenen  Theorien  ohne  Weiteres  anwenden  lassen. 
Setzen  wir   A       ^=zQ,   so   ist  dies  nur   auf  die  leUte  Gleichung  des  Systems  2) 

von  Einfluss,  welches  die  Gestalt  annimmt: 

*•*  fi-^i   II— I        fi   fi 

Der  Multiplicator  des  Systems  2)  oder  8)  hat  nach  Abschnitt  16)  die  Form : 
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da  aUe  übrigen  Glieder  der  Samme  im  Exponenten  Null  werden. 
Hat  man  ein  particnlftres  Integral  der  Gleichnngen  2)  oder  3) : 

^i  =  /*(*), 
00  ist  anch  offenbar: 

*»-"Sr'     ''•""Ar»      •  •  •  *n-     ^«-1  ' 

und  diese  Ausdrücke  bilden  ein  System  zusammengehöriger  particnlftrer  Integrale. 
Habe  man  jetzt  n  particnläre  Integrale  für  die  Gleichungen  3) ,  oder  was 
dasselbe  ist,  f&r  die  Gleichung: 

x,=/^(,),  *,=rw,  *i=^^'\*)  •  •  •  x»=^(»-0(,), 

go  ist  nach  Abschnitt  15)  das  allgemeine  Integral: 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  su  finden  aber  muss  man  ctm  «,  •  •  • 
IV    als  Functionen  von  x  betrachten,  und  die  Variation  der  Constanten  anwenden, 

welche  in  den  Gleichnngen  4)   des  Abschnittes  16)  enthalten  ist.    Es  wird  näm- 
lich, wenn  man  dort  setzt: 


bezüglich  für 


für 


dx  ^        dx  dx 


fttr 


B) 


li«     rfa»  dx      dx  '  dx  dx 


/"-^  fix)  da,     ,<*-V(«)rf.  «<*"'/*" '^(«)'^«»-rt 


d*-V(»)A..  .d*-'r(«)«to,.       ,rf»-7('«-')(,)*',_^ 

ein  System,  welches  alle  a  durch  Quadraturen  gibt. 

Eben  so  einfach  übertr&gt  sich  das  in  Bezug  auf  die  Reduction  der  linearen 
Differenzialgleichnng  Gesagte  in  dem  Falle,  dass  man  weniger  als  n  particnl&re  In- 
tegrale der  Gleichung  4)  kennt,  auf  diesen  Fall. 

Ist  n&mlich 

ein  gegebenes  Integral   der  Gleichung  4),  so  kann  man  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1)  gleich  uf(x)  setzen,  und  hat  dann  offenbar : 

dx*  <te»   ^    <fa    <te   '^'^''dai* 


wo  die  Grössen  «|,  n,,  fi,  •  •  •  die  Binomialcoefflcienten  vorstellen. 

Setst  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  berftcksiditigt  dass: 

vermöge  der  Definition  von  f(x)  ist,    so  ergibt  sich  daraus  eine  Gleichung  von 
der  Gestalt: 

wo  «1,  a,  •  •  •  a    Functionen  von  x  sind;  setat  man  also  wieder: 

so  hat  man  die  Gleichung  n— Iter  Ordnung: 

j^n-l       •         «dar  ^  *->^*-2      f» 

zu  integriren,  wonach  dann: 

u=.fvdx 
sidi  durch  Quadratur  ergibt. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  4)  zur  Integration  vorliegt,  also 
A^,^=0  ist,  dann  auch  a  =0  wird.  Sei  Uif(x)  also  das  allgemeine  In- 
tegral der  Grleichung  4),  und 

so  hat  man: 

^—1        '    '       •  <te  n-i  ^n-% 


«I=\r/JN»      »l 
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Die  Schlttsse  f&r  den  Fall,  wo  mehr  als  ein  particnl&res  Integral  der  Glei- 
chung 4)  gegeben  ist,  sind  nun  wie  in  Abschnitt  16)  zn  machen.  Ist  ('(jx)  ein 
awBiteSt  so  mnss  also  f{x)^u^f{x)  gesetzt  werden  kOnnen,  da  u^f{:ß)  das  allge- 
meine Integral  ist.    Es  ergibt  sich: 

fW     '"""AT"- 

Man  hat  also  ein  particul&res  Integral  der  Gleiehang  7)»  durch  welches  die  Glei- 
chung 6)  um  eine  Ordnung  reducirt  wird  n«  s.  w. 

Die  S&tse  des  Abschnitts  17)  lassen  sich  unmittelbar  auf  nnsern  Fall  anwen- 
den.   Wir  specialisiren  daher  nur  den  Satz  III),  welcher  jetzt  lautet,  da 

zu  selten  ist: 

„Ist  x^zif{xy  a)  ein  particulires  Integral  der  Gleichung  4),  wo  a  eine  will- 
kllrliehe  Constante  ist,  und  man  fftr  jedes  a  hat : 

für  den  Fall,  wo  x  =  a  ist,  so  ist: 

J    0 

vermehrt  um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4),  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1)." 

Diese  Methode ,  welche ,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  immer  die  Variation 
der  Constanten  ersetzt,  ist  oft  bequemer  in  der  Anwendung  als  die  letitere. 

Was  endlich  die  linearen  Differenzialgleichungen  mit  constanten  Coeffidenten 
ilp  i4,  '  '  •  A  anbetrifft,  so  werden  hier  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gege- 
benen Betrachtungen  sehr  einfach.  —  Seien  in  der  Gleichung  4)  in  der  That  di« 

Coeffidenten  constant,  so  setzt  man  x^=:e^',  und  durch  EinseUen  in  Gleidiung 
4)  erhalt  man: 

Die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  ftip  m,  •••»•„  g«l*«n  ^^^^  »<>  viele  particultoe 

Integrale,  und  man  hat  als  allgemeines  Integral: 

m  X 

wo  «„«,•••«  willkirliche  Constanten  sind.  Seien  m^,  m^  coiyugirte  ima- 
giaftre  Wurzeln,  so  seut  man : 

«^=J(A+H),       «,=:4(A-Äi), 

und  erh&lt: 

m  X  m  X      ax 

a  e  *    +«je   '   sie   <AcoB6jf+*sinto), 

wo  k  und  k  willkürliche  Constanten  sind.    Werden  2  oder  mehrere  Wurzeln  m^, 

gleich,  so  denkt  man  sich  dieselben  zunÄchst  unendlidi  wenig  von 


^,/,  ^gff  •  •  • 


MX 


einander  verschieden.    I«t  nun  «^e*     das  m^   entsprechende  particuUre  Integral, 


gg2 

ms  m  X 

rf(«^€    '   )    <«*(«,•'  ) 

80  müBsen  auch »  ——3 •  •  •  die  Gleichung  erfttUen,  Aiudrficke, 

dm  dm 

für  welche  man  erh&lt : 

m  X  m  X 

'  ß^e        +xa^e      , 

m^x  m^x  m^x 


da                d*tt 
Die  Ausdrücke   /?,=   .  *,  y.  = ^  sind  als  willkürliche   Constanten  Ai  be* 


dm        *      dm 


trachten,  und  diese  Werthe  in  «,  statt  der  ausfallenden  a  ,  e        ,  ft  f,e  •  •  • 

einzusetBcn.     Wie  leicht  zu  sehen,   hat  dann  das  Integral,  wenn  t  +  1  Wurzeln 
gleich  sind,  die  Form: 

^ffi.x  I        m^x  ,  ,  II — i    /-  ,  .91  '\ 

x^^zza^e    '  +«,c    «   +  .  .  .   +«       -  e  (l+aj  a?+a4ar'+  •  •  •  a.jc  ). 

Dieser  Ausdruck  hat  in  der  That  n  willkürliche  Constanten. 

Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  einige  Beispiele  für  die  Integration  linearer 
DifTerensialgleichungen  hinzu. 

I)  Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichung: 

wo  a|,  «t  *  *  *   <>    Gonetanten,   ^(«)  aber  eine  beliebige  Function  tou  x  ist.  — 
Setzt  man  /*(x)  zunächst  gleich  Null,  so  hat  man  als  vollstftndiges  Integral : 

9)  Xi=iaie    *^  '+«,6    «^  /+  .  .  .  +<r^e  , 

wo  statt  der  willkürlichen  Constanten  gesetst  ist: 

m  e 

wie  dies  ja  bei  willkürlichen  e  immer   geschehen  kann.    fii|^  m,  •  •  •  m^  sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Um  die  Auflösung  der  Gleichung  zu  finden,  wenn  f(x)  beliebig  lit,  haben  wir 
gem&ss  dem  Satze  3)  des  Abschnittes  17)  zu  setzen : 

wenn  x^e  ist,  und  dies  führt  zu  den  n  Gleichungen: 

10)  «i+flf,  •  •  +«  =0, 

«i"»i+«i«i  •  •  -»-«^«1^=0, 

ajHii'+a,!»,*  •  •  +a   m  '=0 
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II— •    1        ,  11—    1         I  fl—    1  M,      \ 

«ji»,         +ff,tii,         -f.  .  .  .  +a^m^         =/^(c)- 

Auflösungen  dieser  Gleichungen  lassen  sich  leicht  unter  allgemeiner  Eorm  fin« 
den.    Setzen  wir  nlunlich: 

80  sind  m^,  fiij  •  •  •  m    die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Wollen  wir  nun  z.  B.    cr^  besUnimen,   so  multipliciren  wir  die  Gleichungen 

10)  bezüglich  mit 

*^  *i  •  •  •  *n— j»  1 

und  addiren  sie,  indem  wir  zur  Bestimmung  der  h  setzen : 

11)  *+tim,+*,m,»+»,m,»+  .  .  •   +it^_2m,'"""^+ m,"~'=0, 


und  erhalten: 

12)        a4(*+*im,+t,mj»+*,m4«+   •  .  .   ^^^..n^^^^-V  m^^^)-f{s). 

Setzt  man  also: 

so  lehren  die  Gleichungen  11),  dass  m»,  mg  •  •  •  m     die   n—l  Wurzeln  der 

Gleichung: 

y'(x)=0 

sind;. man  hat  demnach: 

y  (»)=(»-»,)  (Jf-»t)  •  •  •  (a?~m  )=      ^J  . 

Fftr  xzzm^  wird  dieser  Ausdruck  =f ;  man  erhält  aber,   wenn   man  Z&hler  und 
Kenner  differenziirt: 

wo 

z«  setMn  ist 

Di«  Oleichnng  12)  gibt  dann : 

und  ea  ist  ersichtlich,  dass  man  durchwein  gleiches  Verfahren  erhalt: 
Man  hat  also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  9)  setzt: 
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Bezeichnen   wir   diesen  Ausdruck  mit  j|f(c),  so    ist   das   allgemeine  Integral    der 
Qleiehung  8): 

Xj  =  /      /(c)rfc+v(«), 

wo  i/f(x)  das  in  9)  gegebene  Integral  ist;  also: 

15)  *,=  e-*»^a,+jA^^y^  .-«»»7(c)rfc), 


0 


+  ''"*'<«'+4ö/o  •""••"^('>'"') 


II)  Nehmen  wir  femer  als  Beispiel  einer  Gleichung,  deren  Coef&oienten  nicht 
constant  sind,  die  folgende: 

^n       {ax  +  6)       j^n- 1  "*"  (fl«'+6)«    ^»-2"^ 

+ — *  + .*i=0; 

(a«+ *)••"**    ''^        («*+0 

«1,  it,  •  •  •  a  ,  a  und  6  sind  Constanten. 

Man  findet  ein  partielles  Integral,  wenn  man  setzt : 

denn  wenn  man  dies  einsetzt,  ergibt  sich: 

p(p-l)  •  •  •  (p-«+l)«V«iP(p~l)  •  •  •  (;»-ii+2)a'*~'-f   •  •  • 

eine  Gleichung  nten  Grades  fUr  p^   deren  Wurzeln  p^  p^  •  •  •  p    sein  mOgen* 
Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 

P 

a?,=Ci(<MP+*)''*  +  c,(«a?+i)^«-f  .  .  .  +c(ax+b)  ". 

Für  den  Fall,   dass  2  Wurzeln  unserer  Gleichung  gleich  werden,  sind  ihnliche 
Betrachtungen  wie  früher  zu  machen. 

ni)  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  DifferensialgleicbuBg 

betrachten.    Selbstverständlich  l&sst  sich  das  Integral  derselben  direct  bestimmen. 
Man  hat  n&mlich: 

^—-l^=:rF(,x)dx+e,    ±—±*=rjx  rF{x)dx+cx  +  c„ 
<fa      '    '  4x  *'       •' 
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^zzfdx  fdx  f  F{x)dx-\'Cx*+c^x-\-c^ 

,  n— 3     /        ./         / 


dj" 


aUo  schliesslich: 

«1  =  1  d!a;  I   dx  •  '  •  i    F(x)dx+cx         +C|a»       '+0^*         4.  .  .  • 

wenn  nuin   unter   der  Beseichnnng  /  "  das  n  fache  Integral  nach  derselben  Va- 
riablen X  genommen  versteht. 

Wendet  man  jedoch  anf  die  vorgelegte  Gleichung  die  Variation  der  Constan- 
ten an,  so  erh&lt  man  einen  andern  bequemem  Ausdruck. 
Die  Gleichung 

A     n 
— i=:0 

Ar* 


hat  offenbar  als  ToUstindiges  Integral  den  Ausdruck : 


3f=«-f-«r4a:-ha,«*+  ••  •  +«-_,* 


wo  ff,  tfi,  er,  •  .  .  <r  Constanten  sind. 

Es  ist  also   (siehe  die  Gleichungen  5)   dieses   Abschnitts)  fCa  x^    derselbe 
Ausdruck  su  setsen,  wo  man  die  Grossen  a  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


da 

1 

dx'  "  dx  ^  "*    dx^  *  "  dx 


da,     da.  .      .cte-  n— !      n—l     . 


da,     ^     da^  ,  /       <\   ••— ^      *""*     a 

2^+  •••  +(n-l)(n-2)«— '  -^=0 


(„^8)(^_4)  ...  1  ^^+(„«2)(ii-8) .  .  .  2«-^ 

+(fi-l)(ii-2)  .  .  .  3ar»  — j;-^=0, 
(fi-2)(n-a)  ...  2-1  — 5-i+(it-l)(«-2)  ...  2a?  -=-^=0, 

(fi-l)(n-2)  ...2.1  -?-i  =  F(«), 
Gleichungen,  aus  welchen  sich  ergibt: 


dm 

n-l 

^      ^W 

dx     "" 
da 

dm     " 

xF{x) 
1.2... (n- 

1           x^ 
1-2.31.2. 

■2)' 

^F{x) 
•  •(«- 

dx 

da 

n-3 

""1.2. ..(n 

x^F(x) 

-1)' 

• 

rf«    ■"  2- 

1.2... (fi- 

T)' 

und  allgemein: 


2M 


da 


dx        1.2«3..«(n-«)\        ^    1.2  1.2.3      ^ 

^^     ^  1.2...  («-1)7  ^^ 

Es  ist  aber  nach  dem  binomischen  Satze: 

(1-1)  =i_,+J^-...+(-i)         _A_Z^+(«i)  =0, 


(,-1) 
woraus  sich  augenblicklich  ergibt; 

nte-=(-l)         1.2...(n-,)*         *^W. 

J— 1 


a         =:_L_1) /  X*      ^F(x)dx, 


also: 

X 


Führt  man  noch  die  Integrationsconstanten  ein,  so  ist  dieser  Aasdmck  za 
Termehren  nm: 

Dieser  Werth  von  x^  Hesse  sich  auch  unmittelbar  aus   arj  tr  /  **  F(x)  dx*  durch 

theilweises  Integriren  gewinnen. 

23)  Zurückführnng  der  nicht  linearen  aber  homogenen  simul- 
tanen Differenzialgleichungen  und  der  entsprechenden  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  mit  2  Variablen  auf  Quadraturen. 

üeber  die  höheren  Differenzialgleichungen,  welche  nicht  linear  sind,  lisst  sich 
wenig  Allgemeines  in  Bezug  auf  die  Integration  sagen.  Jedoch  treten  noch  bei 
gewissen  anderen  Formen  wesentliche  Beductionen  ein, 

I)  Denken  wir  uns  zunächst  ein  System  simultaner  Differenzialgleichungen 
unter  der  allgemeinen  Form : 

« \  dx  I  OX  m  fftv 


•• 


•  ■  dx 

f^{x,  x„ *.  •  •  •  vä;«  -5-  ••■  -st  =®- 

Die  Definition  einer  homogenen   Function  pter  Ordnung  von  2  Variablen  x,  y, 
9>  ('»  y)  haben  wir  oben  dahin  gegeben,  dass  sie  die  Form  annehmen  kann : 

Wir  definiren  jetzt  eine  homogene  Function  Ton  n+l  Variablen  x^  w^  •  .  *  x 
pter  Ordnung  dahin,  dass  sie  die  Form  annehmen  kann: 


^m 


Setzen  wir  jetzt   yoraus,  die  Fnnctionen   auf  der  linken   Seite   der  Gleichungen 
1)  seien  homogene  Functionen  von  irgend  einer  Ordnung  von  «,  x,,  jt^  •  •  *  x  y 

nicht  aber   Ton   den  Dififerenzialqaotienten.    Jede  der  Gleichungen  kann  übrigens 
eine  andere  Ordnung  haben.    Es  gilt  dann  folgender  Satz: 

„Das  System  1)  l&sst  sich  immer  auf  ein  anderes  zurückfuhren,  welches  eine 
Variable  und  eine  Gleichung  weniger  enthält.** 

In  der  That  nehmen  unserer  Voraussetzung  gem&ss  die  Gleichungen  1)  die 
Form  an: 


2) 


/xj      X.  \     dx^      dx^  ^n\     . 

^»\«'      X  x'     dx'     dx  dx)     ^ 


^n«'   X  '    '  x' 


dx, 
dx' 

dx, 
dx 

äx 

n 
•  •  •  ^^— 

dx 

dx, 

äx. 

'^n' 

äx' 

äx 

dx  i 

)=» 


(X,     X,  "^n     äx,      dx,         •  ^\    ^ 

y«  VT'    T  •  •  •  T'    dx'    'S?  •  •  •    äx/-^' 

indem   man   die    heraustretende  Potenz  von   x  weglSsst.     Wir   machen  nun  die 
Substitutionen: 


"^i^.,  ^•^     ^— .  ^^^  _? 


£/«  1^ 


n 


so  werden  sie  von  der  Gestalt  sein: 


3)  y^öfi,  y,  .  .  .  y^  yt+*^'  y«+*^  •  •  •  K+''-£}=^' 


aus  welchen  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  für  die  Grössen: 

Werthe  tij,  ii,  .  .  .  «^  ergeben,  die  nur  y^^  y^  •  .  •  y^  enthalten: 

Indem   wir  jede   der  Gleichungen  4)  durch  eine ,   z.  B.  durch  die  erste  diri- 
dlren,  erhalten  wir  n— 1  Gleichungen  von  der  Form: 

5)  ^=:!la     !fe£=!tl  ^=— , 

<fyi      ^C    ^i      •»,    •      •   äy^     u/ 

welche  nur  yi*  y«  •  •  •  y  enthalten,  also  in  der  That  ein  System  mit  einer  Va- 
riable weniger.  Nach  dessen  Integration  gibt  jede  der  Glerchnngen  4),  s.  B.  die 
erste: 

Ss  iat  also  «  dvreb  Quadratur  bekanat,  und  man  hat  dann  auch : 

«i=yi«i  «i=y«»  .  .  .  *,i=y|,«* 

Fflfan  man  das  System  1)  auf  eine  Gleichung  «ter  Ordnung  iwischep  2  VariaU« 
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sarück,  so  besteht  die  Beduction  darin,  dass  die  Integration  durch  eine  Qleicfaung 
fi— 1  ter  Ordnung  und  eine  Quadratur  gegeben  ist. 
Anwendung.     Sei  gegeben  das  System: 

</«""«'     dx  "  u    ' '  '      Ux  u* 

dx 
y(ar,  «4,  x,    .  .  ,  «^,  -^  =0, 

Setzen  wir  Toraus,  dass  die  Function  (f-  in  Bezug  auf  j:,  Jt  (,«,.••  «    homogen 

sei.    Die  übrigen  Gleichungen  des  Systems  sind  ebenfalls  homogen  in  Besng  auf 
diese  GhrOssen,  wenn  man  hat: 

7)  •»=:<»ar+«jaPi+  .  .  .  +«^«^» 

wo  ff,  ff|   ...  a    Constante  sind. 

Es  kann  dies  System  aber  auf  die  folgende  Gleichung  nter  Ordnung  surftck- 
geführt  werden: 

wo  der  Kurse  wegen  gesetzt  ist: 

•r  1/«/-  dx'^'v  dx  j-^  dx  •  •  • 


Sei  s.  B.: 


X 


so  ist: 

u^=-±'-   «^i£i=J^fi_..  /«'-»*'_^"^*. 

<**      rflg(«")'       «**       rflg(»")'"'         **        41g  (x") 
Unsere  Gleichung  nimmt  also  die  Gestalt  an : 


dr^    (f««^  d*    ^x^    1  d*«^.  _^ 

^  '     *'  </*;      rf«;»  .11—1     V   jH^ 


rfp"     *     '  eil» 
wo 

ü=lg«* 
ist,  und  diese  Gleichung  kann  auf  eine  von  n— iter  Ordnung  reducirt  werden, 


dx^        d* 


—  1 


9, 


wenn  9  in  Bezug  auf  x,  x^,  --7^  •  •  • *■  homogen  ist.  Diese  Gleichung  nimmt 

dv 
auch  die  Gestalt  an: 

Beispiel  A.    Es  sei  gegeben: 

•        *«  \7fe  ;  -'« •  +  '»  A  -"• 

9 
""-  <f*«i 

Betrachtet  man  e        -^^  als  eine  besondere  GrüMe  c,  to  ist  die  GUichang  ia 

dx.        ^ 
Besng  anf  X|,  -^^   •**,  nicht  aber  in  Besng  anf  %  homogen,  wie  dies  sdn  aiÜM. 


Die  Rednction  geschieht,  indem  wir  setaen: 
80  dftM  sieh  unsere  Qleichang  yerwandelt  in  das  System: 

Es  sind  nun  die  Substitutionen  xu  machen: 

dlg(Ä  ) 

rflgC«") 
Die  Gleichungen  des  Systems  werden  also : 

'^  t$dx 

Setzt  man  die  aus  beiden  Gleiehnngen  geiogenen  Werthe  Ton  —  gleich,  so 

X 

erh&lt  man: 


(^'-^>li+^)y''-»'+y'»»=o> 


also  in  der  That  eine  Gleichung  erster  Ordnung  mit  2  Variablen. 
Beispiel  B.    Es  sei  gegeben  das  System: 


und 


tc  =  aXj, 


wo  die  Functiou  f^  in  Bezug  auf  x,  «,,  jr,  homogen  ist.    Man  hat  dann: 

-7-i= -i      oder     ■  \  ^  ^ss2y., 
und 


oder  was  dasselbe  ist: 


,  d(x*)     d^(x*)      ^ 


Diese  Gleichung   lässt  sich  also  immer  der  Form  1)  gegeben;  es  sollen  aber  die 

auf  eine   tou  erster  Ordnung  rednciren,  Gleichungen    nicht  mehr  in  Bezug   auf 

.  .     r»  #  ^(^1*)   .  Alle  Variablen,  sondern  auf  die  abbin* 

wenn  V  m  Bezug  auf  x,  x,  -^IJ  ho-  ^^^^  Variablen  «„  «,•..*   und  ihre 

mögen  ist.  Differenzialquotienten ,     homogen    sein. 

Dass  sich  aus  diesem  Satze  noch  eine  ?<><*  ^^  «"^^  ^«'  S»^»  dass  sich  das 
Menge  anderer  Resultate  ziehen  lassen,  ^7^^^^  ^  eins  mit  einer  Variablen  we- 
ist  leicht  ersichtlich.  ^^«^^  reduaren  lässt.    Offenbar  nehmen 

n&mlich  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 

n)  Sei  jetzt  wieder  ein  System  von   1)  die  Form  an: 

X        j  j  dx 

i       x^     x^  n      ax,        dXm  fiv      ^ 

^«^       *i      »4  «,'    x^dx     x^dx  x^dx 

Hierin  substituirt  man: 


270 

nnd  erh&lt: 


X 


y>y..y,  •••»,_,.  |trf7'+;^  ^,ld+l^"'^ 

Xi       dx         ax 

dx. 

Ans  einer  dieser  n  Gleichungen  wird  die  GrOsse  — ~  gefunden  und  in  die  Übri- 
gen eingeseut.    Man  hat  dann  n—i  Gleichungen  mit  n  Variablen: 

*»  yit  y*  •  •  •  y„_i» 

nach  deren  Integration  man  erh&lt: 

WO  lA  nur  ^}  yi  *  -  *  y  __.  enthält,  die  sich  also  nach  der  Integration  alle  als 
Functionen  einer  Variablen  x  ergeben.    Schliesslich  ist  su  setzen: 

*i=yi*f  •*  •  «n=y,i_i'i- 

Beispiel  A.    Sei  das  System  gegeben: 

dx 
dx.  dx^  n— I 

(/■(x,  »„   «,    ...   m^,  —p  =0, 

dx 

WO  ift  eine  in  Besug  auf  «j ,  x^  •  •  •  x   --p-   homogene  Function  sein  soll.    Die 

fi  dx 

übrigen  Gleichungen  sind  offenbar  in  Bezug  auf  die  Variablen  und  ihre  Differen- 
zialqnotienten   ebenfalls  homogen. 

Man  kann  aber  das  System  ersetzen  durch  die  Gleichung: 

dx,    d*Xm  aXt         n. 

dx     d^x  tf^x 

wo  tit  in  Bezug  auf  a^,,   --r-:,  -- — l«  .  •  1  homogen    ist,    und   die  Integration 

ax     dx*  ,  n 

dieser  Gleichung  gelingt  also  mittels  einer  andern  von  der  Ordnung  fi->l. 
Beispiel  B.    Es  sei  gegeben: 

d'^x^      A  ^«i  ,^x^ 

dx*'^  X   dx'^  X*         ' 

eine  übrigens  lineare  Gleichung ;  wie  denn  alle  linearen  Gleichungen  ohne  Schluss- 
glied nur  einen  besondem  Fall  der  jetzt  betrachteten  bilden.  Wir  ersetzen  sie 
durch  das  System: 


dx^      A  dx^     Äa:,_      ^i^^ 


dx       X    dx        x"^  dx 

und  indem  wir  einführen: 

*i=yi*ii 


erhalten  wir: 


dxi 
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oder  durch  Binaetien  yon: 

1  dx^_ 

ao8  der  sweiten  Gleichnng  in  die  erste: 


».•^t^+^-^.4=»- 


Fflhren  wir  hier  ein: 

1 

80  kommt: 


oder: 


d   h.: 


aus  dieeer  Qleichiing  ist  »  and  folglich  aadi  y.=: —  als  Function  yon  «bekannt. 

ux 

Vermittelst  der  Gleichnng: 

dxi 

erhftlt  man  dasn: 

Aus  den  Werihen  von  x  und  «^  ist  dann  u  sn  eliminiren. 

31)  üeber  Systeme,  die  nicht  homogen  sind. 

Eine  Beduetion    tritt    anch    bei   andern  Formen   Ton    Differenxialgleichnn- 
g«n  ein. 

L    Möge  ein  System  von  der  Form  gegeben  sein: 


X 


^•)-* 


p. 


^  dx  dx 


4x 


u 


*•  ^  dx  dx 


wo  die  Exponenten  Pi,  p%  .  .  •  p    beliebige  Zahlen  sind. 


Pn+^  ^* 


19 


)=. 
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£g  läset  sich  änch  dies  System  auf  eins  mit  einer  Variablen  weniger  redn- 
ciren.    Zu  dem  Ende  setsen  wir: 

,  —  *'^     i;  —  ••»  X  -^^ 

X 

nnd  erhalten  ein  neues  System  Ton  der  Gestalt: 

du  d  ^^n 

d  d  ^ 

Diese  Gleichungen  geben  die  Grossen  *-~,  x^  ,  .  ,  x-r-  als  Functionen  Ton 

dx       ax  ax 

tf|  allein.    Durch  Diyision  jedes  dieser  Ausdrücke  durch  einen  dayon  erhAlt  man 

du  ^\ 

die  Grössen  —^  .  .  .  -;—  als  Functionen   der  u.     Nach  der  Integration  dieser 
du^  du^^ 

Gleichungen  ergibt  sich  dann: 

±=Vdu,,lgx^/Vdu,, 

wo  dann  auch  x.,  x,  .  .  .  a;_  bekannt  sind. 

Anwendung.    Nehmen  wir  den  Fall,  in  welchem  das  System: 

dx^ dx^  _  »— 1_ 

dx\ 

oder  die  Gleichung: 


dx,      d*Xt  ax,\      n. 


dx' 

die  obige  Bedingung  erfüllt.    Offenbar  ist  dies   immer  bei  den  fi—  i  ersten  Glei- 
chungen der  FaU,  wenn  man  setzt: 

denn  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 

X  —  X  *S9      *  ^— ^— X  Xm     *     •      •     X 

dx  dx  dx 

|>i+n-i   dx 

=  x  -J?. 

dx 

Es  kommt  also  nur  auf  die  letzte  Gleichung  an,  welche  die  Form  haben  muss: 

dx 


oder: 


/•{*P'«„«P'+^^«P'+*^  .  .  .  xPi+»^\  =0. 


Pi  ist  eine  gans  beliebige  Zahl.  —  Nehmen  wir  >.  B.  an,  e«  wtra  p^zz—1,  lo 
ergibt  sich: 


rCT-  ^■'^■■■■""^)"' 


S?8 

In  diesem  Falle  Iftsst  sich  der  Bedingang  aach  eine  andere  F^im  geben.    Da 
sich  n&mlich  jede  homogene  Gleichung  zwischen  Vj  Vm  Vs  •  •  •  y«.  auf  die  Form 

bringen  lässt: 

JP^^ks^  Vi  ...  !!!l)=0,   oder  yY^i,  y«  ...  !^)=0, 

\y    y         y'  ^y    y         y^ 

so  wird  jede  in  Bezog  anf  die  Variablen  x^  x^^,  x^  ,  .  .  x  .  und  anf  die  Differen- 

ziale  dx,  djc^,  d^x^  .  .  .  <f^x^    (nicht    auf    die  Differenzialquotienten)    homogene 
Gleichnng  die  Form  annehmen: 

dx^  rf^jp^  J^x^ 


X  X* 


d.  h.: 


»• 


—  1 


also  die  obige  Form.  Man  hat  also  auch  den  Satz :  „dass  jede  in  Bezog  aof  alle 
Variablen  ond  die  Differenziale  homogene  Gleichnng  nm  eine  Ordnung  erniedrigt 
werden  kann.** 

Beispiele.    Sei  gegeben: 

nx*d*y  =  {xdy—y  dx)*, 

eine  in  Bezug  anf  x,  y,  dr,  dy,  d*y  homogene  Gleichnng  vierter  Ordnung. 
Wir  schreiben  sie  zun&chst  nnter  der  gewöhnlichen  Gestalt: 

.  d«y      ,   dy       . , 
und  vertauschen  sie  mit  dem  Systeme : 

Da  hier  jp  1^—1  ist,  setzen  wir: 

y  =  fi>,    yi  =  i«„ 
und  erhalten: 


du. 

X       ^ 


du 


oder: 


also: 

setzt  man  noch : 

so  erhalt  man: 


dx  '     »       *'       dx 
dx^     du^  du, 

(u^^u^)du^=ndu^; 


Uj-U^SSt, 


9du^zzndv+ndu^y 


»— n 


d.  h.: 


«*  =c(»— n)  , 
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wMn  man  wieder  setst: 
Eb  war  femer: 

also: 

lg«=Ig-i-— S  jri;=A(v-fi), 


wo  k  die  Integratioiuconstante  ist.    Ans  dieser  Gleichnng  und  aas  e    :zc(9-'n) 
ist  V  KU  eliminiren.    Es  kommt: 


y 

—             n  n 
c    =c , 

eine  Gleichung,  die  2  willkürliche  Constanten  c  und  A  entb&it. 
Bei  femer  gegeben: 

Offenbar  erAllt  diete  Gleichung  die  verUngte  Bedingung.    Wir  nehmen  dafttr 
dM  Syitem: 

nnd  substituiren  wie  oben: 

y=uxy 
da  die  Gleichnng  yi=n^  nichts  Neues  gibt.    Wir  erhalten: 

!+(*!+ -)•  =  «-*%•*§+«=>''• 

Ans  der  sweiten  Gleichnng  ziehen  wir: 

nnd  indem  wir  dies  in  die  erste  setsen : 

l+y,«=«l.(y,-l«)^, 
d.  h.: 

yi-«"  1  +yi'"'  «* 

Wir  führen  hier  indess  wieder  ein: 

«  yi 

nnd  erhalten: 

«y  ^yi_  ^ 
i+yi'     y; 

d.  h.: 


'^i+y.'-y 


oder: 


STd 


.■■=fe)"-'=®". 


abo: 


II.    Seien   wieder  n  Gleichungen  mit  in  eine  n— ster  Ordnang: 
n+1  Variablen   x,  x..  x,  .  .  .  x^  und  -_, 

*                            i           dg        d        y\ 
ihren  Differensialen  gegeben.  ^1  x,  yi  ?  '  • ^  | » 

Setsen  wir  yorans,  dass  alle  eine  der  V  **        d»*""*/ 

GrÖMcn   X.    nicht  selbst,    sondern  nur         ,     .  ,  * *• ^e^^A^^  ^^»a, 

s  '  nach  deren  Integration  gelunden  wird: 

ihr    Differensial     enthalten,     so    kann  /^\ 

m.n  dx^  eliminiren,  .nd  m«.  hat  «-1  .^  ^   T^  ^^  ^..^ 

Gleichangen  mit  n  Variablen,  nach  de-  ^ 

ren  Integration  x^  sich  durch  Quadratur  /»/.x 

'  wo    I  ^  ^  das  j  fache   Integral    von    y 

ergibt.   —    Sind  in  den  Gleichungen  f         J 

Variable  jr^,  «,.,...  *,4.|-i  n"^*  °**^  ^  rorstcUt. 

selbst  enthalten/  so  ergeben  sich  durch  !•*  «"^  Besondem  die  Gleichung: 

Elimination  ihrer  Differenziaie  fi—l  Glei-  i^"^»      tf^x  \ 

chungen   mit  n—i  +  1  Variablen,  nach  ^l .*,  i^l  =0 

deren  Integration  man    noch    I  Quadra-  ^dx^"^^      dx^  f 

tnren  hat,    welche   sich   yermittelst  der  . 

Gleidmngen  ergeben,  welche  fttr   dx^,  g«g«ben,  so  ist  lu  setMu: 

^$J^i   •  •   •  ^«+(-1   «gefunden  wer-  £^Z!fi  «y, 

den.     Es    tritt   aber  auch  schon   dann  dx^"^ 
eine  Beduction    ein,   wenn   Ton  den  n  /     d  \ 

Gleichungen  nur  n—t  von  ^  *'.  i  «  •••  ^(y*  ^)=0, 

*- i#     *   Bugleich   aber  auch  von  ihien     ./>,.,  ,.    .  #  /\«.j«. 

«+«—1     ^  eine  Gleichung,  die  immer  auf  Quadra- 

Differensialen   frei  sind.     Denn  es  ent«  tnren  fthrt,  da  sich  daraus  t 

halten  dann  diese  n— I  Gleichungen  nur  •                          ^ 

n— <-f*l  Variable,    kOnnen  also  integrirt  JLaif.  (i/)y  dx^-—y-r 

werden.    Die  übrigen  I  Gleichungen  ent-  ^                      7'  W 

halten   dann,  wenn  man  nach  der  Inte-  ergibt. 

gratioii  ans  den  lutegralgleichmigen  die  g)  Da  tou  den  Gleichungen : 

Grossen  r,  jr,  .  .  .  *      ^,  «   i  ,  .  .  .  ''                                     ; 

X    als  Functionen  von  x  bestimmt  noch  l?^---^  ^t  _.j,    ^  **"*^  — 

«-I-1  Variablen,  und  das  System  serfaUt  ^         ^'  ^  dx  n* 

in   diesem  Falle    in    eins  von  n—i  und  /  ^n\ 

eins  von   I  Gleichungen,  oder  in   eine  fi^j  'i*  't  •  •  • -^  t  'T'/^O' 

Gleichung  n-lter  und  eine  Iter  Ord-  ^  n    ax  / 

nung.  4x  Tvs    «1  .  V    •    welche    einer    Gleichung    nter  Ordnung 

Anwendungen.    1)  D^e  Gleichung   gleichbedeutend  sind,   die  »-1  ersten  x 

fiter  Ordnung  mit  2  Variablen:  „„^  x,   selbst  nicht  enthalten,   so  wird 

(d*        j'"^^  «i**    \  ^^®  Gleichung  immer  um  «ine  Ordnung 

?_?!    ? ?|        z_£l|  -  (v  niedriger,   wenn  x  oder  «•  auch  in  der 

dx''  Jz'+^    **■<*•"/■  OWchnng: 
verwandelt  sich  offenbar  durch  die  Sub-  /  dXt  n\      a 

stitution:  f[»>'i*   IS-'^Sf"^ 

— — i=y,  nicht  vorkommen |    diese   also  die  Ge« 

dx*  stalt  hat: 
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oder: 


da;' 

Die  letzte  Form  ist  jedoch   schon  in  1)  enthBlten.    Fehlen  x  und  x^  gleichseitig, 
hat  man  also: 


(dx,     d*x,  d-xA 

^Vdii'  d^  •  •  •  Zir;="» 


dx 

80  tritt  eine  Beduction  um  2  Einheiten  ein. 
„Allgemein  aher  Tasst  sich  die  Gleichung: 

f(^  ^>.   '^"*'*'^        ^\  =  o 

auf  eine  Ton  fi— s— Iter  Ordnung  rednciren,  also  auf  eine  um  eine  Einheit  niedri- 
gere, wie  die  in  1)  hetrachtete  Gleichung/* 

Denn  setien  wir: 


80  hat  man: 


^*   ''+^'-^-''-^*—^ 


f('s+V  '»+i  •  •  '  'n^    -£)=^- 


Es  ist  aber: 


dx  dx   .  dx 

""di »+«'  —dbc '+3 di '•' 

oder  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  durch  die  erste  di?idirt: 

s-j-g^   f  +  3         '^''^    f-f-4  «—1  f» 


Es  sind  dies  n— «— 9  Gleichungen,  welche  rerbanden  werden  mit  fzz(^  um  welcher 

dx   . 

Gleichung  man  dx  mittela  — —--  = «   .      eliminirt. 

da?  «+s 

Es  ergibt  sich: 

n— 1' 

Man  hat  also   fi->«— 1  Gleichung  mit  n— s  Variablen»  welche  sich  auf  eine  Ton 
n— f— Iter  Ordnung  zurückAihren  lassen. 

3)  Ist  namentlich  gegeben  die  Gleichung: 

so  kann  man  sie  ersetsen  durch  das  System: 

dx  \  dx  ^ 


27T 


and   wenn  man   ans  der  swaSten  Qlei- 
chnng  in  die  erste  gabstitulrt: 

Ans    dieser    Gleichung  aber  kann  man 
erhalten : 

'ndi =  y(*«-|)» 

eine  GMeicfanng,  deren  AnflOsang  sogar 
durch  Quadraturen  gelingt. 

Beispiele.     Sei    gegeben  die  Glei- 
chung: 


oder: 


aii  =  c— a- 


y=-jT^  dx  rfar  =  i/*[x(c-a)-cMg(c+«) 
=  c»a:+(c-a)~i-.^(«+c)lg(x+c) 


Diese  Gleichung  ist  von   x   und  y  frei, 
sie  muss  also,  wie  in  1)  dargethan,  auf 
Quadraturen  fOhren. 
Setst  man  in  der  That 


so  folgt: 


a+«o*=«£. 


dx= 


adu 


V(i+u^y' 


d.  h. 


au 


^+c- 


—YO.+U*) 

Büttels  der  Gleichung: 

,         .  HU  du 

dy-zudx^ 

erh&lt  man  aber: 


va+n')» 


^"    V(i+t*»)'*'^*' 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  für  x  ist 
t«  zu  eliminirea.     Das  Resultat  ist: 

(x-C)'+(y-C,r  =  a«. 

Sei  femer  gegeben: 


Ö=-©-')'. 


25}  ErhöhungderOrdnungeiner 
Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  Fälle  betrachtet, 
wo  ein  System  von  Differenaialgleichun- 
gen  sich  auf  eins  redudren  liest,  wel- 
ches eine  Variable  weniger  enth&lt.  Es 
ist  jedoch  nicht  immer  gut  gethan,  diese 
Bedttction  auch  wirklich  auszuführen,  da 
sie  oft  die  charakteristischen  Eigenschaf- 
ten der  vorgelegten  Gleichungen  rer- 
dnnkelt.  Ja  in  manchen  Fällen  ist  es 
sogar  besser,  wenn  man  ein  Sjstem  in 
ein  anderes  verwandelt,  das  eine  Variable 
mehr  enthält,  also  entsprechend  eine 
Gleichung  nter  Ordnung  iwischen  swei 
Variablen  in  eine  Gleichung  n+lter 
Ordnung.  Es  geschieht  dadurch  zuwei- 
len, dass  die  neue  Gleichung  leichter  in- 
tegrirt  werden  kann,  sei  es  in  Gestalt 
schon  bekannter  Functionen,  oder  in  Ge- 
stalt von  Reihen  oder  bestimmten  Inte- 
gralen, Wird  aber  auch  dies  nicht  er- 
reicht, so  kann  die  Erhöhung  der  Ord- 
nung möglicher  Weise  dazu  dienen, 
charakteristische  Eigenschaften  an  dem 
vorgelegten  Systeme  zu  entdecken.  Dies 
gesdiieht  z.  B.  oft  dann,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichung  nicht  linear  ist,  man 
aber  durch  Erhöhung  des  Grades  zu 
einer  linearen  Gleichung  gelangen  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  z.  B.  die  Auf- 
gabe stellen,  diejenigen  Gleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  er- 
mitteln, welche  durch  Transformation  in 
eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung 
ohne  Schlussglied  übergehen.  —  Wenn 
man  in  die  allgemeine  lineare  Gleichung : 


so  setzen  wir: 


^=«. 


1) 


waA  e*  ergibt  tich: 


wo  unter  a  und  /9  Functionen  von  x  ge* 
dacht  werden,  einsetzt: 

WO   a  eine  Constante  ist,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in  die  folgende; 
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a§ 
oder: 


oder  wenn  man  setat:  wo 

dy__      ß  gzzha 

2)  ^4-a2*4-a<+y=0  ®*  ^**'*  ^'®'®  Erhöhung  der  Ordnung 

'  dz  ^  sogar  gerathen  sein  in  B^ng  auf  Olei- 

Umgekehrt    \U%X  eich  also  diese   leiste  chungcn,  die  sich   durch  Trennung  der 

Gleichung  erster  Ordnung,  die  nur  dann  ^•"•^|^?  unmittelbar  auf  Quadraturen 

linear  ist,  wenn  a=0  ist,  und  wo  n  und  «rtifk^hren    lassen       Es    ist   nftmbch 

y  willkttrliche   Functionen  von    x  sind,  möglich,  dass  dem  Integrale  der  vorhe- 

stets    in  eine    lineare   aweiter  Ordnung  K«"^«"*  Gleichung  statt  der  transoenden- 

yerwandeln,  wenn  man  setzt:  ^«"'  scheinbar  nicht  weiter  rcdnarbaren 

Fonn  der  Quadratur  eine  einfachere  Form 

£=:i     ^^     d.  h.:    t—  gegeben  werden  kann,  welche  eben  durch 

a     dx    ^      '     "  0Mdx  Erhöhung  der  Ordnung  erhalten  wird« 

Ein    besonderer  Fall   der  Gleichung   2)  Das  beste  Beispiel  zu  diesem  Verfah- 

18t  «.  B.  die  Riccatische  Gleichung,   die  reu  ist   die   Ait,    wie  La  Orange  das 

wir  in   Abschnitt   7)    betrachtet   haben.  Additionstheorem  der  elliptischen  Trans- 

Im   Allgemeinen    aber   lassen    sich  aus  cendenten  ableitet.     Sie  muss  daher  an 

diesem    Besnltate    filr    di^   Gleichungen  dieser  Stelle  dargestellt  werden. 

von  dar  Form  2)   manche  Folgerungen  Liege   zur  Integration   vor   die  Glei- 

ziehen.  —  Hat  man  nämlich  2  partielle  chung  erster  Ordnung : 

Integrale  der  Gleichung  1):  a 

U'=f(x)     und     UzznU)  3)-=77i r/-: :\+i7Ai V^T"' ,T\  =  ^» 

'^'  ^  ^ -"  y(l— «*  Sin  tf.*)     y  (1— «'sin  \^*) 

so  ist  das  allgemeine  Integral:  ,  .        j>    <t7    .  vi  .        ^    -  a 

^^      /        »  '^   welcher  die  Variablen  getrennt  sind. 

u=jtf{x)+B<f(x),  Bezeichnen  wir  den  Ausdruck: 
wo   A   und  B    willkürliche    Constanten  ^  . 

sind,   und    das    allgemeine  Integral   der  |  "^ 

Gleichung   2)    ergibt  sich  aus  der  Glei-  J  q  V  (1—**  •«  V*)' 

^  ^^^'  mit  F(ff)y    wo   F(y)  bekanntlich   nicht 

2^£  _^  auf    andere   Transcendenten   oder  alge- 

a  udx'  .  braische     Functionen  .  redncirt    werden 

nftmlicfa*  kann,   so   ist  das  Integral  unserer  Glei- 

a|/(*)4-cr/(jr)]'  ^W+FW-c- 

Zur  Bestimmung    der   Constante   c  be- 
merken wir,  dass  f&r  7  =  0  auch  F(y)=0 
^_£^  wird.    Entspreche  diesem  Werthe: 

gesetzt    wurde,    und  ^'(«),    t,f(x)  die   «o  ist  also: 
Differenzialquotienten  von  f  {x)  uüd  (f.  {x)  p.  *__ 

vorstellen.     Dies  Integral   enthiUt   also,  ^^W-^i 

wie  dies  sein  muss,  nur  eine  Constante.   und: 
Für  die  Riccatische  Gleichung  ist  zu  F(u)-{-F(u/)^F(tt), 

Wir  suchen  aber  jetzt  durch  andere  Be- 
tt =0,    y=:—bx^i  trachtungen   dem  Integrale  von  3)  eine 

nicht  mehr  transcendente  Gestalt  zu  ge- 
die  zugehörige  Gleichung  zweiter  Ord-  ben.  Zu  dem  Ende  fuhren  wir  eine 
nung  ist  also:  GrOsse  I  ein  durch  die  Gleidinng: 


setaen  wir  also: 
woraus  sich  ergibt: 
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«nd  die  Oleidumg  3)  softUt  denn  in  dM  System: 

4)  g:=V(l-»«.in^»),  ^=_y(l_i.,i„v,'). 

Da  Ton  I  nar  das  Differenzial  vorkommt,  so  können  wir  den  Anfangswerth  die- 
ser Grösse  beliebig  nehmen,  nnd  setzen  daher  fest,  dass  für  ^==0  auch  1=0 
sein  solL 

Die  Gleichungen  4}  nehmen  die  Gestalt  an: 

6)  (g)=l-i..in^..(Jf )'=!-».  .in^.. 

Durch  Subtraction  der  zweiten  von  der  ersten  ergibt  sich: 

Der  Theil  links  nimmt  auch  die  Form  an: 

dt  dl      * 

siny— sin^=:2co8 -Bin  ^, 

sin  9+ sin  ^ = 2  sin  ^  cos  jr, 

sin  7  *  —  sin  ^*  =  sin  «  sin  v, 
so  wird  unsere  Gleichung: 

6)  jj^5j=-*«siniismi». 

Um  nun,  wie  angedeutet,  den  Grad  der  Gleichungen  5)  tu^eihöhen,  mflssen  die« 
selben  differensiirt  werden: 

7)  -T-J  =  — it*sin'/C08y,   -t-~  =  —  ib*  sin^cos^. 

Diese  Gleichungen  werden  addirt  und  subtrahirt,  wobei  wir  die  Selalionen  be- 
rücksichtigen : 

2  sin  7'  cos  ^  ^  sin  2  ^ = sin  («  +  v), 

2  sin  ^cos  y^t  =  8in2  v&= siu  (t<— v), 

8)  TTT  =  — i?'«iui«co8ir,  -^77=— it*  sin  «cos  «f. 

Die  Gleichungen  7)  und  8}  bilden  ein  Sjstem  von  3  Gleichungen  mit  4  Varia* 
blen,  welches  sidi  leicht  integriren  lisst.  Dividiren  wir  nftmlieh  die  Gleichungen 
8)  beide  durdi  die  Gleichung  6),  so  ergibt  sich: 

a\  df<*  ^  cQge  do        jl^     _  costi  du 

^  ~  sinf>  dl*        dii     "*  sIttM  dl* 

dl  dl" 

d.  h,: 

Man  hat  also  zwei  erste  Integrale: 

10)  g=A.iB.,  J=«dn«. 
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WO  Ä  und  B  Integrationsconstanteii   sind.     Wir  bamerken,  dass  ittr 

wurde,  und  dass  somit: 

sich  für  diesen  Fall  ergibt. 

Es  ist  femer ,  wenn  man  die  Gleichungen  4)  berücksichtigt,  in  diesem  Falle : 

also: 

^=l-V(l-ib»8in«»),    J  =  l+V(l-Ä»sina^), 

oder  wenn  man  diese  Werthe  mit  den  Gleichungen  10)  vergleicht: 

^_l~y(l>-ib»sintt«)         p_-l~y(l~ik«sintt») 

Sin  a  sm  u 

Aus   den  Gleichungen  10)  lässt  sich  aber  I  eliminiren,  indem  man  den  Quotien- 
ten beider  Gleichungen  nimmt: 

11)  B9\rkudu=.AB\nvdVf 
was  zu  dem  Integral  ffihrt: 

12)  B  cos  «  =  il  cos  «+  ^* 
Zur  Bestimmung  von  C  setzt  man  wieder: 

y.=:0,        i«=«,        •=— «, 
und  erhält: 

(IT— il)oosa=:C, 
oder  mit  Berftcksichtigung  der  Werthe  von  A  und  Bi 

sino  ' 
In  die  Gleichung  13)  sind  noch  die  Werthe  von  ti  und  v  einsoiUhren : 

17  cos  (y  -»-^)  =  ilcos(y— ^)4"t?, 
oder: 

(B— i4)  cos  (f  cos  ^— (Ä+^)  sin  y  sin  ^=  C, 
oder  wenn  man  für  A  und  B  snbstituirt  und  den  Ausdruck: 

y(l-it«  sin  «*)  mit  A« 
beseichnet: 

13)  cos  if-  cos  \(r— sin  y-  sin  ^  A  a  =  cos  er. 

Diese  merkwürdige  Formel  gibt  also  in  den  vorgelegten  Differenzialgleidiun« 

das  Integral  der  Gleichung  3)  als  alge-  gen  vorkommen,  bei  dem  gewählten  In- 

braisehe   Function   von   siny-  und  siny*.  tegrationswege  nicht  durch  Discontinni- 

8ie  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Theo-  t&ts*  oder  mehrfache  Punkte  gehen.    Bei 

rio  der  elliptischen  Transcendenten.  dieser   Vorsicht  ist  es   aber   auoh  mög* 

j^-  _-                         ,         Tx.**  W^i  den  Integralen  die  Form  von  Po- 

26)  Integration  einer  Dl  fferen-  tenzreihen,  welche  convergiren  müssen, 

zialgleichung    erster    Ordnung  ,^  ^^^^^^  und  ist  diese  Form  im  AUge- 

mit   zwei  Variablen    durch   Bei-  meinen  die  zweckmässigste.    Es  ist  der 

^^^'  Beweis     der   Allgemeingttltigkeit    dieser 

Die  im  Abscfinitt  9)  Satz  B.  gegebe-  Form    hier    zunächst    zu    fthren.     Wir 

neu  Betrachtungen   gewähren  die  MOg-  thun  dies  nach  Briot  und  Bouquet  {Mo- 

lichkeit,  die  Integrale  eines  Systems  von  rie  deg  fonctions  douhlemenl  peruxüques), 

n  Gleichungen  mit  n+1  Variablen  nä-  Wenn    die   Function  f(x)    der  com- 

herungsweise    zu   integriren.     Die    An-  plexen    Variablen    x    continuirlich    und 

fangswerthe,  welche  die  IntegraUonscon-  eindeutig  bleibt  innerhalb  eines  Kreises 

stauten  bestimmen,    sind   dabei   immer  und   auf  dessen  Peripherie,  dessen  Mü- 

so  SU  wählen^  dass  die  Functionen,  welche  telpunkt     dem     Werthe     x=z  x^     ent- 
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•prieht,*)  und  dessen  Radius  r  sein  mOge,  so  hat  man  nach  einem  von  Canchy 
herrührenden  Satze  (vergleiche  den  leisten  Abschnitt): 

Sei   die  Constante   M  grösser  als   der  grösste   Werth,   weldien  der  Modul  von 
f(x^  +**0    )  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  annehmen  kann,  so  ist  offenbar: 


d.  h.: 


^  n  ^n        2/rJ   o 


1)  mod 


cf^f(x^)     1-2. . .  ft  •  Jf 


Die  Function  f{Xi  y,  z)  soll  endlich  und  continuirlich  bleiben,  so  lange  jede 
der  als  complex  zu  denkenden  Variablen  x,  y,  s  sich  innerhalb  eines  Kreises, 
bezflglich  mit  Mittelpunkt  x^,  y^ ,  s^  und  mit  dem  Radius  r,  r\  r"^  oder  auf 
dessen  Peripherie  befindet.  Sei  femer  M  der  grosste  Werth,  welchen  der  Modul 
von  f(x^  yy  z)  in  diesen  Grenzen  annehmen  kann,  so  ist  nach  dem  vorhin  ange- 
führten Cauchy'schen  Satze: 

i..«.y/ds/'         -^•^••-    1    2...n.l.2....  (g,). 

./     0   «^  .  0   "^    0 

und  wenn  man  jedes  Element  des  Integrals  durch  die  Grösse  M  d»  d»'  49"^  welche 
grösser  als  der  Modul  ist,  ersetzt,  erhüt  man: 

2)mod^!— ll-0filJ(s'_£l)<1.2...».1.2...»'.1.2...«'' ^—y,. 

«fa/rfv."*."  rV"'r"" 

Es  gibt  eine  Function,  deren  partielle  Differenzialquotienten  fAr  x=x^y  V^V*^ 
§  =  «9  Werthe  haben,  welche  den  eben  gegebenen  Grenzwerthen  der  Module  von 
f(x,y,  z)  gleich  sind. 

Die  Function: 

'"•  ^  "i-'-^)(>-4)(-*-^f-') 

lasst  sich  nämlich  o£fenbar  in  eine  convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  X— *o»  y—yo»  *~*o  entwickeln,  so  lange  die  Module  von  x—x^^ 
y— y^,  z~z^  bezüglich  kleiner  als  r,  r',  r''  sind.  Das  allgemeine  Glied  dieser 
Reihe  aber  ist: 

M{x-x.)''{y^y.f{z^iS" 
r   r     r" 
und  nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  somit: 


*)  Wir  erinnern  I  dass,  wenn  man  x=r:;y+9*  setzt,  p  und  q  als  rechtwinklige 
Coordinaten  in  betrachten  sind,  und  die  Grösse  r=sy(^*-f  9'^  ^^^  analytische 
Modul  von  X  ist. 
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Wir  betrachten  jetzt  zunächst  die  Dif-   Es    wird  dann  der  An£ftngBwerth  von  v 

ferenzialgleichung  erster  Ordnung  mit  2   fttr   x^O    auch    =0   sein.     Setzen   wir 

Variablen :  dv 

fest,  dass  F(x,  w)  oder  -r-  eindentig  and 

*)  dz^^^^'  ^^'  continoirlich  bleibe  fttr  alle  Werthe  Ton 

„      ,.    ^      ,     ^  .     ,.  ^  «   und   X   innerhalb  der  Kreise,   welche 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  ^.^    ^^„    hezüglichen  Badien  ^    *nd  r 

wir  fest,  dass  fttr  ^^^^^  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus, 

z  =  »0,  V  =  tt^  welcher  ar = 0  nnd  e = 0  entspricht,  gezo- 

^      .,,       ..        TO^    ,v  «en   «ind»   80  wie  auf   den  Peripherien 

sem  soll,   und  wählen  diese  Werthe  so.  ^^^^^^  Kreise  selbst.    Sei   femer  M  der 

dass  m  der  Umgebung  derselben  f(t,  u)  ^^össte   Modul,  welchen  in  diesem  Ge- 

emdeutig  und  continuirlich  ist  -  ScUen  ^^^^^  ^j^  Function  F  hat.     Besitet  die 

wir  der  Einfachheit  wegen :  Differenzialgleichnng  ein  Integral,  so  fin- 

t— «^=*,    II— i«^=i',    f{z,  u)  =  F(jr,  v),  dct  man  durch  DiiBforenziiren  : 

dv     p,       ,  d'v     dF.  dFdv 

d*v     d^F  .  ^  d*F  df> 


<te»""  dar' 


g  a»F  df>      d^F  /duy      dFd»v 
dxdv  dx     dv*   \dx/         dv  dx* 


Kehmen  wir  jetzt  die  Differenzialgleichnng: 

dw 
dx 


-V  dv>        ,       ^  M 

6)  _=:y.(ar,ir)= 


in  welcher  fttr  ar=0  anch  10=0  sein  soll. 
Ganz  ebenso  wie  obe^  erhält  man: 

„  du>        ,      .    rf»ic     a y  .  da.  dw 


d*fC__  «"i/»  <^*»/»        d»y.  /^M^V  ,    ^7'  <^*''* 


so   lange  die  Gleichung  6)  ein  eindeuti-  wirklich    vorhanden   sind,  so    sind    fttr 

ges  und  continuirliches  Integral  hat.  «=0    alle  Differenzialquotienten   von  v 

Macht  man  x  =  0  und  ir  =  0,  so  nehmen  kleiner  als  die  entspredienden  von  to. 
ff-    nnd   seine  partiellen   Differenzialquo-       Die  Function  tr  aber  ist  wirklich  vor- 

tienten  reelle   und   positive  Werthe   an,  banden,  denn  durch  Integration  der  Glei- 

und    aus   Betrachtung    der  Gleichungen  chung  6)  ergibt  sich: 

7)   ersieht  man   leicht,    dass  auch   — ,   gj  ,|,_»^:— _j|f«ig  M__?Y 

d^w    d*%o 

— — ,  -r-|-  .   .   .   reell    und    positiv   sein   Es  ist  hierbei  befttcksichtigt,  dass  w  für 

^'    **  A     *  *  *=0    verschwinden     soll.      Hier    ist  ir 

müssen,  wenn  man  «  =  0  setzt.  ^j^^^  ^.^^  Function  von  «.     Nach  den  all. 

Vergleicht   man  nun    die  Gleichungen   gemeinen    Prinzipien    über    Functionen 
6)  und  7),  so  sieht  man,  dass  fttr  «=0   bleibt  ir  so  lange    eindentig   und  conti-' 

der   Modul  von  ^  kleiner  als  ^  ist,   "''i^",^^  '^  .|,"f %5  ^''\''^\  »>■  9  Weiht 
w»,   4»w  ^  dx       ^  nnd  die    beiden  Wurzeln   der   qaadrati- 

Q.  8.  f.  sehen  Gleichung,   welche  w  gibt,  nicht 

Wenn  also  die  Functionen   v  und  w   gleich  werden.     Letzteres    Ist   absr  der 


Fftll,  wenn  der  Di'fferentialqaoüent  de<  ' 

Glied«!  linki  1-- gl«ichNnllwiTd,d.  h. 

wenn   w^r    Ut.      Sucht   man  den  aDb> 
■prechBndan   Werth    R   tod   z,    «o  hat 

;-=-.,„  (i-?), 


■=0  tettt',  alto  untomehR 


Dftrftai     folgt    duD,     dau    die    Reihe, 
welche  der  Maclanriniche  SaU  ergibt : 


"{i).'-iS)£ 


=(l-.  'i*«),, 


ein  Anidrnck,  der  iteta  kleiner  ala  g  iit. 
Iit  A  der  grollte  Modul,  den  u  inner- 
halb dei  Ereiiea  mit  Radiat  R  annimmt. 


(Br    alle   Werthe    von   x,    deren   Hodnl 
kleiner  all  R  ist,    convergirt.     Dean  «■ 
iil   der  Hodnl   des   allgemeinen  Gliedes 
"  - "         offenbar      kidner      aU ; 

iil  alio  mod(x)<A,  to  iit 


/modx\ii 
*\~R~/  '• 


die  Reihe   der  Uodnln   nnd   folglich   die 
Beihe  fSr  n  lelbit  conrergent. 

Die  Fnnction  u,  welche  dnrch  dieie 
Beihe  de&airt  iit,  genOgt  aber  der  vm- 
gelegten  Differeniialgleichong  4)>  dann 
man  hat: 


F(x,  e)  =  F.-|-F.'*+F."j^  . 


wenn  mu  nnter  f,  F"  die  totalen  Differenz  Jalqnotieaten  tod  x  unter  F,,  F,'... 
die  AnfaDgiverthe  von  F,  F*  .  .  .  versteht.  Die  Dtffereniialquotienten  ergeben 
lieh  durdi  die  Oleidinngen: 

„      dF      dFJo       „.    a*F    ^  d*F  {dnY  ,  äF d'v 


5=  (s).+  (£-■).'+  ^O.  ri 


0,  v  =0  gemacht  hat.    M 
L  5)  und  10)   idantiach  i 


Haa  muii  die  aui  6)  getundeii 

10)  einietKU,  nachdem  man  x=0,  v=0  gemacht  hat.  Mao  lieht  aber,  daM  die 
Qlieder  recht«  der  Gleichungen  5)  und  10)  identisch  lind ,  nod  man  bat  abo 
identiich : 


El  liiit  lieh  nun  leicht  zeigen,  wie 
man  durch  Beibenentwicklimg  die  Diffe- 
renz ialgleicbung 

auflöten  kann,  wenn  der  IntegrationBweg 

eine    beliebige  Linie   ABCDE  (Fig.  67) 

bildet,     auf    welcher    lich   jedodi    kein  fllr   Pnnkt  A  z  =  t,,    «  =  ",    wiUkfirlich 

DiKoiittnnit&ti-    oder    Tielfacber  Fnnkt  angenommen ,    la    hat  man  nach  dem 

der  Function  f{t,  n)  befindet.     Dei^lei-  Madanrin'echen  Satie,  wenn  fOr  Punkt 

eben  PonUe  teien  Jlf,  N.    Iit  nftmlich  B  «=>„  «=•■,  iit: 
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and  die  Differcnzialqaotienteii  geben  die  Gleichungen  5),  wenn  man  darin  wieder 
j:=z— »9,  v  =  u—u^  setzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen: 

^^^  dz"''  dt^"  T%'^  du  dz  '  '  ' 

wo  «=iio.  2=rz^  %n  setzen  ist  uzzu^    den  Werth  x=z^   annimmt,    so 

Es  darf  der  Modal  von  B  aber  nicht  lange  f(u^  «)  eindeutig  nnd  continuirlich 

gprösser  sein  als:  bleibt. 

(^  Sei  nämlioh  u+v  eine  zweite  Function, 

—  öTj- I  »o  muss  sein : 

wo  r   und  q  bezüglich  die  grOssten  Mo-  dz        '  v  ^  »    /» 

duln  von  z—z^^  u—u^  sind,  für  welche   ^ig.., 

f{i,  u)  continuirlich  und  eindeutig  bleibt, 

M  der  grösste  Modul  von  F  (z,  u)  zwi-  ^-rruMi*   %\^f(u.  z\ 

sehen  A  und  Ä.    Man  kann  aber,  wie  di"'^  "^  '    ^    '^^    ^' 

weit   auch    der  Endpunkt   unseres  Inte-   ^^  ^j^  ^^^^^  g^ite  dieser  Gleichung  für 

grationsweges     E    von    X  entfernt  sei,   ^^^  verschwindet,  so  enthält  sie,  da  f 

durch  Wiederholung    dieses   Verfahrens   j^  ^^„   angegebenen   Grenzen  eindeutig 

immer   zum    Ziele    gelangen.     Zu    dem   .,     .„^  ^/^  po^nz  von  d  als  Factor, 

Ende  schlage   man  von  B  aus  mit  Ra-  „J^  ^.  ijr, 
j.       or,    7°      TT    •     3       ^    j  HTSd  es  ist: 

diuB  BC  einen  Kreis,  derart,  dsss 

^^^='1—«              /^'»  und  durch  Integration    anfeinem  belie- 

wo  r',  ^'  die  grOssten  Moduln  sind,  für  h'^ge^  Wege  erhält  man*, 

welche   z— «i ,    u—u^   continuirlich  und  1/1               1      \      /»» 

eindeutig  bleiben,  Jlf'  der  grösste  Modul   r-  |— - — , — — r|=/    «.(zWs, 

von  ^(z,  u)  zwischen  Ä  und  C  ist  ~""-^   ^f  o               v^     ^  f  J   ^y' 

Man   hat  dann ,   wenn  man  für  Punkt  .          i    -«  •  ^ 

C  s  =  z„  «=11,  setzt:  wenn  m  grösser  als  1  ist. 

'            *  Diese    Gleichung    ist   unmöguch,    da 

«  =M  '\~^U  —z  )  *'o=Ö  ist,  das  bestimmte  Integral  aber 

*       '     <&j^  *       '^  einen  endlichen  Werth  haben  muss. 

1     d*u  ^8t  m=l,  so  hat  man: 

•■^  •  ^  *"i  ---  =  y.(»)  tfs, 
fti,    «1    sind    hier   die    Anfangswerthe, 
welche  durch  die  vorige  Beihenentwick- 
luDg  gegeben   sind.     Es  ist  klar,   dass 

man  auf  dieselbe  Weise  von  C  zu  einem  *^  x^ 

hinreichend  nahe  gelegenen  Punkt  D  nnd  "   \                        ' 

so   zuletzt   zu  E   derart  gelangen  kann,  und  da  ««=0,  ist  auch  ©=0. 

dass    man    das  Ziel  immer  durch   eine  g?)  Integration  vonn  Gleichun- 

endhche    Menge     von    Entwickelungen  ^n    mit    n+1    Variablen    durch 

nach   ganzen  positiven  Potenzen  bezflg-  o'^ihen 

lieh  der  Grössen  «— »^,  «— «i,  »--»....  ,            «... 

erreicht     Bemerkenswerth  ist  es ,    dass  I>i«     eben    gegebenen  Fnncipien   er- 

man    im  Allgemeinen  besser  tiiut,    die  »trecken  sich  auf  den  allgememsten  Fall 

Eeihenentwickelnngen    nicht    nach   dem  von  n  Gleichungen  mit  n+1  Vanablen. 

Hadanrinschen    Satze,     sondern    direct  Wir  setaen  wieder: 

nach    der    Methode    der  unbestimmten  du 

Coefficienten  vorzunehmen.    Wir  werden  1)     "j-^tih^i^i'*  •)» 

später  Beispiele  geben.  , 

Es   lässt   sich  aber  auch  zeigen,  dass  ^ti-fu  n,  «,...)..  . 

es  ausser  der  so  gefundenen  keine  zweite  di 

Function  u  gibt,  welche  die  Differenzial-  "v^ie   oben    kann    man  die   Behandlung 

gleichung  ^-nu,  »)    erftUt,    und    für  J^  ^en  Fall  rarttckÄhran,  wo  die  An- 
"  ''dz  fangswerthe  der  Vanablen  «=0,  «=0, 


y    7(t)rf» 
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II ^=0  .  .  .  sind.  /;  ^1  sollen  eindeatig  nnd  eontiniiirlieh  bleiben,  fo  lange  die 
Moduln  Ton  s,  «,  «i  .  .  .  nicht  grösser  als  Qy  r,  r^  ...  sind.  Jlf,  M|  .  .  .  sind 
die  grössten  Werthe,  welche  die  Moduln  von  f^  f^  ...  auf  dem  Integratiomwege 
annehmen.    Wir  setsen  dann: 

1 


(•-;-)('-?)('-?)■■• 


Die  partiellen  DifiFbrenzialqnotienten  von  fj  fg  .  .  .  für  »=tf=U|=  .  .  .  =0  ha- 
ben dann  Werthe,  deren  Moduln  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Differensial« 
qnotienten  von  Jlf^,  M^fft  .  .  . 
Setsen  wir  jetzt: 

~  =  Afr/  («,  r,  tf,  .  .  .),    ^=Jf,  y(»,  »,  «j  .  .  .)  .  .  ., 

so  haben  die  Differenzialquotienten : 

Wo'   KdT/.  '  '  '  VS^/o'   Vd»«  /•  •  •  •' 

die  man  durch  Gleichungen,  entsprechend  den  Gleichungen  5)  des  vorigen  Ab- 
schnitts, findet,  Moduln,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Grössen: 

(dv\        (do,\  /d^v\        (dHA 

\di}.'    KIT/.  *  •  •  \5i7/o'    V^J.  •  •  •' 

die  man  in  Ähnlicher  Weise  findet. 

Aber  die  letzten  Gleichungen  sind  leicht  zu  integriren.    Man  hat: 

diu      dv  ^ 
also: 

M^  M,  '  '  '  "*   ' 

und  wenn  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  e>  «i  .  • .  in  eine  der  nrsprftng- 
lichen  Gleichungen  einsetzt: 

2)  (1--*)   (1-^t)  ...dk=    *** 


Di«  Integration  gibt: 

Diese  Gleichung  bestimmt  eine  Function  ib,  die  gleichzeitig  mit  s  verschwindet 
und  bis  zu  einem  gewissen  Modul  R  eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  -^  8ei  A 
das  Maximum  des  Moduls  von  k  innerhalb  dieser  Grenzen,  so  ist: 


( 


—  I   <1  •  2  .  . .  n  — , 


und  um  so  mehr: 


modl  —  I  <1  •2.  .  •  n — * 


Ä» 


mod  I  ^^-^  I  <  1  «a  . . .  I»  — *— 1 


A" 
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worauf   dMiii   folgt,    dtOB  die  Entwick-  der  Autdrtick  links  in  der  Gleidumg  3) 
Ittogen:  Null  wird.    Es  findet  dies  statt,  wenn 

u-(^Jt)    ,J^J^)    -^+  ik=^    oder  =^  ... 

(  /j2     \        <  "^     Sotst    man    den  kleinsten    dieser 

*ii)    ,^(l!_ül)    -I-.4.    .  .  .  Werthe  in  die  Gleichnng  3),  so  gibt  der 

dz  /•        \  rfz*  /•  1  •  2        •  •  •»  Bugehörfge  reelle  nnd  positive  Werth  von 

£  das  gesachte    R  an.     Der  Aasdmek 

so  lange  convergiren,  als  der  Modul  von  aber  wird  einfacher,  wenn  man  die  Gren- 

s   kleiner  als  R  ist,   nnd  diese  Beihen  zen  der  Entwickelang  etwas  verengt, 
genfigen    also    den  gegebenen  Differen-       Zn  dem  Ende  ersetzt  man  die  Modnln 

zialgleichangen.   —   Es    ist  noch   A  zn  r,   r^  .  .  .  dnrch    den    kleinsten  nnter 

bestimmen.     Da    k  mit  »  verschwindet,  ihnen,  nnd  die  Maxima  Af,  ^j  ...  dnrch 

so  bleibt  diese  Grösse  eindeutig,  so  lange  das    grösste    derselben.      Dann    nimmt 

als  irgend  2  Wurzeln  der  Gleichung  3)  Gleichnng  2)  die  (Gestalt  an: 
nicht  gleich  werden.    Letzteres  aber  tritt  Jf     m  dli 

ein,    wenn    der   Differenzialquotient    in  (1 k)    dkzzzz , 

Bezug    auf  k  im   Ausdrucke  links  der  **  1— s 

Gleichnng   3),   oder    was    dasselbe  ist,  nnd  die  Integration  gibt: 


[i_(i4*r+']=-,,,(i-i). 


d.  h. 


/       Ä\  r  "Wie  vorhin   f&hren  wir  dnrch  Snbstitn- 

*8^1"-  -■^-  '~*(fl|j.i)j|fp»  tion  die  Anfangswerthe  auf  den  Fall  zn- 


Ä(m+1) 

Die  Function  k  bleibt  dann    eindeutig       Sei 

nnd  continnirlich  bis   zu  einem  Werthe  ^_r/ 

Jl,  welchen  die  Formel  gibt:  5*~' ^**'  *^* 

Wie  vorhin   f&hren  wir  dnrch  Substitu- 
tion die  . 
rttck,  wo 

*  =  0,    i«=0 
f 

—  7 —  ^v  if  «*•      Nehmen   wir   an,  dass  für  diese 

Ä=p  (l-t      ^"*'*'  ■^^  ^^).  Werthe 

/"(O,  0)  =  oo 
ICan  sieht,  dass  die  ganze  Entwicklnng   .  ^ 

nur  die  Wiederholung  der  im  Abschnitt  "*'  '^  ****®°  ^*'- 

26)  gegebenen  ist.  ^^       .  1 

/    («I     *)  =  > K 

28)  Betrachtung  des  Falles,  wo   ^^^  erhalten:  ^ 

sich  auf  dem  Integrationswege  wu»i*ou. 

Discontinnitftten  finden.  dx 

--.=y(ll,»). 

Der  Fall,  wo  sich  eine  DiscontinuitJlt 

auf  dem  Integrationswege  findet,   kann  wo   f&r  «=0,  tf=0  auch  9.  =0  ist.    Da 

allerdings  wie  bei  den  bestimmten  Inte-  also  in  der  Kachbarschaft  dieses  Werthes 

gralen  durch  eine  beliebige  kleine  Ans-  (f*  continuirlich  bleibt,  so  kann  man  nach 

biegung  vermieden  werden.  dem   obigen  Verfahren  z  in  eine  Beihe 

Indess  ist  gerade  die  Betrachtung  die-  "^^J  ,  «*'"®°    positiven   Potenzen   ent- 

ser  Discontinnitäten  eine  Quelle,  answel-  ^'^'^«*'^* 

eher    die   Erkenntniss    hOchst    wichtiger  »=i4o  t«"+-<4,  u""^ '+ .  .. 

Eigenschaften  der  Functionen  zu  schöpfen  ^as   von   u  freie  Glied  verschwindet  je- 

ist.    Wenn   wir  diesen  Gegenstand  also  denfalls,  da  für  i*=0,  s=Oist.    Nehmen 

'!l^"fr''°''"'''^'.*^*'lT^^'^'^^^^   ^»r   de;  Allgemeinheit  wegen  an,   dass 
cendenten  zu  verweisen  haben,    so  be-     ^  *  »  > 

schränken  wir  uns.  hier   auf  ^ine  Glei-  u     die   erste  Potenz  von  u  ist,   welche 

chung    zwischen  zwei    Variablen   erster  vorkommt. 

Ordnung,  wo    für  einen  gewählten  An-       Um  a   zu  bestimmen,  entwickeln  wir 

fangssrerth  von  z   nnd  «  der  Differen-  c^uch  ^  (u,  z)  in  eine  Beihe  nach  Poten- 

du  zen  von  u  und  z: 

Bialqnotient  —    unendlich    wird.     Die 

Ausmhmng  ist  dem  schon  angefahrten   f'  (*»  *)  =  «««+*«+c«*+e««.f.    .   .   . 
Buche  entnommen.  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist* 
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4 

Gleich  Kuli  kann  m  nicht  sein,  weil  1       ^4-47r. 

dann  für  s  =  0  '/■  (m,  »)  nicht  gleich  Null  «hTT  "m+T** 

wAre.  *'t  =  ^o''  « 

Setzt  man  in   9  («,  s)   den  ehen  ge-  •  •  . 

ftindenen  Werth  von  %  ein,  so  kommt: 

•  •  • 

y.  («,  »)=  ««•+4.1.««+  .  .  .  ^^  y+2^„ 

und,  indem  man  den  Werth  Ton  »  diffe-  „    —!}•*■*+<     <•+ 1    *' 

renzurt:  m        * 

rf«__  .       *^~*  .  j   /    .  i>   «  Wahrend  also  der  s  entsprechende  Punkt 

j^ — il^aw         +-<l|(«+i;u  .  einen   unendlich    kleinen  Kreis  um  den 

Tfc-  A     j      t      •*      /       \  -j     ^a^*^  Punkt   t=:0  beschreibt,  geht  ««  in  «,, 

Dieser  Ausdruck  mit  y(i*,  »)  identificirt,  ^     in  ii,   .  .   .  „  *in  11   ,  und  i* 

gibt:  m— I  m'  m 

,  wieder  in  «^  über.    Wenn  also  derDif- 

ii 0««         +  ^  I  (ff  +  1) M    =  Ott  ferenzialquotient   für   s  es  » ^ ,    « = « |  un- 

^  endlich   wird,  und  m  die  Ordnung  des 

+i^o«  »  niedrigsten  partieUen  Differenzialqnotien- 

worans  folgt,  dass  a   nicht  gleich  NuU  ujn  von  1  nach    ««    ist,    welcher    nicht 
sein  kann,  weil  sonst  A^  oder  a  gleich  f  »       ^tvo.?.    **iv«i, 

KuU    w&ren.     Das   letztere   widerspricht  verschwindet,   so  hat   die  €rrosse    m+1 

der  Annahme,  das  erstere  dem  umstände,  verschiedene  Werthc,  von   denen   jeder 

dass   M«  die  erste  wirklich  vorkommende  *°   ^/°   folgenden  übergeht,  wahrend  » 

Potenz  von  m  war.    In  diesem  Falle  gibt  ^  t^^^^  ?•  ««cn  Kreis  beschreibt 

es  also  kein  mit  %  verschwindendes  In-  ^^  w"^k^"^!?^!°  ^*^  •*  "  ^"^"^ 
^--_l  alten  Werthe  zurück. 

^^"'  Seteen  wir  jetzt: 

Es  mnss  also  sein: 

ff— l=m,    ^0  0r=a,  z— »i 

cl   h  .  Wahrend  S|  einen  Umlauf  macht,  macht 

ö  «  deren  m+1;  denn  setzt  man z^=^e, 

■«^•*4-li  ^»  =  ^  ,  ^>  so  ist: 

und  man  hat:  »  =  ^"*+*  e^"*"*"*)^  =Äe^*, 

«     tt"**^^  4-  ^^"oxx.  wird   ^  um  2;r  vennehrt,  so  vcr- 

""m  +  l  T  .  •  .  mehrt  sich  r  um  2(fii4-i)rf,  es  macht 

^     ^,  .  ,  ,  also  M  einen  Umlauf.     Hieraus  folgt: 

Ist  %  sehr  klem,  so  kann  man  aUo       ^^^ass  u  eine  eindeutige  Function  von 

setzen:  ^5^  igj«  „nd  gich  folglich  in  eine  conver- 

1  girende  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von 

1 

s  I  =  t  "^  +  ^  entwickeln  lasst.    Man  hat 
also: 


WO 


'•=V"ij~/        •  •  •  «=Ä«  ^i  ^  +Äi»,  ^  +  . .  . 

ist    Es  gibt  also   m+1  Werthe  von  «  Dies    gibt   m+1    verschiedene   Werthe 
ffir  jeden  Weith  von  z.  *        ^  1  , 

Setzt  man  noch  z=:re^*  und  seien  ii^,  yon  «,  da  »i''*'^  *  =  y^  eben  so  viel 

«1  .  •  .  «     die  zugehörigen  Werthe  von  Werthe  bat 

^  >o  »t:  29)  Beihenentwicklungen    für 

ii\  verschiedene  Integrale  von  Dif- 


i»=Ä,r*  +  S' 


^  I   ,  ferenzialgleichungen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 


+1^  ^+y+«»  =  0. 

20 
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Nehmen  wir  an,  dass  Ar  «=0,  y=yo  wi,  «o  hat  man; 

rf'v 

0=-y-««+8x»-6*+6, 

•  •  • 

•  •  • 

!^=  (-l)"(y+4r«-8jr«+6*-6). 

Diese  allgemeine  Formel   gilt  fAr  jeden  Werth  von  n,  der  gröster  ah  3  iit. 
Setien  wir  x=0,  y=y«f  so  gibt  der  Maclanrinsche  Sata  aber: 

y  =y«-y.«+y,  ^^-  y,  j^^+(y.-6)  jT^Va"^*"^^  l-2-'8.4.5  "^  *  '  * 

Nach  Abschnitt  25)  conTergirt    diese  Beibe    so   lange ,  als   der   Modal   Ton  x, 

r 

die  Grösse:   /l=(l-e     ^^^)q  nicht  übersteigt. 

r  und   Q  sind  hier  die  grOssten  Moduln  von  x  und  v,   i&r  welche  — y— x' 
eindeutig  und  oontinuirlich  bleibt.    Da  dies  immer  stattfindet,  so  ist: 

^::gO,  il=:GO, 

und  es  conyergirt  dieBeihe  fAr  x  immer.    Dieselbe  nimmt  auch  die  Form  an: 

jr=(y.-6)(l-x+i^  - 1^3  + j7-|^- . . .) 

t 

Offenbar  aber  Iftsst  sich  diese  Beihe  sommiren  nnd  man  hat : 

y=(y*  ~6)«"*+6(l-«)+3«'-«». 
II)  Sei  gegeben: 

.g+y=0,    oder    0=-J, 
eine  Gleichung,  f&r  die  man  anch  das  System  setsen  kann: 

dx       *    dx  x' 

Die  Integration  kann,  wenn  Beihenentwicklnng  nach  gansen  Fotensen  gefordert 

wird,  nicht  mit  «=0  begonnen  werden,  da  in  diesem  Falle  ^  nnendlidi  werden 

X 

kann. 

Setsen  wir  also: 

dy 
so  erhalten  wir: 

^y« y«  '*'y«_-*»/+y« 
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•Im  aaA  dem  TaylorMkea  SalM: 

Um  ans  A.bflchni(t  26)  die  Grenzen  der  CSonvergens  dieser  Reihe  zu  ersehen,  ha^ 
ben  wir  su  setzen: 

y=ya+y*'     «=ya'+*^»     «=«+«,. 

Das  System  von  2  simultanen  Gleichungen  wird  dann: 

Der  Ausdruck  yj+*,  bleibt  stets  eindeutig  und  continuirlich, : f&r  alle 

complexen  Werthe,  in  welchen  der  Modul  von  jp,  kleiner  als  der  von  a  ist.  "Wir 
setzen  also : 

Qzza, 

und  für  r,  r^  diejenigen  Werihe,  welche  sich  aus  der  Beihenentwichlung  f&r  y 
ergeben,  wenn  man  darin  x^=0,  also  «  =  2a  schreibt.  Auf  ähnliche  £:t  wer- 
den die  Moduln  M  und  Jlf  j  bestimmt.  Man  ersieht  auf  diese  Weise,  dass  unsere 
Beihe  nicht  immer  conrergirt.    WArde  man  die  Gleichung: 

fortgesetzt  differenziiren,  so  erhielte  man: 
J»y       rf'y       dy     ^         d*y    ^d^y       d*y      ^        d*y  ^  ^d*y   .   rf«»       . 

Nimmt  man  nun  an,  dass  für  «=0  auch  y=0  sei,  und  setzt  Torans,  dass  kein 
Differensialquotient  unendlich  wird,  so  erh&lt  man,  wenn  y/  der  Anfangswerth  von 

-f-  ist,  durdi  Entwickhing  nach  Madanrin: 
dx 

y-y*  ^*"rT2  + r^r70"r2:3r¥.8.4"*" '  • '^^ 

und  da  diese  Beihe,  wie  sich  direet  ergibt,  immer  convergirt,  so  gibt  sie  ein  In- 
tegral. Es  ist  dies  aber  ein  particulares ,  da  es  nur  eine  Constante  enth&lt.  In- 
dess  lisst  sich  das  allgemeine  durch  Variation  der  Constanten  (Abschnitt  16) 
hieraus  bestimmen.    Zu  dem  Ende  sei: 

so  ist  C^(z)  das  allgemeine  Integral,  wo  jedoch  C  eine  Function  von  x  ist 
Setzt  man  in  die  simultanen  Gleidinngen: 

j^=z,  *j^+y=0, 

y=Cy.(*),         z  =  C,v'(x) 

C»'(*)+»(«)J^=C,y.'(«), 

jcC,  ,."(«)+•,/ (*)^+Cy(«)=0, 
Gleidiungen,  welche  man  auch  schreiben  kann: 


ein,  so  erhftlt  man: 
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x<fi"(x)+(/'(x)  Tenehwindet  nkmlieh,  weil  y=f  («)  ein  Integral  ist.    DirA  Sab- 
traction  ergibt  sich,  nadidem  man  bexOglicn  dnrch  y  («)  nnd  *(/'(x)  diridirt  hat: 

d(C- 


Wegen  x f" (»)+</■  {x)=0  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an; 

(C-C,)<te  -      ^{x)       »/(x)' 
und  das  Integral  ist  offenbar: 

oder : 

wo  a  die  Integrationsconstante  ist. 

Setst  man  hieraus  in  die  erste  Gleiebnng  des  STstems  den  Werth  von  C— C, 
ein,  so  hat  man: 

^  ^  ' dx       tf'(x) 
d.  b.  integrirt: 

Das  allgemeine  Integral  der  yorgelegten  Gleidmng  ist  also : 

Entwicklang  nach  ganzen  positiven  Fotenien  von  x  kann  hier,  wie  voranssaseben 
war,  nicht  stattfinden. 

ni)    Sei  gegeben: 
Man  findet,  wenn  man  weiter  differensürt : 


Die  Gleicbnng  gibt  keine  allgemeine  Bntwicklmig  nach  gansen  Folemen  ron  », 

da  für  «=0,  rr-4  unendlich  werden  kann.    Indess  gibt  diese  Form  ein  particnl&- 

res  Integral,  welches  wie  oben   cur  Aoffindang  des   allgemeinen  yerwendet  wer- 
den kann. 

Setst  man  nimlich  x=:0,  nnd  verlangt,  dass  keiner  der  Differensialqootienten 
unendlich  sei,  so  ergibt  sich: 


allgemein : 


=0; 
wenn  «  ungerade  ist: 


991 


Jim  jm 


Es  ergibt  sich  hieraus,  wenn  yzry^  fftr  x=0  ist: 

y~^*  ^^""172^  "^1.2. .5      rSTT?*^  •  •  '^^ 
eine  immer  conyergirende  nnd  leicht  sn  snmmirende  Beihe>  welche  gibt: 

y=—^ — 

Um  das  allgemeine  Integral  za  haben,  wendet  man  wieder  die  Variation  der  Coil« 
Btanten  an.    Ist  C  jetzt  nicht  constant,  so  hat  man : 

^  sin  (x  Yn) 

rfy  _dC  Bin  (xYn)  ^  ^  x       ^ 

dx      dx  X  dx 

d»g  ^  d»Cm(x\n)    ^rfC  j/Bin(»V«)\         '   \      X       / 
dm^      dx*         m  dx      \       X       J  dx* 

also  wenn   man  dies  in  die  vorgelegte  Qleichang  einsetzt  mit  Berücksichtigung, 

_        sin  (af  yn)    . 

dass ^  ein  Integral  ist: 

X 

,  sin  (d^yn) 

-^sm(*y»)+24rjj.— ^jj^+25^  —^—=0, 

Selbstyerst&ndlich  ist  das  hier  eingeschlagene  Verfahren  dasselbe,  als  wenn  wir 
die  Yorgelegte  Gleichung  in  2  simultane  yerwandelt  hatten  Die  Gleichung  nimmt 
die  Gkstalt  an : 

^+2Vncot(xV«)g=0, 

also  durch  Integration: 

dx  ~  (sin  [x  Yn])*' 
und: 

C=C+ C"  cot  (*yn), 

welches  das  Tollst&ndige  Integral  gibt: 

C  sin  (xYn) + C  cos  (ar  Yn) 

y= 

IV)  Es  soll  jetzt  die  Gleichung: 

rf^      1^      =0 

dx*      X  dx 
durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten  integrirt  werden.    Da  es  mög- 
lich sein  kann,  dass  für  x^O,  ^=«>    ^i^>  so   ^^^^^  ^'  ^^  Exponenten  un- 
bestimmt, und  setzen: 

Dies  zweimal  dififeremdirt  und  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  gibt: 

+ii4«(«-l)»'^""Vii,iJtf-l)«^"'Vii,y(y-l)«^"V  ... 
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Setot  man  den  CoefBcienten  von  «~2  gleich  Null,  ao  kommt: 

a  =  0. 

Wenn  ß—2  kleiner  als  a  wäre,  so  würde^  sich  auch /)  =  0  ergeben,  was  nicht  mög- 
lich.   Wir  setzen  also: 

/J— 2  =  «,  y— 2=^  .  .  ., 

worans  sich  ergibt: 

«=0,     /J=2,    y=4  .  .  ., 

il,/J«+it,=0, 


also: 


^2-    2«'     ^•-g*-*»*        *~     2M[»"^« 


*« 


Man  erhält  auch  hier  nur  ein  particnl&res  Integral.  Uebrigens  sind  in  unserer 
Annahme  über  die  Exponenten  a,  ß  .  ,  ,  Willktürlichkeitcn  enthalten.  Sie  Hessen 
sich  auch  so  w&hlen,  dass  man  das  vollständige  Integral  erhielt,  wenn  man  diese 
Exponenten  negativ  nähme. 

V)  Die  beiden  znletzt  behandelten  Gleichungen  sind  nur  besondere  Fälle  der 
folgenden : 

dx*       X  dx       ^ 

Indem  wir  auf  ein  allgemeines  Integral  ans  den  bereits  angefahrten  Gründen  ver- 
zichten können,  wollen  wir  setzen: 

also: 

dx 

also  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung,  und  durch  Zusammenfassung  der  mit  der- 
selben Potenz  von  x  multiplicirtcn  Glieder  erhält  man ; 

i4<,a(«— l)-hi»il^ft  =  0, 

^i«(«+l)+«^i(«+l)=:0, 

A^  («+1)  («  +2)+iii  A,  (a+2)  +  nA.  =  0, 

'^3(«+2)(a-f-3)  +  mi4,(«+3)  +  ni4j  =0 


il,(«+#-l)(a+i)+mil^(a+«)-|-nii^_^=0. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

a=0,     oder    «  =  1— m. 

Je  nachdem  wir  den  einen  oder  andern  Werth  nehmen,  wird  die  Reihenentwick- 
lung eine  ganz  verschiedene  sein.     Gehen  wir  zunächst  von  a=:Oaus,  so  konunt: 

allgemein: 


«■"«(«-i-i-iy 
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also: 


A 


(-i)'6)*^. 


•  •  • 


-.'«  + 1""^'     "* -'« ■"  1 . 2 . 3  . . .  *(m+l)  (m+8)  . . .  (»1+21-1) 
Es  ergibt  sich  hieraus  die  Beihenentwicklnng : 

y^Aifix), 
wo  an  setaen  ist: 

I-       (!)•♦•  (!)•'• 

^^'^"-^    l(m+  1)  +1.2(m  +  l)(m+3)~1.2.3(m+l)(«+3)(SH^  + 

/     n\$  2s 

1-2)^ ^  ^ 

+1.2...s(m+l)(m+8).  ..(m  +  2s-l)"^  *  *  ''' 

Setat   man  dagegen  n=l— m,  so    kommt   man  in  ganz  ähnlicher  Weise  an  der 
Entwicklang: 

y=Ä^(«), 
wo  an  setzen  ist: 

n     — m  +  3  /n\«    — m+6 

-m+l       2'  \2/  * 

^(*)=x  -    i(— q:3)-+i.2(-.m  +  3)(-m+5)'^  '  '  " 


(-1) 


p^  -  m+2;^  + 1 


■^1.2...fi(-m+3)(-m+5)...(-«+2f>+l)'*'  "  '  * 

Geben  beide  ReihenentwickluDgen  einen  Werth,  so  hat  man  offenbar  als  allge- 
meines Integral: 

yzzAtf(x)+Byf{x). 

In  der  Thai  convergirt  die  Reihe  9  («)  immer,  wenn  m  keine  negative  ganze  nnd 
ungerade  Zahl  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Reihe  ^(«),  wenn  m  keine  positive 
ganze  und  ungerade  Zahl  ist,  welche  grösser  als  +1  ist.  Mit  Ausschluss  dieser 
beiden  Fälle  ist  also  in  unserer  Formel  das  allgemeine  Integral  enthalten.  Selbst 
in  diesen  Fällen  aber  haben  wir  ein  particuläres  Integral : 

y  =  iiy(x)    oder    y=Bip(x). 

Das  allgemeine  gibt  dann  die  Variation  der  Constanten.  Man  erhält,  wenn  A  als 
Function  Ton  x  betrachtet  wird: 

also  durch  Eiosetaen  in  die  Differenzialgleichung : 

^   ,,  .HA       ,  ^d*A      m    ,  ^dA    ^ 

dnrcb  Integration  also: 

dA_         C 


also: 


A=cr—ai—+c„ 


»4 

oder  wenn  m  eine  positive  nngermde  Zahl  ist: 

dx 


Diese  Formel  ist  auch  dann  zn  nehmen,  wenn  ifi  =  l  ist.  Obgleich  dann  n&m- 
lich  beide  Reihen  convergiren,  so  werden  sie  doch  identisch,  nnd  die  Formel: 

beschr&nkt  sich  anf  ein  Glied,  gibt  also  nur  ein  particnl&res  Integral. 

Es  lasst  sich  für  das  Integral  unserer  Gleichung  aber  noch  eine  andere,  oft 
vortheilhaftere  Reihenentwicklung  geben. 

Setzen  wir  zn  dem  Ende: 

wo  Ay    it.,  ii,   ...  zu  bestimmende  Constanten,   (f'{x)  eine   Function  von  jr, 
9.'(«),  iß>"(x)  ...  die  Differenzialquotienten  derselben  sein  sollen. 
Man  erhält  durch  Differenziiren : 

X  dx 

dx* 

+il»V'(*)+  •  •  • 
Dies  in    die   Dififerenzialgleichung   einsetzend,    und    den    Coefficienten    des    mit 

x^'T'P^'     moltiplicirten  allgemeinen  Gliedes  gleich  Null  setzend,  erhalten  wir: 

far  jeden  Werth  von  p,  der  grosser  als  1  ist. 
Diese  Gleichung  wird  erf^t,  wenn  man  setzt: 

(«+;»)(«+p+m-l)i4  +(2a+2;i+ifi-2)ii      j=0, 
nnd  gleichzeitig: 

Wegen  der  Willkfirlichkeit  der  Constanten  nnd  der  Function  tf  sind  offenbar  diese 
Annahmen  gestattet.  Die  letzte  Gleichung  wird  offenbar  für  jedes  /rerfUlt,  wenn 
man  setzt: 

9"(*)+«y(*)=o, 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

y  (x)  =  Csin  (x  V«) + Ci  cos  (x  Vn). 

Setzt  man  jetzt  auch  die  Coefficienten  der  mit  x^'~  nnd  x^~~ '  moltiplicirten 
Glieder  gleich  Null,  so  kommt: 

a(a-l)+mo=0,    il,  (a+l)(a+m)+i4(m+2ff)=0. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

«=0    oder    a=l^m, 

die  zweite  in  jedem  der  beiden  Falle: 

.4i  =  -i4. 

Sei  zunächst: 

a=l-rm, 
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80  wird  die  Relation  zwischen  A^  und  A^     .  sein: 

f  (p-m+  i)A^=:(m-2p)  A^_  ^. 

Durch  sncoessiTes  Einsetzen  der  Werthe   von  p,  erhält  man  einen  entwickelten 
Ansdmck  fdr  A  ,   der   mit  A  mnltiplidrt  ist.    Wegen  der  Constanten  C  und  C| 

kann  aber  ii  =  l  gesetzt  werden,  und  man  hat: 

ji  —     (wi-2p)(w~2p-f2)  .  .  .  (m-4)         1 
p  d»— TO+l)(f»— «)  .  .  .  (3— m)    1-2  •••p' 

woraus  sich  ergibt: 

.      «--»r.    ^«tt  (m-4)  .  .  .  (».-2p)   i-xf    <fji 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

l  =  Csin  («y«) + Cj  cos  {x  Vn). 
Diese  Beihe  wird  abbrechen,  wenn  '^  =0  wird,  und  in  diesem  Falle  hat  unsere 

Gleichung   also  ein   aus   einer  endlidien  Anzahl  Glieder  bestehendes  allgemeines 

Integral.    Es  tritt  dies  ein,  wenn  m  eine  positive  grade  Zahl  ist. 

Setzen  wir  nun  auch  a=:0,   so  wird  die  Relation  zwischen  A       ,  und  A^ 

p^i  p 

sein: 

.  _        m+2;»-2    . 

p       p(»+p--l)  p-l 

oder  in  entwickelter  Gestalt,  wenn  man  ^4=1  setzt: 

_(m+2)(m-f4)  .  .  .  (iii+2p-2)  (-1)^ 
p       (m+l)(w+2)  .  .  .  (m  +  p-l)  1.2...p' 
woraus  sich  ergibt: 

.-i-«£ij.  ■  (~:r)P(m+2)(m+4)  .  .  .   (m +2/^-2)  d^^  . 

''"*       !/»■*"•  ••■*■!.  2  •••p(«+l)(m+2)  ...  ("•+P-1)^       "  "  ' 

wo  l  die  obige  Bedeutung  hat. 

Diese  Beihe  bricht  ab,  wenn  m  eine  negative  grade  Zahl  ist.    Also: 
„Unsere  Gleichung  hat  ein  in  endlicher  Form  darzustellendes  Integral   im- 
mer dann,  wenn  m  eine  positive  oder  negative  grade  Zahl  ist.*' 
VI.    Wir  betrachten  schliesslich  noch  die  Gleichung: 

dieselbe,  auf  welche  wir  irfiher  (in  Abschnitt  25)  die  Biccatische  Gleichung  surAck- 
geftthrt  haben. 

Wurde  die  letztere  in  der  Form  dargestellt: 

und  waren: 

die    particul&ren    Integrale    der    ersten   Glebhnng,   so  war   das  allgemeine  der 
Biccatischen : 

r(*)+cy'(») 

»"•[/(x)+cy.(«)r 
8etit  man  aP^kx,  »a  nimmt  unsere  Oleichnng  die  Qeitalt  mi: 

wird  also  angenommen: 
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m 


2/»-2=:m,     P  =  y+1, 


und  darch  x"^  diTidirt,  so  hat  man: 

d^u  .      m     l_du 
52*"^m+2«  dz 

oder,  wenn  man  setzt: 

-+i 

yA  • 


Ak' 


(--  -  ')• 


11=0, 


\m4-2/ 


d^u     \m4-2/  rfu 

2 


dz-i^—T-  *—=<'• 


4>ll         1  <<M  - 

Sei  ferner  gegeben: 
Wir  setsen: 


Diese  Gleichung  aber  stimmt  TÖUig  mit 
der  in  V)  behandelten  überein,  wenn 
man  darin  cetst: 


'ZZX 


«, 


fOr  m    nnd    ^1  fUr  n, 


m  +  2 

Ist         Q   eine    negative    oder    positive 

grade  Zahl,  so  wird  also  das  Integral  in 
geschlossener  Form  aufzufinden  sein. 

Setzt  man  — — rr  =  4-2»,    so     erh&lt 
m-f  2      — 

man: 


_    +4i 


oder: 


m  = 


4i 


2i4-l* 


Wir  haben  schon  früher  direct  gezeigt» 
dass  in  diesen  FAllcn  sich  ein  Integral 
der  Biccatischen  Gleichung  finden  lasse. 

Aal  die  in  V)  behandelte  Gleichung 
lassen  sich  übrigens  noch  die  folgenden 
zurückführen : 


*+-.• 

= 

6/^ 

Setzt  man 

hierin : 

y= 

Oll 

du 
dx' 

so  kommt 

• 
• 

d^u 
dx^" 

ab 

iir    , 

nnd  wenn 

man: 

2Va6 

1 

2 

e 

px 

^z 

setzt: 


und  erhalten: 

^  +  2(ü±l)  *+;,.,  =  0. 
rfjc«  ^        X       dx    ' 

30)  Integration  von  Differen- 
z  ial  gl  ei  chun  gen  durch  bestimmte 

Integrale. 

Da  viele  Reihen  durch  bestimmte  In- 
tegrale summirt  werden  können,  so  ist 
es  oft  möglich,  auch  Integralen  vonDif- 
ferenzialgleichungen  die  Form  bestimm- 
ter Integrale  zu  geben.  Man  kann  auch 
in  manchen  Fällen  sich  directer  Metho- 
den bedienen.  Indessen  sind  hierbei 
mancherlei  Vorsichtsmaassregeln  nöthig. 
Zunächst  muss  klar  sein,  ob  immer  oder 
in  welchen  Grenzen  das  bestimmte  In- 
tegral einen  Werth  habe.  Es  kann  fer- 
ner das  Ucsultat  illusorisch  werden,  wenn 
die  Function  unter  dem  Integralzeidien 
für  einen  bestimmten  Werth  disconti- 
nuirlich  wird,  ein  Umstand,  der  mit  der 
Auswahl  der  Anfangswerthe ,  d.  h.  der 
Integrationsconstanten ,  in  enger  Verbin- 
dung steht.  Entsteht  das  bestimmte  In- 
tegral durch  Summirung  einer  Reihe,  so 
ist  femer  festzustellen,  ob  es  so  lange 
gelte,  als  die  Reihe  convergirt,  da  es 
vorkommen  kann,  dass  in  gewissen 
Grenzen  die  Summe  dieser  Reihe  eine 
ganz  andere  Form  hat  als  in  andern. 
Umgekehrt  kann  auch  das  bestimmte 
Integral  weitere  Grenzen  haben  als  die 
Summe.  Kurz,  im  Allgemeinen  gehört 
die  Zurückführung  des  Integrals  einer 
Differenzialgleichung  auf  irgend  eine 
Form,  oder  eine  Reihe  von  Formen,  die 
in  allen  Grenzen  ein  Resultat  geben,  zu 
den  schwierigsten  Untersuchungen  Q^o- 
bei  auch  die  complexen  Werthe  der  Va^ 
riablen  zu  berücksichtigen  sind),  wegen 
des  Wechsels  dieser  Form  bei  Ueber- 
scbreitnng  derDiscontinuitäten  und  Mehr- 
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dentigkeiten.     Als  Muster  der  Behand*  den    keisesweges  die  nodi   sehr  naiTa 

Inng  eines  solchen  Problems  kann   die  Weise  hinreiebendt  in  welcher  man  sich 

Abhandlung  Biemann's    (siehe  die  Ab-  beut  zu  Tage  in  Wien  mit  diesem  Pro» 

bandlnngen    der    Göttinger   Gesellschaft  blem  abfindet. 

der  Wissenschaften)    über  diejenige  li-       Wir  müssen  uns  hier  mit  einigen  ein- 

neare  Differenzialgleichnng  dienen,  wel-  fächeren  Beispielen  begnügen. 

eher    die   hypergeometrische   Reihe    ge-       I)  Wir  wollen  zunächst  die  in  V)  des 

nfigt     Was    speciell  die   AosdrÜcke  in  vorigen  Abschnitts  betrachtete  Gleichung 

der   Form    bestimmter   Integrale    anbe-  wieder  aufnehmen. 

trifft,  so  ist  ans  den  angefahrten  Grfln-       Es  ist: 


CO.  («cos»)  =  1 j-;^-  +  rFäTl- 


•      •       • 


Wir  multiplidren  mit  sin  w  dv,  und  integriren  in  den  Grenzen  o  nnd  ;r,  was 

jedoch  nur  einen  Werth  gibt,  wenn  m  positiv  ist,  da  im  entgegengesetzten  Falle 
an  den  Grenzen  die  Function  unendlich  würde.  Berücksichtigen  wir  ferner  bei 
dieser  Integration  die  Formel: 

/"  2«  .      11  .  l»8-6...(2f-l)         r"  ,       14  . 

^cos«     sm..   d.  =  ^^^^^^^^^  ^  ^      ^^^,J  ^sin.^rf., 

wo  f4  grösser  als  —1  zu  nehmen  ist.  (Es  folgt  diese  Formel  ans  den  in  Abschnitt 
27)  des  Artikels:  „Analytische  Quadratur^  gegebenen,  durch  fortgesetzte  Wieder- 
holung des  Verfahrens.)    Man  erhUt  dann  das  Schlussresultat: 


I      cos  (a  cos  itf)  sin  (a^        d»:::   I      sin  ta 
/    0  /    ft 


«—  I  . 


"'"l.2-3...p(m+l)(iii43)...(iii+2;>-l)' 
d.  h.   wenn  man  cr^xyii  setzt: 


fu;* 


/      008  («  V«  cos  w)  sin  w"*     ^<iw=:    r     sin  w**     '  dto  [1-  -^  ^  (»+1)"^ 

*     (t)"__         ,      '      (-¥)'  , 

"*"i  .2  (m+l)(«  +  3)     '  *  •  ■^1.2...p(m+l)(m+8)...(m+2;>-l)'*'  '  "^' 
Es  ist  dies  aber  offenbar  die  in  V)  des  vorigen  Abschnittes  mit  y(ar)  bezeichnete 

Beihe,  multiplicirt  mit  /      sin  ai"*~~  *  dio.  Da  nun  y  =:  Ay  (x)  eine  willkürliche  Con- 

J    0 

Staate  enthält,  so  ist  ein  particoläres  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

/Ä  IH—  I 

eos  (x  Yn  eos  a»)  sin  es  ifo», 

0 

jedoch  nur  dann,  wenn  m  positiv  ist 

Die  mit  tp(x)  bezeichnete  Reihe  llust  sich  auch  unter  der  Form  schreiben: 

nx* 


(f)' 


*(')='  P-  1 . (_«+3)+l  •  a  (-»+3)  (-m+5)  ~ 

(-tT  , 

"*■  1.2..K-«+3X-«+5)..(-ifi+2p-|-l>"^  '  •  'J' 
nnd  man  sieht  hieraas  leicht,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  Klammem  von  der 
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Beihe  ^(x)  nur  dadorch  nntencheidet,  dass  für  m  gesetst  worden  ist  — m+2.  — 
Die  Venrandlung  in  ein  bestimmtes  Integral  Ahnlidi  dem  vorigen  setzt  also  Tor- 
ans,  dass  m  kleiner  als  2  ist.    In  diesem  Falle  hat  man: 

y=:  Bx^  '~**  /       cos(«yfia>)  sin  ta^  ""**  rfw. 

Beide  Ausdrucke  haben  einen  Sinn,  wenn:  0<fli<2  ist,  und  in  diesen  FftUen  ist 
also  das  allgemeine  Integral: 

/fl  «I,— 1  1  —  m    f^  1  — M 

cos («y II cos») sin «D  dta+Bx  I    cos(xyficosei>)sinai         cfoi 

0  *^   0 

=  /  m-l      I-Asmo)  +Ä*  I»«. 

Ausserhalb  der  Grenzen  Knll  und  Zwei  besteht  immer  eins  der  particularen  Inte- 
grale, aus  welchen  sich  nach  der  im  Torigen  Abschnitt  gegebenen  Methode  das 
allgemeine  finden  l&sst.  An  den  Grenzen  selbst  findet  nur  ein  particulires  Inte- 
gra statt.    Für  111  =  0  wird  die  Gleichung: 

woraus  das  Integral  direct  zu  finden  ist: 

y  =  C  sin  (« V^)  +^  ^^^  (^V**)» 
welches   sich  andi  aus  Betrachtung  des  bestimmten  Integrals  fILr  y  und  Anwen- 
dung der  Variation  der  Constanten  ergeben  w&rde. 
F&r  m=2  ist  die  Gleichung: 

rf^      2^         =0 
dx*      X  dx       ^ 

Sie  ist  schon  im  Torigen  Abschnitte  behandelt  worden  und  ergab  das  Integral: 

_  C  sin  (acV») + G  cos  (x  fn) 

einen  Werth,  den  man  auch  direct  erhält,  wenn  man  setzt: 

ff 

wo  dann  die  vorgelegte  Gleichung  wird: 

Es  verdient  noch  der  Fall  Berücksichtigung,  wo  mr:!  wird.  Obgleich  in 
diesem  Falle  beide  particulären  Integrale  gültig  sind,  so  werden  sie  doch  in  cUe- 
sem  Falle  gleich  und  geben  also  nicht  das  allgemeine  Integral.  Jedoch  erhftlt 
man  dasselbe,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Werthe  von  y  für  m  setzt  l  +  d^ 
und  (T  abnehmen  l&sst.    Man  hat  dann  nftmlich: 

COS (o; Vncos  (u)  [^  sin 0)   +  Bx      sin  oi      ]  do*, 


aber: 


(xsino))     =1— (rig(«8in«)+  .  .  . 
sino)  =l+cflgsina;+  .  .  . 


also  mit  Vernachlässigung  der  die  erste  übersteigenden  Potenzen  von  <f : 

/n 
cos(xyiicos(tf)(ii+B+<f[(^-i^)lgsinu~i^lg^])dw. 


Setaan  wir  hierin : 
■0  ergibt  lieh: 

oder  da  C  and  E  endlich,  (f  mber  nnetidlidi  klein  «ein  foll: 

fB=-E. 
Durch  EinteUen  diefer  Werthe  eAUt  man: 


doo 


^    dx     .  1  «= ~ 


^        u^ifi^al  >^)  In  dem   einsigen   Falle,   wo  iii=— 2 

*'    ^*  ist,  werden  beide  particalüren  Integrale 

wo  ff  das  gefundene  particnl&re  Integral  illusorisch.     Es    ergibt   sich   in  diesem 

der  Gleichung:  Falle  direct: 

d^u .  m  dhi Au 

ist  ^in«  Oleicfanng,  die  der  in  Abschnitt  2) 

Für  111=0  hat  man:  II.   behandelten  Klasse  angehören,  nnd 

^s^  deren  Integral  ist: 

wo:  wo  Jk(  und  k^  die  Worseln  der  qnadra- 

m    .  tischen  Gleichung: 

2yA     "2^*  Jk«-*=il 

2  = ^—7;  X 

m+2  sind. 

gans    wie     im    vorigen    Abschnitte    zu     .  11)^^5,  Y^"««  »^«'  "<^1^  «^  <ii'«<^t« 
Lt»«  ist.    Das  Int4«l  i»t:  ^'*  ^la  Gleichnng: 

firrCe'+JEe""*.  dx^ '*'    m»    dx"^  ^' 

Ist  m^  —  4i  so  erh&U  man :  offenbar  dieselbe,  mit  der  wir  uns'  eben 

beschäftigten,  <1urch  bestimmte  Integrale 
d*H     2  du       _^  auflösen,  um  eine  Anwendung  auch  die- 

^^J"^  ■"**""  ser  Methode    su    leigen.     Wir    folgen 

hierbei   dem    Gange,    welchen   Lobatto 
und  wenn  man  :  (Crelle's    Journal ,    Bd.  17)    eins<^Sgt. 

Das    Besuitat,    wie    es    schon    gegeben 


V 


«=0  worden  ist,  rührt  von  Kummer  her. 


2 


Setzen  wir: 


setzt 


d^v      ^  y=f'  ^^*' 

—-—»=0,  *' 

di^  wo  P  eine  zu  bestimmende  Function  von 

g]gQ.  p  ist,  so  erhält  man: 

'£  =  - f  •-'^Ppip, 

^-  r  ,-p'pp*xdp=-t-p'pp*+f«-f*d(pp*), 

and  wenn  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  setzt: 

0=  •-f"P(e^-p*)+  r  e~'^[d(Pp*)-e*dP-'!^Ppdp]. 

Setzt  man  den  unter  dem  Integralzeichen  erhaltenen  Theil  gleich  0,  so  kommt: 

oder  durch  Integration: 

m+  « 

Die  Grenaen  des  ftr  y  gesetzten  Integrals  ergeben  sich,  wenn  man  den  Tbeil 
aaaserbalb  des  Snmmenaeichons,  welcher  ffir  die  Grenswerthe  gilt,  vendiwindai 
liest.    Es  ist  also  zu  setzen: 
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Ist  poaitir,  bo  wird  diese  Gleichung  erfüllt,  wenn 

m 

p=:+c    oder     zz—c 

ist.  [Der  Werth  p=QO  gibt  im  Allgemeinen  kein  Resnltat,  weil  ja  x  anch  ne- 
gativ sein  kann.*)]  Nehmen  wir  also  —  c  und  -\-c  ^%  Integrationsgrenxen,  so  er- 
gibt sich: 

m-f  1 

oder  wenn  man  fttr  p  setzt  09 : 

m+  I 

,  =  .!/''    (e«?«+e-«*«)(l-,.)     ~^^, 

wo  die  Constante  A  einen  andern  Werth  aU  vorhin  hat  Es  ist  dies  ein  parti- 
cnlftres  Integral.  Indess  findet  man  unter  gewissen  Bedingungen  ein  sweites, 
wenn  man  in  die  gegebene  Differenzialgleichung  setzt: 

IM 

y=:mx    s. 
Es  wird  dieselbe  dann: 

rf«»  .  m4-  i  rf» 

Diese  Oleichung  aber  hat  die  Form  der  nrsprflnglichen ,  wenn  man  in  derselben 

m  mit  —  m  vertauscht.    Ist  also positiv,  so  erhftlt  man  ganz  wie  oben: 

ifi 

m—  I 
! 


Finden  also  beide  Bedingungen  stast,  so  ist  der  allgemeine  Werth  von  y: 

ffi+  i  m—  1 

Setzt  man: 

m-1 

=n, 

m 

10  ist: 


*)  In  der  angeifthrten  Abhandlung  nimmt  Lobatto  irrth&mlicher  Weise  die 
Grenzen  c  und  00  als  allgemein  gültig.  Dieser  Fall  ist  aber  ein  treulicher  Beleg 
daf&r,  wie  das  Resultat  sich  mit  der  Auswahl  der  Constanten  ändert.  Sind  diese 
so  gew&hlt,  dasB  x  positiv  bleibt,  so  kann  das  Integral  auch  in  den  Grenzen  0 
und  00  genommen  werden,  sonst  nicht« 
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Bei  positivem  i»  ist  nnn  dieser  Ansdruck  fi+ 1 

immer  positiv,  wenn  n  kleiner  als  2  ist  —  ?i p^x 

and  in    diesen   F&llen   findet  der  Ans-  e^^^P  =ae      ^"^^  e 

dmck   ftir  das  allgemeine  Integral  statt.  .  ^  t.^  •  ^  .  ^       n.     i>~ 

Ausserhalb  dieser  Grenzen  ist,  wie  leicht  !»*»  »^  verschwindet  derselbe  för  p,  =00 

zu  sehen,  entweder  der  mit  A    oder  der  «"»»«'»  ^«n»  • 

mit  B  mnltiplicirte  Theil   ein  particnlft-  «  *+i 

res  Integral  der  vorgelegten  Gleichung.  ^ p^x 

Der  Fall,  wo  n  imaginär  ist,  wftrde  je«  ^"^^ 

doch  andere  Betrachtungen  erfordern.  positiv  ist,  d.  h.  wenn: 

III)    Schliesslich,  um   auch  die   Inte-  ^ 

gration     einer    hOhern    Differenzialglei-  Pi   >('t+0^ 

chung  durch  bestimmte  Integrale  zu  zei-  jgt,   eine  Bedingung,  welche  für  nnert- 

gen,  entnehmen  wir  der  angefahrten  Ab-  liebes   p^    immer   zu   erfüllen  ist,  da  n 

handlung     noch     die    Behandlung     der  eine  positive  ganze  Zahl  sein  mnss.   Man 

Gleichung:  hat  also  das  particul&re  Integral: 


n    *y  =  ^'  ^00    ^^ 


mit   der  Bemerkung,   dass  das  Besnitat  *^    0 

schon  früher   durch  Scherk    mittels   der  Q^m  ^un   §  irgend  eine  n-hlte  Wur- 

Summation  von  Beihcn  gefunden,    und  ^d   der  Einheit  vor,   so  ändert  sich  P 

direct  durch  Jakobi  venficirt  worden  ist  „icht,  wenn   man  ep  för  p   seUt,  und 

Wir  setzen:  „nn  }^^  ^^^  »  + 1  particulÄre  Integrale 

y^ft^Pdp,  von  der  Form: 

wo  P  wieder  eine  Function  von  p  sein  00    —  ^- 

soll.    Es  ist  dann :  y  =  im  /       «      *"^ '  e  *^*dp, 

—^z^je^^p^dp^  Ist  t   eine  primitive  Wurzel,   so  ist  in 

dx^     *^  dieser  Formel  s  nach  und  nach  zu  ver- 

aUo    wenn    man    in   die   ursprüngliche  toMchen  mit: 
Gleidmog  eiasetat:  .   .1    .t        .** 

/e''*P|>*rfp—  /  e^^xPdp^a^  Da  nun  jedes  dieser  particularen  Inte- 

'  grale  der  Gleichung: 

oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  theil- 

weise  integrirt:  J\ 

-e^*  p+A^*  [Pp^^dp+dP]  =  rt.  dJ 

wx.     -ni  .  u  '  .     -/*iu     «-•«   «-«   genügt,  so  ist  zu  sehen,  dass  die  Summe : 

Die   Gleichung    ist  erfüllt,    wenn  man  »      ©-»  -» 

setat:  •  ;,"+• 

und:  "^  0 

wo  j>4,  p„  F|,  Po  die  Werthe  von  »,P 

an   den   Integrationsgrenzen   sind.  Die  genügen  mnss  der  Dififerenzialgleichung : 

erste  Gleichung  aber  gibt  integrirt:  ^ 

n+i  ll-xy  =  C  +  C»+e,+  .  .  .  +C^. 

^- dx^ 

P^Ce  ,  Damit  diese  mit  der  gegebenen  überein- 

"und  die  zweite  wird  erfüllt,  wenn  man  stimme,  ist  zu  setzen : 

Da  nftmlich  der  erste  Theil:  eine  Bedingung,  weldie  die  n  +  l  Coa- 


n   ^  =  ' 
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Btanten  anf  n  redncirt,  wie  es  auch  sein  gen    Variablen    nnd    der  Integrale    ist 

muss,   da  die  vorgelegte  Gleichung  ftter  gleich  3. 

'Ordnung  ist.  Es  müssen  nftmlich,  wenn  x  allein  un- 

31)   Ueber    eine  D  ifferenzial-  ^Äf./"*"!!« %  *'*'    ^Tl*  ^°***^*^- 

gleichung  mit  3  Variablen.  !r^!^^!!L.«  '  ""l*^***  ^^c'^'i^  * 

*  ®  als   Functionen   von  x   geben.    Sind   x 

Bei   allen   bis  jet«t  behandelten  Auf-  und    y   nnabh&ogige   Variablen,    so   ist 

gaben    war   die    Anzahl  der   gegebenen  nur    eine     Integralgleichung    gefordert. 

Differenzialgleichungen  um  Eins  kleiner  welche  s  als  Function  von  x  und  y  gibt 

als  die  der  Variablen.    Es  konnte  daher  Ein  dritter  Fall  ist  unmöglich 
eine   der  letzteren  als  unabh&ngige  Va-       i)  Nehmen  wir  zunächst  den  letzten 

nable  betrachtet  werden,  und  die  Anzahl  p^jj   ^^^     ^^^^  ^^^o  2  unabh&  V 

der  Integrrfe   war  gleich  der  der  gege-  rfablen  x  und  y  vorhanden  .ifd     Wr 

benen    Gleichungen      ^Za^         ''Ü^  schreiben  dann  unsere  Gleichung  folgen- 

aber  anders,  wenn  diese  Bedmgung  nicht  dennaassen:  **'*6''" 

mehr  erfüllt  ist. 

Zunächst  wollen  wir  uns  auf  den  ein-  j  — ^<fr—  Z.  //« 

fachsten  Fall  einer  Gleichung  mit  3  Va-  "     Z  Z  ^' 

riablen,  von  der  Gestalt:  ^jn^  Gleichung,  welche  ofifenbar  gleich- 

Xdx-^Ydy+Z(U:zO  bedeutend  ist  mit  dem  System: 

beschr&nken,  wo   JT,    F,   Z  Functionen  ^— _^      ^*  -       ^ 

von   ap,   y ,  »  sind,  um  in  den  n&chsten  ^g  "^j    §17  —  ""  '^' 

Abschnitten    die   gefundenen   Resultate  .  J' 

möglichst  zu  erweitern.  Diflferenziirt   man  aber  die   erste  Glei- 

Die  Frage  stellt  sich  hierbei  zunächst:  chung  nach y  (mit Berücksichtigung,  dass 

«,.      .  ,        vv-     .     XT    •  VI        •  A  *"^^  die  Grosse  »,  welche  in  X,  F,  Z 

„Wie  viel  unabhängige  Vanablen  sind  enthalten  ist^  als  Function  von  x  und  v 

unter  diesen  dreien  vorhanden?»*  betrachtet  werden  mnss,  da  ja  das  Inte- 

Offenbar  ist  nach  Bestimmung  dersel-  gral  z  als  eine  solche  Function  ergeben 

ben  auch  die  Anzahl  der  Integrale  be-  muss),  und  die  zweite  nach  x,  so  erhal- 

kannt,  denn  die  Summe  der  unabhängi-  ten  wir  gleiches  Besnltat,  nämlich: 

_  (dx  ,  ^Xdz\      (dz    dz  a»\ 
a»z  _  "^  \1^ "^  d»  ay/"*"    Uy  '^  "57  V 

dx  dy  Z*  ' 

Ua?  "*"  ds  dxr      W  "*"  dz  Öz) 

vS     dz 

hieraus  folgt,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Kenner  weglftsst^  und  fftr  x-»  t- 

die  Werthe  setzt: 

„(dX      dY\,^/dZ  dX\     ^/dY      dZ\    ^ 

Dies    ist  eine  Bedingung,   welche  durch  eine  Gleichung,  welche  nur  die  Variablen 

die  Coeffidenten  X,  F,  Z  erf&Ut  werden  x  und  s  enth&lt.   Man  integrirt  dieselbe, 

muss,  damit  z  eine  Function  von  x  und  Die  willkürliche  Constante  des  Integrals 

y  sei,  also  die  vorgelegte  Gleichung  nur  kann  jedoch  eine  Function  der  als  con- 

ein  Integral  habe.    Man  nennt  sie  „Be-  staut  gedachten  Grösse  y  sein, 
dingung  der  Integrabilitftt'S  obwohl  nicht       -.       ,  *        i     ^v*  j 

ganVplMend,  d»   eine  Integration  der  ,^*?1  Integrum  gibt  man  «n  paaend- 

Gleichnne  in  iedem  Falle  möirlich  ist  *       diejenige  Form,  welche  wir  in  Ab- 

Wenn  diese  Bedingung  erfiUlt  ist,  'so  J«"?"^"  ^}  ^  Hauptintegrale  bezeichnet 

lässt  sich   die  AuffiuduSg  des  Inte^als  ^^^f',^'  1^  T?"^  f  ^'"  '  **".*^  hehehige 

leicht  in  folgender  Weise  bewerkstelligen,  l^}^  etwa  Null  oder  allgemeiner  x    als 

^      ,     T  1  ^,  .  «^  Anfangs werth,  und  bezeichnen  ».  »l«  ^^' 

Da    in  der  vorgelegten   Gleichung   s  gehörigen  Werth  von  ». 

als  Function  von  z  und  y  zu  betrachten  ^ 

ist,    so    kann   man  zunächst  y  constant  >«  =  ^('»  ffi  *) 

denken.    Sie  nimmt  dann  die  Gestalt  an:  jg^  ^j^^^  ^^  Hauptintegral.  —  Wieder- 

Xdx-^ZdzszO,  holnngsweise   bemerken    wir,  dass  sich 
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aas  jedem  Integral  unserer  Gleichnng 
/(^>  y}  <)  =  c  das  Hanptintegral  finden 
l&sst  Setzt  man  nftmlich  hierin  für  x 
x^  und  z^  für  z,  so  hat  man': 

/■(*»  y,  «)=/(*o»  y.  »•)' 
eine  Gleichung,   aus  der  sich  z^  ergeht. 
Da  nun  die  Gleichung 

Xdx-^Ydy^Zdz^Q 

für  jeden  Werth  Ton  x,  also  auch  flür 
^0  S^ten  muss,  wo  dann  dxzzO^  z=Zo 
wird,  so  erhalten  wir  : 

wo  Y^y  Z^  diejenigen  Werthe  von  Y 
und  Z  sind,  welche  man  erhält,  wenn 
man  darin  x  und  s  bezüglich  mit  x^ 
und  »9  vertauscht,  w&hrend  y  beliebig 
bleibt. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 
nun  »9  als  Function  Ton  y  allein  mit 
einer  willkürlichen  Constante  a.    Sei: 

»o=^(y»«)» 

so  ist  also  das  Integral  der  anfUnglich 
Torgelegten  Gleichung: 

Die  Integration  ist  also  surückgef&hrt 
auf  2  Gleichungen  mit  2  Variablen: 

Xdx-^-Zdz-Q  und  y«rfy+Z,rfz.  =  0, 

welche  man  unabhängig  von  einander 
integriren  kann.  Von  der  ersten,  in  der 
man  y  constant  denkt,  ist  jedoch  das 
Hauptintegral  s«  =  y  {x,  y,  i)  zu  bilden, 
und  schliesslich  aus  beiden  s^  zu  eli- 
miniren. 

Bei  spiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chung: 

(ay — bz)dx + (c» — ax)dy + {bx — cy)dz = 0. 

Es  ist  also: 

Xzzay—bz^   Yz^cz—aXf  Z=ibx—cy^ 

Ausdrücke,  die  offenbar  der  Bedingung 
der  Integrabilit&t  genfigen. 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen : 

(ay—bi)  dx  +  (bx—cy)  dz  =0, 

c»^  dy—cydi^zzO, 

indem  man  jr^=0  setzt. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist: 

lg(Ä2— ay)  =  Jg(cy— *x)+lgy, 

wo  y  die  willkürliche  Constante  ist. 

Setzen  wir  hierin  a;=0,  »=29,  so 
kommt: 

lg  (6«^  -«y) = lg  cy +lg  y, 

also  durch  Snbtraction: 

.   bi  "  ay    -   ey—bx 


oder: 

ey{bz'-ay)  =  (bz^—ay){cy—bx). 

Die    zweite    Gleichung    integrirt,    gibt 
aber: 

also  durch  Elimination  von  z^ : 

(60— ö)  (cy—bx)  =  c  {bz—ay), 

wo  a  die  willkürliche  Constante  ist. 
Setzt  man: 


ba—a 


=y. 


80  ist  noch: 


wo  y  ebenfalls  willkürlich  ist. 

II)  Im  Falle,  dass  die  Bedingung  der 
Integrabilitat  nicht  erfüllt  ist,  gestaltet 
sich  die  Betrachtung  der  Gleichung 

Xdx+Y^'\-Zdz::zO 

sehr  einfach. 

Dieselbe  kann  nur  eine  unabhängige 
Variable,  und  muss  mithin  2  Integrale 
haben.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  Tor- 
gelegte  Gleichung  immer  ein  Integral 
gibt,  wenn  man  zwischea  x,  y  und  z 
eine  ganz  willkürliche  Beziehung  an- 
nimmt, die  wir  durch: 

1)  0=y(«,  y,  z) 

bezeichnen  wollen.  Man  kann  mittels 
derselben  eine  Variable  s  eliminiren, 
und  es  yerschwindet  dann  auch  ds  durch 
die  Gleichung: 

wenn  man  den  daraus  gesogenen  Werth 
von  dz  in  die  vorgelegte  Gleichung  ein- 
setzt. Letztere  verwandelt  sich  also  in 
eine  Gleichung  mit  2  Variablen,  deren 
Integral  sein  soll: 

/•(«,  y)  =  «r. 

Die  willkürliche  Gleichung: 

0  =  y  (a?,  y,  t) 

kann  dann  als  ein  zweites  Integral  be- 
trachtet werden.    Also: 

„Wird  die  Integrabilitfttobedingnng  nicht 
erfüllt,  so  hat  die  Gleichung  immer  2 
Integrale,  von  denen  jedoch  eins  g^z 
willkürlich  ist." 

Der  nOthigen  Rechnung  kann  man 
auch  folgende  Form  geben.  Man  mul- 
tiplidre  Gleichung  2)  mit  der  unbekann- 
ten Grosse  X  und  addtre  sie  zur  vorge* 
legten  Gleichung,  so  ergibt  sich: 


2)(x-,l'^)ä.^(Y+x'^)äy  =  0,       IZ. 
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gene  Gleichung   «weiter  Ordnnng   gibt, 


wenn  man  «ur  Bestimmung  von  Äset«;  ^)        dz*+Adxdi-\'Bdydz=:Cdx* 

*^  '^*'dz  ^®   ^»    ^1  ^'   ^»  '^  Functionen  von  «, 

y,  z    sind.     Immer  kann   man    setzen: 
Die  Qleichnngen  1)  und  4)  dienen  dann,  /^        zl=0 

um  aus  Gleichung  3)  z  und  A  zu  elimi-  v  V  »  y»    ;      i 

niren,  und  diese  Gleichung  3)  gibt  dann  ^o  <f'  «»«o  beliebige  Function  ist.     Eli- 

das    zweite  Integral,    w&hrend    y.   ganz  minirt  man  mittels  dieser  Gleichung  und 

willkürlich    und   «=0  das    erste  Inte-  >^'®*  Differenzials    »   und    dt  ans    der 

gral  ist.  Gleichung  1),  so  hat  man  eineDifferen- 

___.     _       .      ,^         ,   ,         «      ,  gleichung  mit  2  Variablen  x  und  «,  die 

Ifl)     Das  m  II)    enthaltene  Resultat  integrirt,  und  mit  «=0  verbunden,    die 

ist   als  das  allgemeine,  das  in  I)  enthal-  Aufgabe  löst   —   StcUen  wir  aber  jetet 

ten,  als  ein  Ausnahmefall  zu  betrachten,  die  Frage:  „Unter  welchen  Bedingungen 

da   hierbei  eine  Bedingungsgleichung  zu  i^^t  ^ie  Gleichung  1)  nur  ein  Integral?** 

crfttllen  ist.    Indess  braucht  eine  Diffe-  ^  jg^  ^^^  Q^jg  ^^^  Untersuchung  fthu- 

renzialgleichung  mit  3  Variablen   nicht  Hch  wie  in  I)  anzustellen, 
gerade   die   hier  angenommene  Form  zu       y^i^  setzen: 

haben,  da   <te,  dy^  «iz  in  jeder  Potenz,  -..  * j        j 

Homogenitat    vorausgesetzt,    erscheinen  ^/  •»— p»r+yay, 

können.     Immer  aber  ist  das  in  II)  ge-  wo  x  und  y  unabh&ngige  Variable  sein 

gebene  Verfahren  anzuwenden.    Sei  z.  B.  sollen.    Dieser  Werth  wird  in  1)  einge- 

die  allgemeinste  Relation  zwischen   dx,  setzt,   wo  dann   dz  eliminirt  ist.    "hSui 

dy,  dz  angenommen,  welche  eine  homo-  hat: 

(p*'hÄp-C)dx*+{q»-^Bq-F)dy*'^(2pq+Aq+Bp-^E)dxt^=zO. 

Da  nun  x  und  y  unabhängige  Variablen  sind,  so  ist  dieser  Gleichung  nur  zu  ge- 
nfigen, wenn  man  setzt: 

Es  sind  dies  3  Gleichungen,  aus  denen  man  p  und  q  elimtniren  kann.  Die  re- 
sultirende  Gleichung  zwischen  Ä,  B^  C,  E  und  F  mnss  dann  identisch  erflQlt  wer- 
den.   Setzen  wir  der  Kfirze  wegen: 

A^  B* 

C=-±.+G*,  F=—-+H\ 

SO  ist: 

und  also  die  Bedingungsgleichung : 

(-il±2Cf)(-Ä±2Ä)+il(-Ä  +  2Ä)+Ä(-i4±2Ä)-2Ä=0, 
d.  h.: 

DJ 

5)  ±(ÄÄ~GÄ)+2Gli-£-^=0. 

Diese  Bedingungsgleichung  ist  jedoch  nicht  die  einzige.  Wegen  der  Gleichung 
2)  muss  n&mlich  auch  sein: 

dp      dq 

öy       dx 

Differenziiren  wir  also  bezOglich  die  Gleichungen  4)  nach  y  und  x  mit  Rficksicht 
darauf,  dass  z  eine  Function  von  x  und  y  ist,  so  erhalten  wir: 

^Ä^^dG     ÖA     ,^dG  ^B.^dH      dB     ,^6a 

oder,  wenn  wir  für  p  und  q  die  Wcrthe  einsetzen : 

-(-4±«)ß?±''D- 
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Die  Coefficienten  A,  B,  C,  £,  F  mfissen 
also  beide  Bedingnogsgleichungen  5) 
und  6)  identisch  machen,  damit  ein  In- 
tegral der  Gleichung  1)  genügen  könne, 
üebrigens  ist  es  nur  nOthig,  dass  eins 
der  beiden  Systeme  eriUUt  werde,  welche 
entstehen,  wenn  man  überall  in  5)  nnd 
6)  die  nntem  oder  die  obern  Zeichen 
nimmt.  Jedoch  darf  man  nicht  etwa 
in  5)  die  nntem  nnd  in  6)  die  obern 
Zeichen  nehmen. 

Sind  aber  diese  Bedingungen  der  In- 
tegrabilit&t  erfüllt,  so  ist  die  Lösung  wie 
in  1)  SU  machen. 

Man  denkt  suerst  y  oonstant,  nnd 
erhält: 


dz*  +  Ädxdi  =  Cd£*. 


Sei: 


«0  =^(*»  y>  ») 

das  Hauptintegral  dieser  Gleichung,  wo 
der  Anfangswerth  von  x  gleich  der  Zahl 
x^  angenommen  ist.  Man  hat  dann 
noch  an  integriren  die  Gleichung: 

wo  Bo»  ^«  ^^^^  ^^  ^»  ^  ergeben, 
wenn  man  darin  a*,  s  mit  x^,  s«  yer- 
tauscht:  Ans  dem  Integral  dieser  Glei- 
chung, welches  sein  soll: 

und  ans  dem  Hauptintegral  der  ersten 
ist  dann  wieder  s^  su  eliminiren. 

Man  sieht,  wie  diese  Methode  An- 
wendung findet,  wie  hoch  auch  die  Di- 
mension der  DifPerenziale  sei,  dass  sich 
aber  mit  derselben  auch  die  Ansahl 
der  Integrabilitätsbedingungen  vermehren 
muss. 

Wären  in  Gleichung  1): 

A  =  B  =  0, 

so  dass  diese  also  lautet: 

dz*=:Cdx^+Edxdff-{-Fdy*, 

so  wären  die  Gleichungen  8)  von  der 
Gestalt: 

/»«  =  C,     y»  =  F,    2pq  =  E. 

Die  erste  Bedingung  der  Integrabilität 
ist  dann: 

eine  Bedingung,  welche  offenbar  bewirkt, 
dass 

dz*=(YCdx±YFdyy 
wird.    In  diesem  Falle  ist  also: 
dt:zyCdx±YFdy, 

und  .die  Gleichung  ganz  so  wie  in  T) 
zu  bebandeln.  • 


32)  üeber   eine  Gleichung  mit 
n  Variablen  von  der  Form: 

A.dxi+A.^dx^-\-  *  •  •  +A  dx^=0. 

Die   Gleichung,   wo   die  Differenziale 
dx^y  dxj  .  .  .  dx     in  linearer  Form  vor- 

konmien  und   A^,   A^  .  ,  .  A     Willkür- 

liehe  Functionen  von   «, ,   x^    .  •  .   x 

sind,  hat  in  ihrer  Allgemeinheit  zuerst 
Ffaff  beHandelt,  sie  wird  daher  auch  oft 
als  PfafiTsche  Gleichung  bezeichnet.  Einer 
weitem  Untersuchung  hat  sie  Jakobi 
(Crelle's  Journal,  Band  2  nnd  17)  un- 
terworfen. Die  hier  trotz  möglichster 
Kürze  mit  einiger  Vollständigkeit  zu 
gebende  Behandlung  wird  sich  an  die- 
jenigen Untersuchungen  anschliessen, 
welche  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs 
darüber  angestellt  hat.  (Crelle's  Journal 
Band  58.) 
Wir  setzen  zu  dem  Ende: 

1)     Xi<te,+X,rfar,+  .  .  .   +X^<te^ 

f  =  11 
=  Z    X^dx  =0, 
s=i 

und  stellen  zunächst  die  Frage,  wie  viel 
Integrale  dieselbe  im  allgemeinen  Falle 
habe,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Grössen 
X|,  X,  .  .  .  JIT     keinerlei  Bedingnngs- 

gleichungen  stattfinden.  Wir  bemerken 
noch,  dass  eine  Auflosung  der  Gleichung 
desto  allgemeiner  ist,  aus  je  weniger 
Integralen  sie  besteht,  da  je  mehr  Inte- 
grale gegeben  sind,  desto  weniger  von 
den  Grössen  x  willkürlich  bleiben. 

Wir  unterscheiden  jetzt,  wie  schon  frü- 
her, die  beiden  Differenzialzeichen  d  und 
<f  derart,  dass  wir  d  dann  nehmen,  wenn 
wir  einen  Theil  der  veränderlichen  x 
von  den  andern  als  derartig  abhängig 
betrachten,  wie  es  durch  die  Integral- 
gleichungen angezeigt  wird. 

Betrachten  wir  aber  die  x  als  völlig 
unabhängig  von  einander,  so  bedienen 
wir  uns  des  Zeichens  cf ,  während  also 
£X^dx^  immer  gleich  0  ist,  ist  dies  mit 

SX  dx    nicht  der  Fall.    Indessen  kann 

man,  während  die  x  ganz  beliebig  sind, 
n  neue  Variablen  einführen,  weld^e  be- 
liebige Functionen  der  x  sein  sollen« 
Wir  theilen  diese  neuen  Variablen  aber 
in  zwei  Gruppen,  die  eine  aus  p  Glie- 
dern, f.,   f,  .  .  .  t  .  die  andere  ans  f« 

ti|,  M,  .  .  .  M    bestehend,   p  und  q  sind 

nicht  bestimmt,  jedoch  natürlich  immer 


u 
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p+frrN.     Vermöge  der  Bestimmmigsgleiehiiiigeii  kann  man  dann  setEen: 
dx^  dx^  dx  dx  dx 

nnd  auch  in  den  Grossen  X,    x^y  x^  .  .  .  «  idurch  'p  <«  .  .  .  f  ,  ii|  .  .  .  „ 
ersetsen.    Es  ist  dann  identisdi: 

wo  Ti,  r,  .  .  .  T  .  ü^  ...  U    leicht  zn  bestimmende  Functionen  von  I,  .  .  . 

r ,  M.  .  .  .  ti_  sind,  nnd  man  hat  wenn  man  die  Differenxiale  nach  I     nnd  ii. 
P  ^  T  h 

nimmt: 

dx  dx 

Vertauschen  wir  jetzt  das  Zeichen  (f  mit  „Die  OrOssen  u  sind  mithin  die  Inte- 

rf,   was  immer   geschehen   kann,  da  <f  grale  der  Gleichung  1).** 

das    allgemeinste    Gesetz    des    Differen-  Es  ist  dies  eben  die  Definition,  welche 

ziirens,  d  einen  bestimmten  Fall  anzeigt,  wir  von  Integralen  gegeben  haben.    Um 

80  ist:  die   allgemeinste    Auflösung    zu   haben, 

SX  dx  =0  muss   die  Anzahl    der  Integrale,   d.  h. 

'     '       '  der  Grossen  u  möglichst  klein  sein.    Es 

also  auch:  ^nigt  sich  also,  welches  die  kleinste  An- 
zahl derselben  bei  willkürlichen  Wertfaen 

2T^di^-Y£Uj^duj^zzO,  der  X  sein  kann.     Ans  Gleichung  2) 

ergibt  sich  jetzt : 

Damit    diese    letzte    Gleichung    erfüllt  ^             £X  ^x  = -£"  l/'t^i»i, 

werde,    mILssen   entweder  alle  Differen-  *     *            »     A* 

ziale  il  ,   du,  verschwinden,  d.  h.  alle  d.  h.: 

I   und  u  constant  sein,  oder  die  Coeffi-  die. 

cienten   T   und  ü  derjenigen,    wo  dies  4a)  X  =XÜ'.  -c— , 

nicht  der  Fall  ist,  gleich  Null  sein.     Die  *  '^  ^*, 

beiden    bis  jetzt  willkürlichen  Gruppen       jjj.     *       uij      ir      •*         u* 

der  t  und  «  beatimmen  wir  jetet  d.Sirt,  ««<»   ">»_«'•  ;^>  «ä«  f  V*^.  u  il^ 

dau  aUe  T  gleich  Null  sein  soUen,  nnd  »•;»*  Gleichungen  von  der  Gestalt  4a), 

alle  «  constont.     Sollte  also  keins  der  »«'f  •  man  erhUt,  wenn  man  nach  und 

T  yerschwinden,  so  w»re  /»=0.  q=n  in  ^  1'  ^^  ;  •  •  »  ^"f/  •«"h  « 

setMU  u.  s.  f.    Man  hat 'also  im  allge-  diesen  n  Gleichungen  sind  die  Grössen 

meinen  Falle  v  Gleichungen  von  der  •{,•'  *'»  •  •  •'  *»:."»/'  V,  j  rf  j 
Fonn-  '  Stimmen,  dass   die  Aniahl  der  U  und 

die  der  h  gleich  q  ist,  und  es  kann  also 

**  sein.    Denn  sonst  wOrden  nach  Elimi- 

wo  ftr  r  nach  und  nach  1,  2  ...  p  zu  «»*?<>«  *«  ^  ?>^d  i  j^^ch  Bedingungs. 
setzen  ist.  -  Das  System  der  Glei-  gleichungen  zwischen  den  X  BUttflnden. 
chungen  8)  ist  als  voUsÄndig  identisch  »»  "?^  also  zwei  Falle  zu  unterschei- 
mit  der  gegebenen  Gleichung  1)  zu  be-  ?f »  je  nachdem  «grade  oder  ungrade 
trachten.  Denn  da  in  der  Gleichung  1)  '«*•  ^  ^  «"*««^"  ^«^^^  "'  ^»«  ^^*^^ 
gewisse  unablulngige  Variable  vorhanden  ^^  „  wirklich  gleich  ^,  im  letztem  die- 
sein  müssen,    so   kann  man  sich  eben  2 

die  I  als  solche  denken,  und,  wenn  man  neu  die  Gleichungen  4a)  zunächst,  um 
nach  jedem  derselben  differenziirt ,  so  J(«4-l)  der  Factorcn  1/ zu  bestimmen, 
verwandelt  sich  eben  die  Gleichung  1)  Da  dann  die  Anzahl  der  Integrale  u 
in  3).  Was  die  Grössen  u  anbetrifft,  auch  gleich  ^(n+l),  aber  nur  noch 
so  müssen  dieselben  gleich  Constanten  i(ii+l)-l  oder  ^{n-1)  Gleichungen 
geseut  werden,  damit  Gleichung  1)  er-  übrig  sind,  so  ist  eins  der  Integrale  in 
lÜUt  sei.  diesem  Falle  ganz  willkürlich.    Wir  wer- 
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den  dies  willkürliche  Integral  mit  ^  bezeichnen.    Man  hat  also  in  beiden  F&Uen 
die  Identitäten: 

s-2n 

s=i 

und  es  sind  die  Integrale  der  Gleichung: 

s  =  sn 
S      X^dx^  =0, 

t*i=«t.    «.  =  «!  •  •  •  •*n  =  V 
wo  «|,  0,  ...  o     beliebige  Constanten  vorstellen.    Die  Integrale  der  Gleichung: 

S  Xdx=zO 

«=1 

sind  dagegen: 

wo  ^  eine  willkürliche  Function  der  x  ist 

Die  Integration  einer  totalen  Differensialgleichnng  stellt  sich  also  wesentlich 
verschieden,  je  nachdem  die  Ansahl  der  Variablen  gerade  oder  ungerade  ist.  För 
den  letztern  Fall  haben  wir  bereits  schon  das  einfachste  Bei sptel  n =3  betrachtet, 
und  gefunden,  dass  in  der  That  von  den  2  Integralen  eins  willkürlich  ist. 

Die  Grössen  I  haben  wir  oben  als  unabhängige  Variable  betrachtet.  Es  Tasst 
sich  nun  zeigen,  dass  man  für  dieselben,  deren  Ansahl  in  beiden  Fallen  gleich 
n  ist,  ganz  beliebige  Functionen  der  x  nehmen  kann,  ohne  dass  sich  die  Integrale 
ändern. 

Nehmen  wir  n&mlich  2fi  bezüglich  2114-1  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

*,  =V',('i.  «,  .  .  .  <p,   Ml,  «,  .  .  .  tt^), 

wo  die  t  willkürlich  sind,  die  u  ihre  ihnen  gegebene  Bedeutung  behalten,  so  ist 
offenbar: 

XX^dx^zzSCdi  +  jBdu, 

eine  Gleichung,  die  ganz  wie  Gleichung  2)  ist. 
Wegen  der  Gleichung  4)  muss  aber  auch  sein: 

eine  Gleichung,  die  sich  nur  erfüllen  Illsst,  wenn: 

für  jedes  r  und  h  ist.    Die  u  sind  also  Integrale,  was  auch  die  I  sein  mögen. 

33)  Integration  der  totalen  Diff erenzialgleichnng  für  den 
Fall,  dass  die  Anzahl  der  Variablen  grade  ist. 

Wir  integriren  zunächst  die  Gleichung: 

f=2n 
jf     Jfcir  =0, 
snl 

d.  h.  wir  bestimmen  in  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  die  Integrale  «.  Der 
Kunstgriff,  dessen  man  sich  hierbei  bedient,  besteht  in  der  Auswahl  der  an  sich 
willkürlichen  unabhängigen  Variablen  t.     Zu  dem  Ende  setzen  wir  : 

n  19 
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WO  V  allein  die  erste  nnabh&ngige  Variable  f  |  enthalteii  soll,  die  Grossen  a  aber 
nnr  Functionen  der  fibrigen  't*  's  *  •  *  'n  *iiid.     Es  ist  dies  z.B.  der  Fall,  wenn 

man  setst: 
d.  h. : 

»i-  tf ,  f»-„,  1,-^  . . .  '^--p^ — • 

Gleichungen,  darch  welche  die  nnabhftn-  a,    als   eine  Function   der  übrigen  sich 

gigen   Variablen   I  vollst&ndig  bestimmt  erg&be). 

werden.  Wir  führen  jetzt  noch  das  Differenzial- 

Setzt  man  noch  zeichen  d  ein,   welches  immer  andeuten 

1  soll,  dass'nach  der  ersten  der  unabhftn- 

A=^y  gigen  Variablen,  also  hier  nach  t^  difife- 

renziirt  worden  ist,   w&hrend,  wie  eben 

und    mnitiplicirt    die   Gleichung  5)   des  gezeigt,   d  auf   ein  DifiTerenziiren   nach 

vorigen    Abschnitts   mit   A ,    so    erhält  jedem  f,  d  auf  ein  ganz  beliebiges  Diffe- 

man :  renziiren  geht.    Der  Ausdruck  rechts  in 

7)                 SAXdx^Sadfi,  Gleichung  7)  ist  nun,  wie  wir  gesehen 

haben,   von  t^  ganz  unabhängig,  daher 

^^^ '  sein  Differenzial  d  gleich  0,  d^  h  : 

g)  2AX^=0.  diSAXdx)=0. 

^  Die  Gleichungen    8)    kOnnen  wir  jetzt 

Die  Gleichung   8)    findet    darum  statt,  auch  schreiben: 
weil  die  Grössen  «„  i«,  -  --  %  vo^i  'i  2(AXdx)e:0, 

^^[^  da  d  so  gut  wie  der  Differenzialqnotient 

unabh&ngig,  also  -r7-  =  0  ist.  —  Betrach-    fix  ^.« 

d<i  7 —  nur  Dmerenznren  nach  f^  andeutet, 

tet   man  I,   jetzt  allein  als  nnabh&n-  ^'i 

gige  Variable,  so  sind  die  Grössen  «„   Denkt   man  sich  nun  unter  den  «,  wie 
«.  ,  .  .  a  ,  «.,  «^   •  •  •  •(    von  «,  un-  ^och  hierbei  geschehen  muss,  die  bezüg- 
**  ^  liehen  Functionen  von  t^,   so  ist  diese 

abhängig,    also  bei  dieser  Betrachtungs-  letztere    Gleichung    offenbar    identisch, 
weise    als   eonstant  zu   denken.     Diese  ^„^    ^^^^^    ^^^^  ihr  Differenzial   nach 
2n-l  Grössen  sind  mithin  Integrale  der   ^j^g^    beliebigen    Gesetze    genommen. 
Gleichung  8)   (wenn  nämlich,   wie  hier   j^^  ^tki  also: 
angenommen  wurde ,   a,=:l  ist.   Bei  an-  jtvAYü  ^— n 

dem  Annahmen   wäre  auch  a,    ein  In-  <f  ^-i -<i  ^  aar;  -  u. 

tegral,  es  finde  aber  dann  zwischen  den   Offenbar  aber  erhält   man  durch  theil- 
a  eine  Beziehung   statt,  vermöge  deren   weises  Differenzüren : 

d{SAXbx):::XHAX)dx  +  XAXdix:=zÄ26Xdx-{'dASXbx+£AX^ex\ 

es  ist  aber: 

also: 

d(lAXdx):=sAXJXbx'\-XAXbfxzzO. 

Femer  hat  man :  , 

b{XAXdx):::XAXb&X+Xb{A7C)dx^0, 
und  durch  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen : 
9)  Xb{AX)dx:zAXdXbx. 

Da  die  Differenziale  clapi ,   (fa?,  .  .  .  dx^^  ganz   willkürlich  sind,  so  müssen  die 

mit  einem  jeden  derselben  mnltiplicirten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
9)  einzeln  gleich  sein.     Dieselbe  serfUlt  sonach  in  2n  andere  Gleichungen: 
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p:=2ndX 
10)  d(ilXJ  =  il  X      —Idx, 

p=:i     ö«^      P 

p=2ndX 
p=l      d«,       P 


p  =  2ndX 


Häx,j=ä^    ^6y 


oder  d*  man  bat: 

80  verwandeln  sich  die  Gleichungen  10)  in: 

f)=2fi  /dX      A  V  \ 


p:::i     \dx^       dx^   /       P 


Eb    Bind    dies   nach    Elimination  von  welche  alBO  nach  den  uns  bekannten  Ee- 

-^.  welches  durch  blosses  Abaiehn  einer  5^|f  geschehen  muss,  erhält  man  natttr- 
A  lieh  im  Allgemeinen  Integrale  von  die- 

Gleichung   von    den  übrigen  geschehen  ^^  letztem  Form.    Da  wir  aber  die  u 
kann,  2n— 1  Gleichungen  mit  2fi  Varia-   suchen,   so  müssen  die  a  aus  den  Inte- 
blen.   Die  2it—l  Integrale  dieses  Systems  gralen  eliminirt  werden, 
aber  sind,  wie  wir  bereits  gesehen  ha-       Dies     erfordert    aber    die  Auflösung 
ben,  die  Grössen  «,,   er,  ...  «^,  «^,   „euer  Differenaialgleichungen. 

11,  .  .  .  «^,  oder  vielmehr  im  AUgemei-  Bezeichnen  wir  mit  p^,  /?,  .  •  -^211— i 

nen  jedes  System  von  2n— 1  von  einan-  irgend    ein  System   von  Integralen  der 

der     unabhängigen    Functionen    dieser  Gleichungen  11),  wie  es  durch  die  Auf- 

GrosBen.  lösung    derselben  gegeben  ist,   so  hat 

Bei  der  Integration  dieses  Systems  11),  man  identisch: 

SAXdx=BJß,+  B,dß,+  .  .  .  +B^^_^dß^^_^, 

denn  da  die  ß  Functionen  der  a  oder  u  sind,  so  sind  mithin  auch  die  a  oder  u 
Functionen  der  /},  also: 

und  die  Gleichung: 

jAXdx:=JSadu 

muss  die  hier  hingeschriebene  Form  annehmen.  Die  Grossen  B  sind  dabei  nur 
Functionen  der  ß,  also  von  i^,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  von  A  ganz  frei.  Die 
Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnittes  geht  also  über  in: 
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«=:2fl— 1 

12)  -T  BdßzzO. 

s  =  i 

Die  ß  sind  hier    gegebene  Functionen  der  x,  die  B  werden  bestimmt  durch  die 
2fi  Qleichnngen: 

^^.— ä^+*'5:j;  •  •  •  +"2«-i  -Ä^- 

wo  Ar  <  sn  setsen   ist:  1,  2  .  .  .  2it.  Problem    behandelt      Die    Ansfnhning 

Eine  dieser  Qleichnngen  mnss  eine  Folge  wird  aber  bei  weitem  einfacher  nnd  ele» 

der  flbrigen  sein,  die  andern  dienen  zur  ganter,  wenn  man  sich  mit  Jakobi  der- 

Bestimmnng  der  B  als  Functionen  von  jenigen  Integrale    bedient,    welche   wir 

4P.     Diese  Variablen  «^,   x^   ...  x  oben  als  Hanptintegrale  bezeichnet  haben. 

werden  aber  mit  Hftlfe  der  2ii~l  Inte-       34)  Einführung  der  Haupt  Inte- 
gralgleichungen bis  auf  eine  als  Functio-  grale  in  Bezug  auf  die  hier  be- 
nen    der    ß  ausgedrückt,    und    in    den  handelte  Aufgabe. 
Grössen  B  kann  nach  der  Substitution       jj^^^^  ^as  System  11)  integrirt  ist, 
derselben  ar^  mcht  mehr  vorkommen,  da,  v-tT«;.«   ^rT«L<^^ 

i^*^r^^^     Tk-  As.  k^m^M  A^^yr^^^M^^  P"«!«   w*^t  d.  h.  Wir  setzen  «.=0  oder 

yTg^.'^rtroÄert^r^  |r.ich  einer  «d.™  beliebigen  W   B. 

K       *    . Av*  w-.'**^    •    —•111«  V  u  möjren  dann  sich  verwandeln  x^  in  «,', 

dem  vongen  Abschnitte  ein  willkürhches  ^   ?«-.'«-   w      w;*  i»««^»*«»  ^.n« 

T»*^«*...!      -n«,«    u,si«i<k  •»<>«  1.:«-  ^«»  o  *«  J'*  *«    *•  *•  ^'      "''  ersetzen  dann 

°TS;.  "^Di"«  k^*  X.SS^ef  dS  -^  «r»»,  •>*'  /JÄithKs 

Allgeme  nheit  gew&ehn,  d.  ja  jede.  In-  '/'  *•  !  '*   i:  -  "?*  t?^  ?"^"*  ^ 

tegil  lUs eine  wiUWrUche Function  eine.  «»*•  '<>"««"  Ab.chmtt.  wird  dann: 
beliebigen     Systems    anderer   Integrale  JAXdxzzZKdx', 

betrachtet  werden  darf.    Wir  setzen  da-  ^o  die  K  nur  Funktionen  der  Grössen 

her  ß^    einer  Constanten   gleich.     Nun  x^\  *,'  .  .*.    sind.     Das  Wichtige  die- 

hat  die  Gleichung  12)  noch  2ii— 2,  also  ger    Form    ist    nun,    dass    man   diese 

eine  grade  Anzahl  von  Variablen.    Ihre  Grössen    K    augenblicklich    bestimmen 

Lösung  kann  also  durch  ein  System  von  tann.  —   Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir 

der  Form  11)  bewirkt  werden,  in  wel-  „it  A\    X/,    Jf,'    ...    die   Werthe, 

chem  man  dieX,j:  durch  die  Ä,  ^  und  die  welche  bezüglich  A,  X^,  X^   annehmen, 

Zahl   n  durch   n-l   ersetzt     Sind   y^,  ^enn  man  darin  a;^,  «,   .  .  .   «_     mit 

yi  •  •  •  y-     o   die  Integrale  dieses  Sy-  ^       ,  ,  ^      «.^  ,. 

^*  '^«-^  *  "^  0,  ar,'  .  ..  a/-     vertauscht  'Da  nun  die 

Sterns,  so  kann  man   wieder  y^  gleich  *^  * 

einer  Constante  setzen,  und  erhält  ganz  Gleichung : 

wie   oben  eine  der  Gleichung  12)  ana-  jAXdx^^JSKdx' 

^^^  für  beliebige  Werthe  der  x  gilt,  so  ist 

,       SCdy^O  auch: 

mit  2n— 4   Variablen.     Fahrt    man   so  :sÄ'X'dx'=ZKdx'^ 
fort,    so   hat  man  nach  und   nach  ein     ,      jd-ntinch- 
System     von    2n-5    Gleichungen    mit  *"^  »^entiscn . 
2fi— 4,    2»— 7  Gleichungen   mit  2n~6,  ä^=A  A^, 
u.  s.  w.,  endlich  1  Gleichung  mit  2  Va- 
riablen.   Indem   man   das  erste  Integral  ^°"' 

jedes  Systems    einer   Constanten  gleich  12a)  SAXdx  =  SA'X'dx'. 

setzt,  erhält  man  so  die  Integrale:  p^  ,^^   ^  die  Stelle  von  /J^    getreten 

/9i,  y^,  (f^  .  .  .  y^f  ist,  so  ist  u^=«,',  einer  Constante  gleich 

im  Garnen  n  Integrale,  und  diese  sind  g»otzt,  das  erste  Integral  der  Gleichung 

offenbar    die  Integrale  der  vorgelegten  5)-  ^   Man    hat    nun   zu   integnren   die 

Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes,  d.  Gleichung: 
h.  diejenigen  Grössen,  die  wir  mit  ii^,  -yXrfr  =  U, 

«ji  .  .  .  «    bezeichnet  haben.  welche  12)  entspricht,  und  deren  Varia^ 

Bi.  tu  die.em  Punkte  hat  Pfeff  das  "*»  '•'•'*'  •  '  '  *'in  •"«»•   ^'*  I"»^ 
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gration  fILhrt  aaf  ein  System  von  2n— 2  integrale  der  venchiedenen  Systeme  wer- 

Differenzialgleichangen,  welches  wir  mit  den  gebildet,  indem  man  nach  nnd  nadi: 

IIa)  bezeichnen.     Es  geht  ans  11)  da-  (n— i) 

dnrdi  heiror,  dass  man  darin  die  beiden  «i»  ««'  *»"  •  •  •  *gn^  | 

ersten   Gleichangen  ganz  fortlasst,   nnd  ^      ^-  „      ,                     ,        «,,,., 

in  den  übrigen  ar„   :r,   .  .  .  z,   ,  X,,  ^^^  Nnll  oder   einer  andern  Zahl  gleich 

'^        *  setzt,  nnd  jedes  System  gibt  ein  Integral 

-^4  •  •  •  ^2,,-  il  vertauscht  mit  ar/,  x/  der  Gleichung  5),  nämlich: 

•  •  •  *'2n'  '^•''  ^*'  •  •  •  -^^^n'  ^«-  ^"  «»=*/,    ii,=x/'  .  .  .  «1=»..^ 

System  IIa)    habe  nun  die  Hanptinte-  "      *" 

grale  x/',  «,"  ..  :x'\  ,  nndderWerth  Wir  wollen    noch    die  GrOsse  A  der 

.     ^        ,    n     •'*!  #         t.  .  Uebereinstimmnng    wegen  mit  A,    be- 

von  il,  fhr  «/  =  0  sei  ^,',  so  hat  man  zeichnen. 

ganz  wie  oben :  ^^^^^  ^^  Abschnitt  9)  haben  wir  eine 

JSA^  %'^x^=.SA^*X"6x",  Variable,  die  nicht  selbst,  sondern  deren 

Man    setzt    u^-x^"   einer    Constanten  Differenzial    allein    in    dem   gegebenen 

gleich,  so  istznintegrirendieGlelchnng:  System  vorkommt,  als  Index  des  Systems 

,^ -,, — n  bezeichnet.     Wir  wollen  diesen  Ausdruck 

■*^  *^  •"^'  hier  so  erweitem,  dass  wir  eine  Variable 

Diese  zerfUlt  wieder  in  ein  System  von  noch  dann  Index  nennen,  wenn  nur  das 

2»— 4  Gleichungen,  welches  der  Glei-  Differenzial  einer  Function   von  ihr  in 

chnng  11)  analog  ist  nnd  das  wir  mit  Hb)  den    Gleichungen    vorkommt.      In    den 

bezeichnen.     Es  entsteht  aus  11),  indem  Gleichungen  11)  kommt  nun  nur: 

man  die  ersten  4  Gleichungen  wegl&sst,  ^^ 

Air  ««  .  .  .  «^^,  Xj  .  .  .  ^o,!»^  ^^^  --r=^lg^» 

schreibt:  ar/',  ar/' .  .  .  a:"^^,  X^"  .  .  .  ^^^^  ^^^  ^^^^^^  .^^  ^  ^^^  .^^  ^^^  ^^^^^ 

X''    ,  A^.    Dieses  System  IIb)  mOge  men  Ha),   Hb)   .   .  .   also   auch  il,, 

TY       ^  M.  ^  t      V  V            fn  il,  ...    ein  Index.     Jeder  Index  hat, 

nun  zu  Hauptintegralen  haben:  «-'"...  .'      .^  „^^.  ^..:«„«,.«  «,^ii^«    ^j^t?;«— / 

X     '"  n    8    w      Man  hat  also  nach  nnd  ^l®  T^^  "^^°  erinnern  wollen,  die  Eigcn- 

*2»     n.  s.  w.     Man  nat  also  nacb  una  ^^^^^  ^  ^^^  ^^  ^^^^  Erhöhung  des  Sy- 

nach  zu  integriren  die  Systeme  11),  11  a),  stems  eliminirt  werden  kann.    Zieht  man 

Hb),  11c)  u.  s.w.,  im  Ganzen  n  Systeme  nämlich  in  11),  nachdem  durch  A  divi- 

mit  bezüglich  2it,  2ii-~2,  2n— 4  ...  2  dirt  ist,   eine  Gleichung  von  allen  übri- 

Variablen   (mit   Ausschluss  der  Grössen  gen    ab ,    so .  ist    d  lg  il    verschwunden. 

A,  A^f  j4|  .  .  .,   die  sich  immer  nach  Nach  der  Integration  der  so  gebildeten 

Auflösung  der  übrigen  Gleichungen  durch  Gleichungen  gibt  eine  beliebige  der  Glei- 

blosse  Quadratur  ergeben).    Die  Haupt-  chung  11),  z.  B.  die  erste: 

dX. 


•         JT,       \  rx^      dx     J    p' 


P 

und  da  mittels  der  Integrale  alle  x  als  Functionen  einer  dieser  Ghrössen  bestimmt 
werden  können»  hat  man: 

fdX 


J  X,^\dx,     dx^)    ^ 


p 

A-e 

Es  ergibt  sich  also  der  Index  eines  Systems  immer  durch  blosse  Quadratur. 
Die  Gleichung  Ha)  lautet  nun: 

-rX<fjr=4^(X,Vjr,-hX3V«,'+  .  .  .). 

Man  hat  femer,  wenn  man  das  eingeschlagene  Verfahren  wiederholt: 

X      XV» '=4^  (X/V*/'+X,'Va:/'+  .  .    ) 
p=3        r      P       A^ 

u.  s.  w.,  also  schliesslich: 
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18)  XXix=^  X.'rfV  +  ^^^  X,"  dx,"  +"*''  "V   i*  X,"V«."'+  .  .  . 

Man  k*nn  hierbei  als  imabhängige  Variable  betrachten  die  Indicee  il(,  A^,,.A 

A  '     A  '  A  ^         ^  ^    •  '  '     n 

oder  auch  die  Factoren  — j-,    ■  ■^      *  .  .  .  — ^ — — , 

A  A^  A.^  A^  A.^    *  •   •   A 

Die  sehr  wichtige  Gleichang  13)  gibt  die  Form  an,  auf  welche  eich  der  Ans- 
dmck  SXdx^  wo  (f  eine  beliebige  Veränderaog  anzeigt,  bringen  liUst,  wenn  die 
Gleichung  SXdxtzQ  integrirt  ist. 

Um  die  Wichtigkeit  dieser  Gleichung  zu  zeigen,  bemerken  wir,  dass  ea  oft 
vorkommt,   dass  einige  der  Functionen  X,  also  etwa  X    ,      ,    .  X    .      .  .  •  •  • 

%n  ^^^^  ^^^^  ^^^^i  während  die  vorhandenen  X  Functionen  der  2ii  Variablen 

X  sind.  Man  hat  dann  nur  nöthig,  p  Systeme  von  der  Form  11),  11  a)  ...  an 
integriren,  um  eine  Gleichung  von  der  Form  zu  haben: 

Die  ersten  Hauptintegrale  der  p  —  l  vorher  gebildeten  Systeme  sind  zu- 
gleich Integrale  der  Gleichung  SXdx=zO\  es  fehlen  also  noch  n  —  p-^l 
Integprale,     da    ihre    Anzahl    n  ist,     und   diese    werden   erhalten,    wenn  man 

»— p+1  Grossen  *2p  '*2p+i  *  '  ' 'n+p  gl«»<^^  Constanten  setzt.  Es  sind 
also  in   diesem  Falle  statt  n  nur  p  Systeme  zu  integriren.    Ausserdem  hat  man: 

15)  SXdx=:^X^dx^'+^/-^'-X/'dx/'+  .  .  . 

A  '  A  ^  A  ' 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  ;»=1  ist.  Man  hat  dann  nach  einer  Integra- 
tion bereits  die  Gleichung  14).  Es  ist  lediglich  das  System  11)  zu  integriren, 
und  die  Hauptintegrale  desselben  sind  auch  die  Integrale  der  vorgelegten  Glei- 
chung 5).    Die  Gleichung  15)  aber  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

15a)         -S j:crar^:li^(X/(fV+X/cfV+  •  •  •  +X'^^/«'^^j  > 

Dieser  Fall  ist  darum  so  wichtig,  weil  auf  ihn,  wie  zu  seiner  Zeit  gezeigt  werden 
soll,  die  partiellen  Differensialgleichungen  erster  Ordnung  sich  immer  zurückführen 
lassen. 

36)  Integration  einer  totalen  Differenzialgleichnng  mit  einer 
ungraden  Anzahl  von  Variablen.  • 

Wir  haben  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  Gleichung  6)  zu  beschiftigen, 
welche  wir  schreiben  wollen: 

16)  ^        ^s  ^""s  =  ^^y  +  ^    ^h'^^h' 

s  =  i  A=  1 

Setet  man  die  willkürliche  Function  q'  gleich  einer  Constante  <f,  so  kann  man 
mittels  der  Gleichungen: 


SU 


f  =211+1 


eins  der  x  und  das  entsprechende  cf«  auf  der  linken  Seite  von  16)  eliminircn, 
wÄhrend  rechts  das  erste  Glied  fortftllt  Man  hat  dann  eine  Gleichung  mit  sn 
Variablen,  die  auf  n  Integrale  zurfickgefUhrt  werden  soll. 

Somit  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst.  Wir  wollen  jedoch  durch  Einftth- 
rung  der  Hauptintegrale  der  Gleichung  16)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

Zu  dem  Ende  fllhren  wir  statt  «,„  ,  j  «nd  ^^^^j^^  die  Grössen  ff>  und  d'y 

ein,  mittels  der  Gleichungen: 

p 


Es  wird  dann: 


wo  gesetzt  wurde: 


s=:2«+i  s=2n 

s=l  '     '      s=l 


Fs-^s     ^««+1        5^ 


^*2H+« 


A=Jir 


2fl+ 1         ^ip 


^'2«4-i 


Dem  Ausdrucke  JT  Vdx  aber  kann  dieselbe  Form  wie  dem  Ausdrucke  JTX  <fx 
in  Gleichung  13)  gegeben  werden,  da  derselbe  nur  2»  der  Grösse  x  enthalt,  wenn 
man  das  darin  vorkommende  y.  als  constant  betrachtet.  Sind  wieder  ac,  ,  x^  . . . 
die  ersten  Hauptintegrale  der  sich  hieraus  ergebenden  n  Systeme,  welche  durch 
Integration  der  Gleichung  S  F<ir  =  0  entstehen,  wenn  man  darin  y  als  constant 
betrachtet.  Seien  P,  F"  .  .  .  die  entsprechenden  Werthe  von  F,  welche  entste- 
hen ,  wenn  man  «j,  x^  .  .  .  besüglich  durch  «,',  «4'  .  .  •  «'j^i  *§  »  *•     •   •  • 

ersetst;  haben  A^^  A/,  -4,,^/  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist  also: 
s=:2fi+l  A  f  A  '  A  ' 

Die  den  Systemen  11),  IIa)  .  .  .  analog  gebildeten  Gleichungen  »«^««^v^l"'! 
diesem  Falle  eine  symmetrische  Form  an,  welche  für  die  Folge  von  Wichtigkeit 
sein  wird.    Es  ist  nftmlich  wegen  Gleichung  16): 

£X  dx—ldff'  =  Z  Udv. 
Kan  kann  nun  aus  denselben  Gründen  wie  in  Abschnitt  32)  annehmen,   dass  ^le 
Grössen    ü  die   erste  unabhängige  Variable  «,    nur  in  einem  gemeinsdiaftbchen 

Factor  -i"  oder  -i-  enthalten,  wie  dies  auch  unmittelbar  Gleichung  17)   «eigt, 

und  setzt  man: 

Ak^fif 

so  hat  man: 

S=2fl  A  =  « 

s=l  A=i 
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wo  die  Factoren  «  toh  A  unabhängig  sind.    Man  erbalt  nun  ebenso,  wie  im  be- 
seichneten  Abschnitte : 

<f(^ilX^a:-^dy)=0, 
und: 

d{lAXdX'-/4dtf)=0. 

Da  aber  die  Liisnng  unserer  Qleichnng  erfordert,  dass  tf  einer  Constante  gleich 
sei,  so  ist: 

dg.zzO    nnd  folglich  auch    <f<)^.  =0. 

Man  erhftlt  dann  durch  Transformation  der  letsten  beiden  Qldichnngen: 

AS X  ddx-^Sd  (AX)(rx-'d/A  d(f  =0, 

AJXddx-^Jd{AX)dxz:0, 

also  durch  Subtraction: 

18)  £d  {AX)dx-df4  d(f'Z=ASdXdx, 

wenn  man  die  Gleichung  JSXdx=0  berücksichtigt.    Hieraus  bildet  man  ganx  wie 
in  Abschnitt  32)  das  Sjstem: 

;.  p  =  211+1   y^X^        A  ir  \ 


Mit  diesen  Sii+i  Gleichungen  yerbindet  man: 

ox 
Offenbar  kann  man  durch  blosses  Abziehen  zunftchst  bti,  dann  aber,  nach  Division 

durch  il,  auch  —  =  dlgii  eliminiren.  Igil  und  fA  ergeben  sich  dann  nach  Inte- 
gration des  so  reducirten  Systems  durch  blosse  Quadraturen.  Es  sind  also  (a  und 
A  Indices  des  Systems  19).  Nach  Elimination  derselben  hat  das  System  also 
noch  2»  Gleichungen  mit  2n-f-l  Variablen.  Ein  Integral  desselben,  y>=a,  ist 
aber  bereits  bekannt.  Setzt  man  d?.  =0,  so  erhält  man  in  Verbindung  mit  7=:« 
die  Hanptintegrale  x^%  x^'  ,  ,  ,  xr     ^  und  es  wird: 

SAXdxz=:  A{lJ(f  '^lVdx)z=fAiif+A'  X  r<f«'. 

Der  Ausdruck  SV'6x^  enthält  nur  2»— 1  allgemeinen  Fall  unseres  Problems.  — 
Variable.  Man  setzt  wieder  x^'  gleich  Wie  aber  bei  einer  Gleichung  mit  3  Va* 
einer  Constanten,  und  zur  Bestimmung  riablen  der  Fall  eintreten  konnte,  dass 
der  übrigen  Integrale  der  Gleichung  16)  sie  nur  ein  Integral  hatte ,  so  ist  es  bei 
ist  dann  wieder  von  einem  Systeme  wie  2»  und  2ii+l  Variablen  ebenfalls  mög- 
IIa)  auszugehen,  oder  was  dasselbe  ist,  lieh,  dass  sie  auch  weniger  alsn,  beziig- 
Yon  dem  System  19),  wenn  man  darin  n+1  Integrale  habe,  und  haben  wir  fix 
xX  mit  x' V  yertauscht,  und  d^  =  0  alle  diese  Fälle  die  entsprechenden  Be- 
setzt dingungsgleichungen  zwischenden  GhrOssen 

on\  -a   A'                             *              1  X  au&ustellen. 

d6)  Bedingungen,    unter    wel-  ^j^  unterscheiden  wieder  die  beiden 

chen   weniger  Integrale   als   im  Hauptfalle,  wo  dieAnsahl  der  Variablen 

allgemeinenFalle  derGleichung  ^^  ^^  ^^  ,i^  ,,ngrade  ist 

genftgen.  ^    Fall  einer  graden  Anzahl  Yon  Va- 

Die  Torigen  Abschnitte  erschöpfen  den  riablen. 
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In  der  Gieidmng:  gro88  wlbstrersüUidlich  Mich  die  der  ü, 

g-.2n  '^   ^^^  ^^°    ^^^   2ii~3f— 1    Integrale 

S     Xdxz=:jUdu  des  Systeme  11). 

szzi      '     '  Eb  kann  also  dies  System  11)  in  die- 

kommt  die  erste  veränderliche  «,  nur  »em  Falle  auch  nur  aui  2n -2^-1  Glei- 
als  gemeinschaftlicher  Factor  der  Grössen  chungcn  bestehen,  da  sich  nur  soviel 
ü  vor,  und  dies  war  der  Grund,  dass  ▼o«  einander  unabhängige  Gleichungen 
die  2  fi  -  1  Integrale  des  Systems  11)  darch  Differenziiren  der  Integralgleichun- 
ausser  den  u  noch  aus  den  Verhältnissen  g«»  ergeben,  und  es  folgt  hieraus,  dass 
1^  2g   von  den  2it— 1  Gleichungen  des  Sy- 

l[x   ^  —  bestanden  stems  11)  Folgen  der  übrigen  sein  mftssen. 

C/^    ^i  ^t  Dieser  Bedingung  wollen  wir  zunächst 

Ist   nun    die   Ansahl    der  Grossen  «,   einen  analjrtischen  Ausdruck  geben 
also  der  Integrale  der  Gleichung  2' Ad4r=0       Zu  dem  Ende  schreiben  wir  mit  Ja- 
kleiner  als  11,  etwa  n— g,   und  eben  so   kobi: 

dX      dX^ 

ox         ox  ^      * 

'       p 

und  die  Gleichungen  11)  haben  dann  die  Gestalt: 
20)  X,dAz::zAl(j>,l)dx^, 

X^dA-ÄX(p,^dx^, 


X^^dA=ÄS(p,2H)dx^, 

wo  die  Summen  auf  alle  Werthe  von  p,  von  f'=l  bis  p=:2fi  gehen.    Ausserdem 
ist  offenbar: 

(p,  j)=-(f,  ;?),     (p,  p)=:0. 

Damit  die  2q  letzten  dieser  Gleichungen  Folgen  der  übrigen  sind,  muss  man  die 
Coeffidenten  von  (^x^  .  .  .  ^^a«.  ^^^  ^^  ^^  £esen  letzten  Gleichungen,  der  Summe 

mWw 

der  entsprechenden  Coeffidenten  der  2a— 2g  ersten  Gleichungen,   wenn  man  die- 
selben mit  zu  bestimmenden  Grössen  mnldplidrt,  gleichsetzen  können. 

Es  ist  also    für  jede  Zahl  r,  die  der  Beihe  2n— 2g-i-li  2n— 2g+2  ...  2» 
entnommen  ist: 

21)  X^=^-f  «  Wx     (p,  r)=^^  «  W  (p,  ^), 

wo  p  jede  Zahl  von  1  bis  2ii  vorstellt. 
Die  Grössen: 


(2ll-Sg+l)  (s»-.Sg+l)  (2«-^s^+,) 


tf i  )    Wj^  '        '  ...  ff 


(Sn) 


2H— ag 


.  •  •               • 

•  •  •  . 

•  «  •  • 

"«  •  '  •  "»»-2g 


sind     als    unbekannte  Grössen   zu    be-  man  im  Ganzen  2  g  (2g +1)  Bedinguags- 

trachten.  gleichungen    zwischen    den    Grössen  X 

'  Für  jeden  Werth  von  r  hat  man  hier-  haben,   welche  anzeigen,  dass  die  Glei- 

nach  also  2itH-l  Gleichungen,  und  wenn  chnng  ^  Xdx  :zO    nur   «— g    Integrale 

man   aus   diesen    die  entsprechenden  «r,  habe. 

an  Anzahl  2a— 2g,  eliminirt,  so  bleiben  Stellten  wir  uns  die  allgemeine  Anf- 

noch  2g-l-l  übrig,    und  da   r  2g   ver-  gäbe,   n  Gleichungen  mit  »+/p   Taritr 

ichiedene    Werthe   annimmt,    so   würde  bleu  zu  integriren,  und  nähmen  wir  an, 
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dass  ein  solches  Sjstem  nnr  n  Integrale  habe  (die  Anzahl  der  Integrale  der  der 
Qleichnngen  gleich  sei),  so  sind  hierbei  ebenfalls  gewisse  Bedingangsgleichnngen 
an  erfüllen. 

Bind  nimlich  «|,  x^  •  .  •  x^t  yp  Vt  .  •  •  tf^  ^^  Variablen  des  Systems, 

80  geben  die  n  Integrale  alle  n  Grössen  x  als  Function  der /i  Grössen  y;  die  letz- 
tem sind  also  nnabh&ng^ge  Variable.     Ist  somit: 


r=l 


P  'P 


eine  Gleichung  des  Systems,  so  ist: 


r  =  n 


dx 


lässt,    so   ist  die  Antahl   dieser  Bedin- 
gungen offenbar  fnp(p— i). 

Setzt  man  s.  B.  a=1,   /y=:2ft— 1,   so 
wird  diese  Anzahl:  (2it~l)(ii— 1). 

Die  Gleichung  zerftllt  also  in  p  andere,  Dieser  Fall  stimmt  mit  dem  nnserigen 

und  da  das  System  aus  it  Gleichungen  überoin,  wenn  man  ein  Integral  Toraus- 

besteht,  so  hat  man  deren  np,  welche  «etzt,  also  n— ^  =  1,  y  =  n— 1  setzt. 

dx^  Die  Formel  27(29+1)»    «i^e  wir  Air 

hinreichen,  die  np  Grössen  t —    zu  be-  die  Anzahl    der  Bedingungsgleichnngen 

%  fanden,  gibt  dann:  2(2ii-l)(fi~l).  also 

stimmen.      Nimmt  man   die   Ausdrücke  die   doppelte   Anzahl   der  auf  anderem 

dx           dx  Wege    gefundenen    Bedingnngsgleichnn- 

fttr  zwei  derselben  -r-^  und  ^„  diffe-  ?«"»  •"  E»  ^öst  sich  dieser  Widerspruch 

^s          ^s  dadurch,   dass  von  den  aus  21)  folgen- 

rentiirt  den  ersten  nach  y'    den  zwei-  den   B^i„gj„g,gieichungen    immer    die 

^«  '  H&lfte  wegf&Ut,    mithin  deren  Zahl  nur 

ten  nach  y  ,  so  erhält   man  zwei  Aus-   q{2q+l)  ist. 

drücke,  die  einander  gleich  sind.     Jede       Um   dies  zu  zeigen ,   wollen  wir  den 

dieser   Gleicbungen  ist   eine   Bedingung  entwickelten    Ausdruck   ffir    die  Bedin- 

fftr  das  Vorhandensein    tou   n  Integra-  gungsgleichnngen  bilden,  d.  h.  aus  den 

len,  und  wenn  man  r  alle  Werthe  von  Gleichungen  21)   die   a  eliminiren.    Die 

1  bis  n ,  s   alle  von  1  bis  p  annehmen  Resultate  in  Determinantenform  sind : 

(1,  1)  (I,  2)  (1,  8)  .  .  .  (1,  IT)  (1,  r), 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  .  .  .  (2,  w)  (2,  r) 


22) 


22a) 


(«,  1)    («»,  2)    (w,  8)  .  .  .  (w,  u>)  (ir;  r), 
(c,  1)     (v,  2)   (c,  8)  .  .  .    (e,  w)    (e,  r) 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  .  .  .  (1,  u>)  (1,  r), 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  8)  .  .  .  (2,  »)  (2,  r) 


=  0. 


(«,  1)  (»,  2)  (»,  8) 


.  .    («0.  »)   (»,  0» 


=  0. 


Jede  der  Zahlen  r  und  v  kann  die 
Werthe  tou  2n~2g+l  bis  2fi  anneh- 
men.   10  ist  immer  gleich  2n-'2q, 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  22)  ist 
also  49',  die  der  Gleichungen  22a)  2^, 
was  zusammen  2q  (2q  -f  1)  Gleichungen 
gibt.  Jedoch  fallen  von  dem  System  22) 
eine  Anzahl  Gleichungen  weg. 

Zun&chst  ist  (p,  s)  =  — (s,  p)  und  die 


^•0' 


Anzahl  der  Columnen  ungrade.  In  2q 
von  den  Gleichungen  22)  ist  nun  r=e. 
Vertauscht  man  also  die  vertikalen  Co- 
lumnen mit  den  Horizontalreihen,  so 
wird  dadurch  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante geändert.  Bei  jeder  solchen 
Yertauschung  aber  bleibt  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Determinante  unver- 
ändert, und  folglich  nuus  dieselbe  iden« 
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tisch  gleich  Nnll  sein.  Es  fallen  also 
Yon  den  4^*  Gleichnngen  22)  schon  2q 
als  identisch  weg.  In  den  49*  — 2^ 
übrigen  ist  r  Ton  v  verschieden ,  und  in 
je  sweien  .davon,  die  man  sich  dnrch 
Vertauschnng  von  r  und  v  entstanden 
denken  kann,  unterscheiden  sich  die 
Ausdrücke  links  vom  Gleichheitsseichen 
ans  dem  angeführten  Grunde  nur  durchs 
Vorzeichen.  Also  je  2  dieser  Gleichun- 
gen haben  gleiche  linke  Seiten,  und  die 

(1, 1)  (1, 2)  a.  ••) 


22  b) 


(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 
(«,  1)  («,  2)  (v,  r) 


Ansahl  der  Gleichungen  22)  bleibt  nur 
noch  2^'— 9,  was  mit  den  2q  Gleichun- 
gen 22a)  verbunden,  in  der  That: 
q  (2^  -\-l)  Bedingungsgleichungen  gibt.  — 
Soll  die  Gleichung  JSXdx  nur  ein  In- 
tegral haben,  so  war  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen,  die  man  hier 
auch  Bedingungen  der  Integrabilität 
nennt:  (2/i— l)(w— 1).  Es  ist  dann  su 
setzen  tr  =  2,  und  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  lauten  also: 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 


=  0, 


(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 
X^,      A,        X 


=  0. 


II)  Fall  einer  ungraden  Ansahl  von 
Variablen. 

Sei  nun  2ti-|-l  die  Ansahl  der  Va^ 
riablen. 

Bleibt  das  willkürliche  Integral  be- 
stehen, so  wird  mittels  desselben  die 
Ansahl  der  Variablen  auf  2>i  redncirt, 
und  der  Gang  der  Untersuchung,  sowie 
das  Besnltat  derselben  ist  dann  wie  in 
A,  Da  aber  t^»  in  der  redncirten  Glei- 
diung  vorkommt,  so  sind  die  Bedin- 
gungsgleichungen und  also  auch  die  An- 
sahl der  Integrale  von  der  Auswahl  des 
willkürlichen  Integrals  abhüngig.  —  Wir 
stellen    aber    jetzt    die   Frage:    „Wie 

s  =  2»4-l 
müssen  in    ^  X  dx  =0  die  Grös- 

«=i  ' 

sen  X  beschaffen  sein,  damit  die  Glei- 
chung durch  n  Integrale,  ohne  willkür- 
liches befriedigt  werden  kann**.  Der  Fall 
ist  offenbar  die  Verallgemeinerung  dessen, 
den  wir  in  Bezug  auf  3  Variable,  also 
nrrl,  bereits  behandelt  haben,  wo  ein 
Integral  der  Gleichung  genügt,  und  die 
Bedingung  der  Integrabilität  sich  ergibt. 
Im  i^gemeinen  FsJle  ist  nun  in  den 
Gleichungen  19)  offenbar  d^=0  zu 
setzen.  Es  entstehen  dann  Gleichungen, 
die  wir  mit  19a)  bezeichnen,  und  die 
ganz  gleiche  Form  mit  den  Gleichungen 
11)  haben,  jedoch  ist  ihre  Anzahl,  wie 
die  der  x,  2fi-fl* 

(1,    1)  (1,    2)  (1,    3)  . . 

(2,    1)  (2.    2)  (2,    8)  .  . 


',  da  alle  U  das  (|  nur  als 


Nach  Elimination  des  Index  A  hat 
man  also  noch  2fi  Gleichungen. 

Integrale  derselben,  d.  h.  von  1^  un- 
abhängige Grössen,  sind,  wie  Gleidiung 
16)  seigt,  wo  das  erste  Glied  rechts  JLcTy» 
verschwindet,  die  Ausdrücke  u^, «, . . .  ti  , 

gemeinschaftlichen  Factor  enthalten.  Man 
hat  also  2n  Gleichungen  mit  2fi— 1  In- 
tegralen, was  nur  möglich  ist,  wenn  eine 
Gleichung  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen ist.  Die  Bedingung  dafür  wird 
durch  die  beiden  Gleichungen  21)  dar- 
gestellt, wenn  man  r=i2ii-|-l  setzt,  und 
die  Summe  auf  alle  Werthe  q  von  1 
bis  2n  bezieht  Die  Elimination  der  « 
fahrt  dann  wieder  auf  Gleichungen,  die 
22)  und  22a)  analog  sind,  wenn  man 
setzt:  r  =  c;  =  2n-j-l>  «0=211.  Dann  stellt 
das  System  22a)  nur  eine  Gleichung 
vor,  und  die  Gleichung  22)  wird  iden- 
tisch aus  den  in  A  erörterten  Gründen. 
Damit  also  die  Gleichung 

s=:2n-f  I 
X  X(ir=0 

s=l 

durch  n  Integrale,  von  denen  keins  will- 
kürlich ist,  befriedigt  werden  könne,  ist 
folgende  Bedingung  zu  erfüllen: 

.  (1,    2n)  (1,    2»i4-l) 

.  (2,    2ii)  (2,    2ii+l) 


=  0. 


(2ä,  1)  (2«,  2)  (2»i,  3)  .  .  .  (2ih  2n)  (2n,  2n+l) 

Für  11=1  ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  der  Integrabilität 

Sollen  ausser  dem  willkürlichen  Integrale  noch  q  andere  wegfallen,  also  im 
Ganzen  f +1)  «>  lieben  die  Gleichungen  19  a)  2«— 2f— 1  Integrale,  und  von  den 
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9ii  OIeich«iig«n,   die  naeh   Elimioatioii  r=( 

d«a  Indax  »o«  19a)  sieh  ergeben,  sind  X  X  ix  +X¥.dsi.=0, 

somit  ^+1  identische  Folgen  der  ftbri.  r=  i     **    **  *    * 

gen.     Man    erhalt  wieder  dafür  die  Be-  ^^    jj,    „j^^j  unabhängigen   Variablen 

dingangen  21),   in  denen  «u  setsen  is  :  ,^  Unterschiede  mit  •  biwichnet  wor- 

oJi   «*  ^•'S  J""  ^~^^■^^}  ^1*  «••"  »i»«».  X  und  Y  Functionen  riler  x 

2«+l,  für  ^  alle  Zahlen  Ton  1  b.s  2«+l,  „„d   y,   in  jeder  Oleichnng  die  Werthe 

'""*oJ%'*"'   ^T?'"   '?"^?  =  1    •"•  der   i  und'  y    andere    sind,   und  die 

*  V    K~l?-  '■^"f*'^^  "»•*•„        .  .  «weite  Summe   auf  alle  Werthe  yon*. 

Nach  Ehmination  der  «  BteUen  sich  ^„„  ^^j  bis  *  =  o  geht,  wo  g  gleid^ 

dann  Systeme   wie  22)   und  22a)  e.n,  2n_,  «der  bezüglich  e=2»-»+l  ist. 

'^"S,""*"  ?*'  *^^"r^  «•  ""^       Da  nun  x„  ,,  .  ."  «    von  einander 
und  für  r  und  »  jede  der  Zahlen  Ton  "     *        .    ^     «    ^  ui»»»« 

2ii— 29+1  bis  2ii+l'  unabhängig  sind,    so  kann  man  »„  x. 

Die  Ansah!  der  Bedingungen  wir«  so-  •  •  •  <?     constant  denken,   und  hat  zu 

mit:  (2jr+l)  (2^+2),  wdncirt  sich  aber  j^tegriren  da«  System: 
m    derselben  Weise    wie  in  A   anf  die      ^  ^ 

Hälfte,  d.  h.    auf  (2^+1)  (?+l)  Bcdin-  *=^  v  ^       r. 

gnngen.  X^ax^-^  2    Y^difj^:z\). 

Soll    die  Gleichang  sXdx:=iO    also  A=l 

nur  ein  Integral  haben,  so  wird  die  An-  Hier  ist  die  Anzahl  der  nnabh&ngigen 

sahl  der  Bedingungen   gefunden ,  wenn  Variablen  nur  Bins,  und  die  Anzahl  der 

man    setzt:    q^szn-^l,    also:   n(2n— 1)  abhängigen   q  gleich   der  der  Gleichnn- 

Bedingnngen.  gen.    Die  Integration  erfolgt  also  in  der 

Es  ist  femer  10=2,   und  für  r  und  «  gewöhnlichen  Weise.    Wir  setzen  x^=:0 

jede    der  Zahlen  Ton  3   bis  2n+l  zn  und  bilden  die  Hauptintegrale:  y/,  y^' 

setzen.  .  .  .   y'      In  die  vorgelegte  Gleidiung 

Die    Bedingungen    der    IntegrabilitÄt  Q  ,  ^.        .«,     ,  ,      « 

schreiben   sich   also  im  Falle  einer  un-  ««**en  wir  nun  diese  Werthe,  und  mo- 

graden  Anzahl  von  Variablen  ganz  wie  f.«»  dadurch  X  und  Y  sich  m  X'  und 

die  fftr  den  Fall  der  graden  Anzahl  ent-  '    Terwandeln. 

wickelten  ^  b).  '  Diese  Ausdracke  entstehen  also,  wenn 

^  , ,  man: 

87)   Vereinfachung  des    allge-  _  __     ^         _     ^ 

meinen    Verfahrens,    wenn    die  *i-0,    y, — y, ,    V^-V^ 

Anzahl   d«'   I^tff/»!«^  |![u  ^^^  »etzt,  «.,  x,  .  .  .  x,  aber  unverändert 
ist  als  im  allgemeinen  Ifalie.  '     bi      s  g 

Kach    Fortfall   der    identischen  Glei-  ^^^^     ^^  der  so  gebildeten  Gleichung: 
chungen    und  nach  Elimination  von   A  r=s 

hat   man,  sowohl  wenn  die  Anzahl  der  J  X'  dx  -^SYt/ dy/^Q, 

Variablen    grade,  als  wenn  sie  ungrade  r  =  2    *"    ** 

ist,  noch  2n-2y-l  Differenzifiagleichun-  ^^^^^  ^.^  g    ^^  vorsteUt,  denken  wir 

gen  11)    oder  19a)   ubng.     pieje   cn»"  x„  x,  ,  .  .  x^  constan^  und  erhalten: 

halten  im  erstem  Falle  2ii,   im  letztern  '      *  «  ^ 

2iiH-l  Variablen,  und  da  die  Anzahl  der  XJdjc^+JSY/du/^0. 

Integrale  der  Gleichungen  11)  2»-l-2jr  »    '» 

ist,    also    ebensoviel  Variable  sidi   als  Für  ar,=0  soUen  nun  die  Hauptintegrale 

Function  der  übrigen  ergeben,  so  ist  die  ^^j^.  J  ,,       ,,  .  .  .  y  "  und  durch  Ein- 
Anzabl  der  nochübngen,  also  unabh&n-  91  j  9^  9^ 

f igen  Variablen  x  im  ersten  Falle  gleich  setzen  vonD,y/',  y,"  .  .  .  y  "  furof, 
«:"t^'   i^  leteteren  2^+2.     Dadurch       .    y/  .  .  .  y  '  sich  die   x"  und    r 

erhalten  die  Gleichungen  11)  einen  ganz  ^*  '  J'«  ^q 

andern   Charakter   wie    im  allgemeinen  verwandeln  in  X"  und   F".     Man  hat 

Falle,  wo  q=:0  ist,   also  nur  eine  nn-  dann  ganz  wie  oben  zn  bilden  die  Glei- 

abhftngige  Variable  sich  vorfindet.  chung: 
Seien  «„«,...  *^  die  unabhangi-  X"dx^+SY"d^'ziO^ 

genVarUblen.iasof  bezüglich  glei^  deren   Hauptintegrale    sind:    y^.  Vx"' 

§y+l  oder  gleidi   2f+2,  seien  femer  _,.,;.  «7^.    Man  hat,  wenk  man 

die    2»-'2a— 1    oder    2»— s    bezftghch  '         ^^ 

Sii-s+l  Gleichungen,  die  sich  ans  den  ..  y(«-0^  4-Ty^*""*W*~^^ 

Gleichungen  11)  nadi  Elimination  von  ™"  "  ^  •*,  -r-t  ^  y 

A  ergeben,  alle  von  der  Gestalt:  fortfahrt,  $  Systeme  von  q  Gleiehungen 
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mit  ^+1  Variablen   an  integriren,    um  deatonde  Bedaction.     Man  hat  n&mlich 

das  System  11)  aufEulOsen.  statt   eines    Syttemes   von   2ii— 1   Qlei- 

Die   Variablen    eines   jeden    Systems  c'^nng«»   "»»'  2n  Variablen,   worauf  die 

sind  die  Hauptintegrale  des  vorhergehen-  Gleichungen  11)   im   allgemeinen   Falle 

den.     Die    Hauptintegrale     dea  letaten  "™^J^8eföhrt  waren,  jet«t  2^+1,  beafig- 

Systems:  ^^^^  2^+2  Systeme  mit  2ii-2^-l  Va- 

. .  riablen. 

y^W^  y^W  ^  ,  .  y  ^'^  I^ie    allgemeinere  Aufgabe  föhrt   auf 

9  eine  Differenzialgleichung  von  der  Ord- 

sind  endlich   die    der  vorgelegten  Glei-  nnng  2ii— 1  swischen  2  Variablen,   die 

chungen,  und  setzt  man  dieselben  gleich  iweite  auf  s  Gleichungen  von  der  Qrd- 

Constanten,  so  hat  man  die  vollstAndige  nnng  2fi— 29~1,  also  eine  desto  bedea- 

AuflOsung  derselben.  tendere  Beduction,   je    grösser    q    iaU 

Die   hier  gegebene  Methode  erstreckt  ^^^«  ^J^^j«***  "^^^  für  ,„,,..  . 

sich  auf  jedes  System  von  q  Gleichun-  ^^  ^®  wenne:  x^^  ^,  x^^  ^  .  .  .  x^ 

gen  mit  s+p  Variablen,   wenn  dasselbe  ein,  wo  y  besüglich  gleich  2»  oder  gleich 

Q  Integrale   hat,  was  allerdings  die  Er-  2»-f  1  iat,  so  sind  die  Hauptintegrale  des 

fallung  gewisser  Bedingungsgleichungen  ^„_e_    g-gtems    11^     ietzf    x        W 

•wischen   den  Coefadenten    X    und    Y  «*°*®**    öy«»cms    11)    jetat.    «^^  ,      , 

erfordert.  *        (')          *  W   ««^  w««  «.«« Ai^^ 

In  unserm  Falle,    um  auf  diesen  jetst  *,+  2     •  •  '  V  »  """^  ^«"™  "*"  ^^^ 

surückzukommen,  sind  diese  Bedingungs-  Werthe     für    ^gi  4*    '4.«    *    *    '    '* 

gleichangen  erfOUt,  weil  dx.  Vortanden-  ^       ^.     „nabhtarigen   v»riabl«i   «' 

Bern   von   p  Integralen   von  Anfang  an  ""          '      "u  "  ,  ■  um  n     TV    -iT'I 

festtteht.     I)ie«InteBration.verf»hwnbe-  *.••*,   «l'«  gteichNnU  seUt,  so  hat 

dingt   aber  für  unsere  Aufgabe  eine  be-  man  identisch: 

eine  Formel,  die  ganz  wie  15  a)  gebildet  ist,  |  und  wo  A^'\  X^'\,  j,  X^'\^^ 
u.  s.  w.  au8-4,  X    ,  j,  ^,  I  2  entstehn,  wenn  man  darin  *|,  4P,  ...«,«,     , 

*.  _i_o  •  •  •  vertauscht  mit  0,0  .  .  *0,x^'\.        *     .  1  a  •  •  • 

Die  Anzahl  der  Glieder  rechts  ist  2n— 29— 1  in  beiden  FUlen,  also  immer 
ungrade.    Man  setzt  also  «    .  •      gleich  einer  Constante,  und  lOst  die  Gleichung 

ganz    wie    früher    auf.     Dieselbe    hat  tion,  welche  sich  ergeben,  wenn 

2ii— 29— 2  Variable,  also  n—q—l  Inte-  ein  Integral  bereits  bekannt  ist 

grale.  und  diese  geben  in  Verbindung  ^^,   ^^n   in   den  beiden  leteten  Ab- 

°^"                  . .  schnitten  gegebenen  SätMU  lassen   sich 

jT^v         —^Qft.  ftvch    für   die   allgemeine  Angabe  der 

'"^  ^  Integration   der  totalen   Differenzialglei- 

die  n-^q  Integrale  unserer  Gleichung:  chungea  wichtige  Vortheile  ziehen. 

Diese  Vortheile  hat  für  die  partiellen 

^XocO.  Differenzialgleichungen   erster   Ordnung, 

Klar  ist  es  übrigens,  dass  diese  Beduction  ^J^^«  «»«,  besonderer  Fall  nnBerer  Glei- 

einer  Gleichung  von  der  Ordnung  2ii-l  ^?°6  sind  Jakobi  angegeben.    DieBe- 

auf  eine    von   der   Ordnung  2»-2a-l  «™^!*^  «^"^  ^.T'?  f^^f  Jjn  ihm  mit- 

schon    dann  einträte,  wenn   es  sich  bei  getheiU  (Grelle  s  Journal  Bd.  17).     In- 

irgend  einer   Aufgabe    darum   handelte,  dess  ist  Jakobi^s  Arbeit  selbst  erst  lange 

ein    System    von   Gleichungen,     deren  ^J^.^^^  ^^ih'^^Tm^^ 

Form  die  von  11)  ist,  zu  integriren,  und  ?*^^*"  „^'''^  ^«^»^  P«*»*'«^  J'"'^ 

die  Bedingungen,  welche  das  Wegfallen  i*"  .(^?^^*  J^*  ^>-     ^^  ^^'  ^"^"^ 

von  y  Integralen  erfordert,  erfÜUt  wären.  S?i*^^"    ^i**^/*»'  Verfasser  dieses 

^  ^  Wörterbuchs  für  den  aUgememem  hier 

SS)  Vortheile  für  die  Integra-  behandelten  Fall  ähnliche  Besoltate  ge- 
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Wonnen  (Grelle  Bd.  59),  welche  hier  noch  folgen  sollen.  —  Denkt  man  sich  von 
einem  tu  integrirenden  System  znnilchst  ein  Integral  gewonnen,  so  wird  dadurch 
im  Allgemeinen  das  System  auf  ein  anderes  reducirt ,  welches  eine  Gleichung  und 
eine  Variable  weniger  enthalt.  In  nnserm  Falle  aber  ist  der  Vortheil  ein  grosserer. 
Sei  zunächst  die  Anzahl  der  Variablen  wieder  2n.  Ist  nun  ein  Integral  be- 
kannt, so  kann  dies  immer  als  das  erste  betrachtet  und  mit  u^  bezeichnet  wer- 
den.   Man  bringt  dann  unsere  Gleichung 

9Mi  die  Form: 

Wie  in  Abschnitt  34),  wenn  man  daselbst  die  Grössen  /u,  tp  mit  «i,  «^  vertauscht, 
beweist  man  die  Relation: 

Sd(AX)ifx-d«^ifu^=zÄSdXdx, 
und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  ein  System  von  der  Form  19),  n&mlich: 

28)  X,  dA=da,  ^+il'l '*(p.  1)  »X. 


X^dA  =  da,^+Ä    J      (p,  2)a« 


•  •  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

X    d^=d«,5^+^   ^      (p,  2»)d4r. 

in        p=i  ^ 

Mit   Hftlfe  der  Gleichung  «^  =:const.  Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 

und  dnrch  blosse  Snbtraction  kann  man  sagten,   zerfällt  das  System  von  2n~l 

aus    diesen    2fi   Gleichungen   eliminiren  Gleichungen  mit  2fi  Variablen  in  zwei 

x^  und  dielndices  A  und  a^.    Es  blei-  Systeme    von   2fi— 3   Gleichungen    mit 

ben  dann  noch  2fi—2  Gleichungen  mit  2a— 2  Variablen.     Ein  System  mit  2a 

2ii— 1  Variablen.    Die  Anzahl  der  Inte-  Variablen   wird  auf  eins  mit  2fi— 2  Va- 

^                     a^  riablen  im  Allgemeinen  durch  die  Kennt- 

grale,  «,,  ii,  .  .  .  «  ,    -^,  >-i    ...  —  niss  zweier  Integrale  reducirt    Man  kann 

%.       n      o    /    **    1**'    "*      1.  1.  "'  '^^   sagen,  „dass  bei  unserer  Aufgabe 

ist  aber    2a-3   (man  kann  nllmlich  m  ^ie  Kennkniss  eines  Integrals  dieselben 

der  Gleichung  Dienste  thue,   als   die  Kenntniss  zweier 

:r^*.«-.....  =«..«.+„..«.+  ...  ^'^«r'".^:  5£i2gen  11)  2.-1 

ganz    wie    oben  die   erste  unabhängige  

Veränderliche      als     gemeinschaftlichen 

Factor  von  «t»  <^a  •  •  •  <len)^eni  wodurch  *)  Dass  zwei  Systeme   statt  eines  zn 

tt  integriren  sind,  ist  hierbei  ganz  nnerheb- 

denn  die  Verhältnisse  ^,  ^  .  .  .    —  li<*-     Immer   können   in  der  Integral- 

a,    er,  a,  recfanung  eine   beliebige   Anzahl  simul- 

von    derselben  unabhängig,  mithin  Inte-  taner  Systeme  von  gleichviel  Gleichungen 

grale  der  Gleichungen  23)  werden.    Diese  und  Variablen  auf  ein  einziges  zurück- 

Verhältnisse   aber   und    die  Grossen  m„  gefuhrt   werden.      So  z.  B.    setze  man 

Mj   .  .  .  bilden  ganz  aus  den  früher  an-  statt  der  beiden  simultanen^  aus  je  einer 

geführten    Grttnden    alle    Integrale    des  Gleichung  bestehenden  Systeme: 

Systems  28).     Damit  nun  2n-2  Glei-        dy=f(x,  y)dx,    dy'=a.(x',  /jrfa/: 
chungcn  2»-8   Integrale  haben,   muss  .  WL    \     »    ,       Z.  \ 

eine  Gleichung  des  Systems   eine  Folge  »y=l^f(*»  y)+^ir'(*»  y)J«*> 

der  fibrigen  sein,    und    dann   enthalten  wo  A  und  Jl  beliebig^  Constante  sind, 

die   Gleichungen  23)   zwei   unabhängige  1^=0   gibt    dann    die    erste  Gleichung, 

Variablen.     Dies    ist  Übrigens  auch  an  il=0  die  letzte,  und  man  sieht,  wie  die« 

sich  klar,  da  der  Definition  zufolge  alle  auf  jede  Anzahl  von  Gleichungen  und 

«1  also  auch  a^,  von  ii  unabhängig  sind«  Variablen  augewandt  .werden  kann« 

22» 
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Integrale  erfordern,  die  Qleichnngen  23)  aber  deren  nnr  2ft— 3  geben,  zn  welchen 
noch  ti,  kommt,  so  scbemt  ein  Integral  sn  fehlen.  Offenbar  ist  dies  aber  der 
Index  «,,  denn  «r,  ist  ja  von  A  unabhängig.  ^^Es  kann  also  das  noch  fehlende 
Integral  nach  Auflösung  der  Gleichungen  23)  durch  blosse  Quadraturen  gefunden 
werden/* 

Ist  noch  ein  ferneres  Integral  der  Gleichungen  23),  also  ein  solches,  welches 
weder  mit  ti|  noch  mit  a^  susammenfallt,  gegeben,  so  kann  dies  für  n,  genom- 
men werden,  da  das  erste  Integral  jedes  Systems  willkllrlich  ist.    Es  ist  aber: 

eine  Gleichung,  die  wir  auf  dem  in  Abschnitt  35)  eingeschlagenen  Wege  verwan- 
deln in  das  System: 

A-.  A^  o=:2n 

24)  X.dAzzda.^i'da.^-^Ä    S      (p,  1)  ^x^. 


du,  dtf  p^%H 

X    dA  =  da,^+d9^  ^+A  JS      (p,  J»)  dx  , 

2»        ,  2f»         p=l  '^ 

A,  tti,  DT,  sind  Indices.     Mit  Hlllfe  Yon 

u ,  =  const.,    ««  =  const 

reduciren  sich  diese  Gleichungen  nach  Elimination  Ton  a?, ,  x„  i4,  cr^,  er,  auf 
2n— 3  Gleichungen  mit  2fi— 2  Variablen.    Diö  Anzahl  der  Integrale  ti,,««  ...w^, 

a 
-^  .  . .  —  aber  ist  2m — ^5.    Es  werden  also,  wie  auch  direct  aus  der  ünabh&ngig- 

keit  der  Grossen  A^  a^,  a,  von  einander  folgt,  3  Variable  unabhängig.  Zu  in- 
tegriren  sind  3  Systeme  von  2n~5  Gleichungen  mit  2n— 4  Variablen.  Auch  die- 
ses Integral  der  Gleichungen  24)  vertritt  die  Stelle  von  zweien.  Von  den  noch 
fehlenden  Integralen  der  Gleichungen  24)  ist  dann  ti,  das  eine,  er,  das  andere.  — 
Ist  auch  von  den  Gleichungen  24)  ein  Integral  «,  bekannt,  so  hat  man  Gleichun- 
gen von  der  Form : 

26)  x,d.*=a„,gi+a„.  g2+d„.  |j+^i(p,.)dY 

V  V  V 

Sie  zerfUlen  in  4  Systeme  von  je  2»— 7  Gleichungen  mit  2n^6  Variablen.  Hat 
man  so  alle  Integrale  «,,«,...  ti    gefunden,  so  erh&lt  man  die  Indices  a  ohne 

Weiteres  durch  Auflösung  der  2fi  linearen  Gleichungen: 

wo  p  alle  Werthe  von  1  bis  2»  annimmt,  die  Gh^ssen  a^,  «,  .  .  •  fr  die  Un- 
bekannten sind.  Sind  aber  nur  die  Integrale  der  Gleichung  25),  nicht  die  noch 
Übrigen  u  bekannt,  so  ergeben  sich  die  Indices  »i,  «r.,  a,  durch  Quadratur. 

Man  kann  nun  wieder  ein  Integral  des  Systems  W)  als  bekannt  voraussetzen, 
von  dem  neu  entstehenden  wieder  eins  und  so  fort  bis  zum  rten.  Dann  hat 
man  Gleichungen  von  der  Form: 

^=r  dl»  p=:Sf» 

26)  xbAzzi  s   a«  -J:+ii  £    ö>,  »)ax  ; 

sind  *j^^j>   *'o-4.o  •  •  •  *2«  ^*®  lategrale  dieser  Gleichung,  so  ist: 
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Sind  die  «,   u  nnd  v  bekannt,  so  sind   sein,   als  wenn  4  Integrale  eines  belie- 

es   anch   die  b ,  nnd  man  behandelt  die  bigen  Sjstems  gegeben  wftren.  —  Bs  ist 

Gleichnng  zu  untersuchen,   in  welchen  Fällen  dies 

SbfhzzO  gestattet  sei. 

gans  wie  die  Gleichung  5).    -  Selbst-  ^  ^^,A^^«^"^®>"«{L,"*   «^  Integral  «. 

yerstilndlich    findet   alles  Öesagte   auch  ^^  öleichnngen  12)  eine  Function  Ton 

dann  sUitt,  wenn  die  Anzahl  der  Varia-  •»!'  «i.  J^^  ^J'f'^  beliebigen   Intepl- 

blen  2ii+l  ist,   nachdem  man  dieselbe  T**"   ^""^  .^^"?""S"  f^'    ^  ^*°'* 

mittek    des   willkürlichen  Integrals  anf  *^«'  «»i   °>'**«^»  «^«"^  Gleichung 
2fi  redncirt  hat.  fi,=.const. 

39)   Vortheile  für  die  Integra-  «l™'»»'^  werden.     Ist  dann  auch  a^  in 

tion,  wenn   gleichzeitig  2  oder  •*«  nicht  vorhanden,  so  ist  letzteres  wirk- 

mehrerelntegrale  bekannt  sind.  ^}^   ein  Integral    der  Gleichungen  23). 

__.         -  Av    i-  •  *^'®  Bedingung  für  letzteres  und  mithin 

Wir    nahmen  im   vongen   Abschnitte  dafür,  dass  u,  und  w,   die  Stelle  von  4 

an,  dass  man  ein  Integral  der  Gleichun-  integralen  vertreten,  ist: 
gen  11)  kenne,  diese  mittels  desselben  ..    . 

auf  da«  System  23)  reducire,  von  diesem  1  —  1  ^  0. 

wieder    ein    Integral   bestimme,    mittels  \da^/ 

desselben  das  System  24)  bilde  u.  s.  w.  J)\q  Klammer  zeigt  hier  an,  dass  in  u^ 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  sein,  dass  die    Variablen  *„  ar,  .  .  .   x^     ausge- 

man  zwei  Integrale  der  Gleichungen  11)  .      ,       .   ,    ,   ^  '* 

gleidi  von  Anfang  an  zu  bestimmen  im  J"*^^  "2      «  Functionen  von  «„  a,  il 

Stande  ist.     Wenn    eins   dieser  beiden  '*"*  ^  2«-3  Integralen  der  Gleichnn- 

Integrale  u^  zugleich  eins  der  Gleichun-  g«»  23),   und    unter    dieser  Bedingung 

gen  23)  ist,  oder  wa*  dasselbe  ist,   ein  ?^°   «  differenziirt  ist.    A  kann  hierin 

Integral  der  Gleichungen  indess  nicht  vorkommen,  da  ii,   ein  In- 

tY^   --n  tegnl  ist.    Die  linke  Seite  dieser  Glei- 

ZAdx^i),  chung  ist  nun   leicht  darzustellen.    Da 

da  das   erste  Integral  jedes  Systems  ja  in   den  Gleichungen  23)  Aj  tt^  von  ein- 

als  Integral  dieser  letzten  Gleichnng  be-  ander  unabh&ngig  sind,   so  zerf&Ut  dies 

trachtet  werden  darf,  so  kann  man  ganz  System,   in  dem  man  bezüglich  a^  nnd 

wie  im  vorigen  Absciinitte  operiren,  und  A  constant  denkt,  in  2  Systeme  von  der 

es  würde  dann  die  Aufgabe  so  redncirt  Gestalt: 

Das   erste  System  hat  dieselbe  Form  als  ^),  es  wird  also  jedenfalls  u^  ein  In- 
tegral davon  sein.    Das  zweite,  welches  2»  Gleichungen  enthAlt,  die  s=:l,  s=2 

=2ii  entsprechen,  gibt  die  Werthe  der  Differenzialquotienten  ir-^h  (t~^) 

dnidi   Anflötnng   lineaier  Gleichungen.    Setzt  man   diese  Werthe 


ein  in: 


so  erhAlt  man: 


p=i    ml        «^'         p 
wo  die  Q  leicht  zu  bestimmende  Functionen  der  GrOssen  (p,  s)  sind.    Wir  wollen 

mit  V  die  eben  hingeschriebene  Doppelsnmme  rechts,  welche  in  -j-  multiplicirt  ist, 

beseichnen.    Die  Bedingung   dafür ,  dass  die  gleichzeitig  bekannten  Integrale  die 
rag^obene  Beduction  bewirken,  ist  also: 
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F=0, 

WO  V  gegeben  »t,  wenn  man  «i  nnd  ii,  kennt 

Sind  3  Integrale  «i,  ti,,  ti,  gleichzeitig  bekannt,  so  folgt  ganz  in  derselben 
Weise  y  dass  dieselben  das  Sjstem  so  redndren,  wie  im  allgemeinen  Falle  deren 
6,  wenn  man  hat: 


©-*  ©=*  (&)=«• 


Die  Ausdrücke  r — ,  ? — ,  welche  hierin  vorkommen,  werden  durch  das  System  34) 
gegeben,  ans  welchen  man  die  Qleichungen  erhält: 

du,        p^in  dx 

du,         P=^*  ,      ,   dx^ 
Sind  ft  Integrale  gegeben,  welche  die  Gleichungen  erfüllen : 

so   sind   dies   die  n  Integrale  der  Glei-  /*  <fa, 

chnng  ^Jfclr=:0.    Die  dann  noch  feh-  "^'^J  u  (u  )' 

lenden  Integrale    der    Gleichungen    11)  ' 

sind  die  «,  nnd  diese  ergeben  sieh  ans  ^^^  Vorthcil  ist  hier  noch  geringer,  er 

den  algebraischen  Gleichungen:  besteht  eben  darin,   dass  a^  sich  gleich 

w  anfdnglich  Tor  der  Integration  der  Glei- 

SAX-J^zza  .  chungen  23)  durch  Quadratur  bestimmen 

'  lasse.    Endlich m)  Ij-^f  ist  weder  der 

Sind  aber  nur  »Integrale  u  bekannt,  so  ^r  «  i.     •       ^     *!*  *  i.    • 

ergeben  sich  die  «igehörigen  «„  a,. . .  ^nU,  noch  einer  Constante,  noch  einer 

«     durch  Quadratur  aus    den  ^leicW  ^""""^^VV'  ^         ' 

gen  26).  »**  (d^/  "  T    *^°  °®"*"  Integral  der 

Kommen  wir  jetzt  auf  den  Fall,  wo  2  Gleichuligen. 
Integrale  gegeben  sind,  zuriick,  und  neh-       i^  <iie«em  Falle ,  auf  welchen  Jakobi 

T?v  «"",,*"'.     i^^Z  ^'?^}   identisch  ein  Hauptgewicht  legt,   der  ihn  fftr  die 

gleich  NuU  sei.    Es  fijgt  sich,  ob  trotz-  j^  jer  Mechanik  und  Variationsrechnung 

dem  eine  wesenüiche  Reduction  der  Auf-  yorkommenden   Gleichungen,   die   einen 

gäbe  eintrete.  ,     ,     ^  besondern  Fall  unserer  Gleichung  bilden, 

Da  w,  und  «j  Integrale  derGleichnng  zuerst  erörtert  hat,  und  ihn,   da  er  ans 

11)  smd,  so  ist  der  Ausdruck:  ^iner    Poisson'schcn   Formel    abstrahirt 

(duA  ^  V  ist,  den  Poisson* sehen  Satz  nennt,  Iftsst 

da'/  ^  "A  b^c^  ^bo  aus  zwei  Integralen,  wenn  su- 

V    r  11      •    T  .     \  j       IV        ,        .  gleich  der  Index  Ä  bekannt  ist,  ein  drit- 

ebenfalhi  em  Integral  derselben,  denn  der  *^g    ^^^^^^  f^^^^^     ^s  ist  klar,  dass 

Diflferenzialquotient  {^J  ist  ja  wie  u,  ^enn  man  1  =  «,  8etz^  (^)  ein  wei- 

von  .1  unabhtogig.        '  ^^^^  j„^^^  ^^^  Gleichungin   11)  ist, 

Es  können  nun  3  F4Ue  eintreten.  f^j,  ^iese?  Ausdruck  weder  gleich  Null, 

Entweder  I)  (-r^)  ist  identisch  einer  ^^^^  •*°®'  Constante,  nodi  einer  Fun©- 

\^tt^/  tion    Ton  ««    oder  lo,   oder  «^   nnd  w 

Constanten    gleich,   dann   ist  u^zzca^,  .^      .   ^    ,  .  ^  .        »     / ^\ 

Es    kann   dann  dies  Integral  nur  dazu  »dentisch  gleich  ist    Ist  \j^J=:u>^, 

dienen,  den  Index  a,=5^  ohne  Quadra-  gibt  f^^  ein  viertes  Integral, 

tur  zu  finden,  oder  H)  (^)   ist  gleich  ^i  ^^^^  ^«"®  Bedingungen  erföUt,  und 

\äa^/  namentlich    nicht     eine    Function    tod 

einer  Function  von  «,,  y. (•»,),  dann  ist:  n,,   w,  »^   allein  ist    u.  s.  w.     Es  ist 


so 
wenn 
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alflo  möglieh,  au  swei  bekaimten  Inte-  «,   und  «  allein,   so  geben  die  beiden 

gralen  «i,  Vg   Ton  gewissen  Eigenschaf-  Gleichungen: 

ten  alle  fibrigen  zu  entwickeln ,   und  es  /  A  v 

ist  klar,  dass  es  solche  Integrale  Hj  nnd  (z^\-fp    (—\=zu,(u     ip) 

«,  geben  mnss,  wenn  anch  höchst  selten  Vda^/       '  \da|/      ^  ^  »»     ^' 

der  Fall  eintreten  mag,  dass   sich  der-  /^i  .  v 

artige  ohne  Kenntniss  der  übrigen  bUden  «•  ^-  ^^  Gleichung ; 

lassen.     Nehmen    wir    aber    auch    an,  /  ^\      ff  (u     w) 

{jr^J   critUlt  nicht  die  eben  gegebenen  \du^/  ""        w 

^  j. T  *  ^        /^\    n  -^:-*  fi»il>*  oin  Integral  0(«««,  w),  welches  ron 

Bedingungen.    Ist  dann  [j^J^O,  bo  ist  ^^   „„.bhin^ist,  &o  die  Stelle  von 

«0  wie  vorher  «,  zur  Bednction  des  Pro-  2  Integralen  yertritt ,  ausserdem  ergibt 
blems  SU  gebrauchen,  d.  h.  es  vertritt  w   sich  «^  durch  Quadratur. 

die  Stelle  von  2  Integralen.  Ist  (^)  ^'*,V\  ''''''''*  ^*«S^'  ^"^  ^^d«' 
gleich  einer  Constante,  oder  gleich  ehier  ™*"  (l^)^  ""^  ™*»^  ^^®"  '"^*''  ^'® 
Function  von  v>  allein,  so  erhalten  wir  angegebenen  Bedingungen  erf Allen,  son- 

wieder  «,;  ist  (^)  eine  Function  von  d«™  «»*•  ^T*^?S  T  *«'•'•«    "'" 
'  \da,/  so  hati.man  die  Gleichungen: 

Man    erhAlt    durch     Auflösung    zweier  ^,      ,,  /dti,\    .     , 

Gleichungen  mit  3  Variablen  2  von  «,  ^«««^  "^*°  **^«^*"  \öfj  ^»"^    *^i    ®'- 

unabhftngige    Integrale,   und   it,    durch  g^tat.    Da  aus 
Quadratur.      Eins   der  beiden   Integrale  _  s 

dient  zur  Beduction,  das  andere,  welches  ^— '"r  *_    ^P 

w,  heisse,    ist    dann   weiter  zu  untere  ^<'i~~<^i    ^'    dö" 

suchen,  wie  oben.    Mit  Ausnahme  des  ~  ^       ' 

Hauptfalles,  wo  die  Integrale  die  Stelle  mittels  der  oben  gegebenen  Gleichungen 

von  2  vertraten,  ^^=0  war,  kommt  ^.^  ^^^^^^^  ^  ^.^  eliminiren  lassen, 

in  den  Ausdrücken  1? — I,   i? — I  ...  so  behftlt  alles  oben  Gesagte  seine  Gül- 

.      -  ,  >öir/     \ö«|/  tigkeit.    Ist  namentUch  v,  nicht  identisch 

immer  der  Index  il  vor;  dieser  müsste  ^.*^,  Constante,  so  bildit  es  ein  neues 
also   bekannt    sein,   um  unsere   Unter-  /^^  \ 

suchung  anzustellen.  Kur  in  dem  von  Integral,  und  man  untersucht  It— ^) 
Jakobi    behandelten  Falle    ist   Ä    eine  ^„     ^.*       .     ^_^  ,       .  }^y 

Constante.    Klebsch  hat  indess .  bemerkt  «•  »•  y-    -^1«  diese  Ausdrücke  smd  aber 

(Grelle  Bd.  60),  dass  man  den  Ausdruck  ▼o™  "d«»  ^  «»"»  ^™"' 

rp)  durch  einen  andern,  der  ebenfalls  ,  40)  Zuisammenfassung  der  ge- 
\d«r,/  fundenen  Besultate. 

ein    Integral   der    Gleichungen    11)   ist,       ^.^  ^^^jj^^  schliesslich  die,  wie  es  bei 
ersetzen  könne ,  und  der  von  Ä  frei  ist.   ^^^  behandelten  Gegenstande  nidit  an- 
Offenbar  ist  nämlich :  ders  sein  kann,  ziemlich  complicirte  Un- 

tersuchung   der  totalen  Differenzialglei- 
F-hlg  Aj  chung  hier  nochmals  zusammenfassen. 

I)  Die  Gleichung  2X,dx=0  hat  n 
wo  V  von  A  frei  ist,  und  da  A  von  a^  oder  ft+l  Integrale,  je  nachdem  die  An- 
unabhftngig  ist:  zahl  der  Variablen  2fi   oder  2n+l   ist. 

(^  \  Im  letztem  Falle   ist  ein    willkürliches 

7-^1        .^  darunter,    nach  dessen   Elimination  der 

y  —  ^^'  a  zweite   Fall   auf   den    ersten   aurückge- 

*  dffj  Fd«/  führt  ist. 

1?  •  *  1  ^  «  V  ^^  IT  .;«  i«*-««.i  H)  Die  Bestimmung  dieser  Integrale 
Es  ist  also  auch    |?^=^i  «n  Integral  ^^  ^^  ^  Systemen  von  Diflferenzial- 

der  Gleichungen  11),  welches  von  A  frei  gleichungen  mit  bezüglich  2«,  2n— 2  . . . 
ist,  und  auf  welches  sich  ganz  die  obi-  6,  4,  2  Variablen.  Fallen  jedocAi  in  der 
gen    Betrachtungen     anwenden    lassen,  Gleichung  SXdx:zQ  von  den  Functio- 


'«&)=■'. 
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neu  X  n^f  aas»  so  hat  man  nnr  p  Systeme  zu  integriren;  fallen  n— 1  ans,  d.  h. 
ist  die  Yorgelegte  Gleichnng  von  der  Gestalt: 

so  ist  nnr  ein  System  zu  integriren.  Anzahl    Ton    Variablen     zurückgeführt 

ni)  Soll  die  Gleichung  ^Xd!r=0  nnr  wurde ^    ist  nach  dem  Obigen   integrirt, 

M— 9  Integrale  haben,    so   müssen  bei  wenn  man  durch  eine  Transformation: 

2»    Variablen     y(2^+l),    bei    2ii+l  ,-0,» 

0f+l)(2^+l) Bedingungsgleichungen  er-  5)     ^'    Xdx^^ü,du,^ü^du^-{-  . .  . 

füllt  werden.    Es    tritt  aber   dabei  eme  g^i      *     * 

derartige  Beduction  der  ganzen  AuflO-  +U  du 

sung  ein,  dass  man  statt  ^4-1  Systeme  ^    ** 

mit  bezügUch  2n,   2n-2  .  .  .  2n-2j  gctzen  kann,  und  es  sind  dann: 

Variablen    bezüglich  2^+1  und  2^+2  _            _                    _ 

Systeme   mit    2n-2y-l   Variablen    zu  •*i-^i>  ««-««  •  •  •  «•n~V 

integnr^  hat.               '  ^     0,  .  .  .  0«  willkürliche  Constan- 

IV)  Besondere  Vortheile  gewährt  die  '      *             « 

Auflösung,   wenn  man  ein  Integral  be-  ten  sind,  die  Integrale;  d.  h.  durch  Dif- 

reits   bestimmt  hat.    Die  Aufgabe   wird  ferenziiren  dieser  Gleichungen   und  Di- 

dann  so  reducirt,  als  wenn  man  bei  einem  vidiren  der  Differenziale,  nachdem  jedes 

gewöhnlichen    Systeme    zwei     Integrale  mit     einer  gewissen  Grösse  muUiplidrt 

kannte.      Ist    Ton  dem  nun*  gebildeten  ist,  kann  man  den  Ausdruck  SXdxz=0 

Systeme   ebenfalls  ein  Integral  bekannt,  entstanden  denken.     Umgekehrt  sind  n 

so  vertritt  dies    ebenfalls    zwei,  die  im  Integrale  der  letzten  Gleichung  11^  =  «i, 

allgemeinen  Falle    gegeben    w&ren;    ist  ^%=^^%    '  '  '  ^n^^%    irgendwie    be- 

von  ^em   so  gebüdeten   System  wieder  ^^^^    ^^  j.^^^  ^^  ^^cfx  auf  die  an- 

eins  bekannt  u.  s    w.,   so  dass  man  im  gegebene  Form  bringen,  wo  ü,,  (/,... 

Ganzen  «  Integrale  kennt     so  hat  man  ^    ebenfalls    gegebene   Grössen    sind, 

noch  p+1  Systeme  mit  bezüglich  2ff— 2p  *^ 

Variablen  zu  integriren,   und  die  Glei-  Aber  es  gibt  auch  Integrale   ron  ganz 

chung  XXdx=zO   ist    so  reducirt,    als  anderm  Charakter,  welche  statt  der Con- 

h&tte  man  die  p  ersten  Systeme  bereits  stauten  wiUkürliche  Functionen   enthal- 

YOllstandig  integrirt.    An  Stelle  der  er-  ten.     Dieselben  lassen    sidi  aber  stets 

sparten  Integrationen  treten  blosse  Qua-  bestimmen,  wenn  man  n  Integrale  wie 

draturen.  die  obigen  hat. 

V)  Sind  2,  3  oder  mehr  Integrale  Offenbar  namlidi  machte  alle  Relation 
gleichzeitig  gegeben,  und  erfOillen  diese  zwischen  «und  £/* die  Gleichung  J'Xriz^O 
gewisse  Bedingungsgleichungen,  so  wird  identisch,  welche  bewirken,  dass  der  Aus- 
die  Aufgabe  so  reducirt,  als  wären  4,  druck  rechts  in  Gleichung  5)  ver- 
6  .  .  .  Integrale  eines  gewöhnlichen  Sy-  schwinde. 

stems    bekannt.     Werden   diese  Bedin-  Nehmen  wir  nun  an,  es  wftre: 

gungsgleichungen    nicht  erfüllt,    so   ge-  27)         u  =r/(fi,,  w,  .  .  .  «       ,), 

w&hrt  die  Kenntniss  mehrerer  Integrale  n     '^  *      »             n— 1 

andere^  Vortheile.  t^o  ^.   eine  willkürliche  Function  ist,  so 

Ja,  in  einem  Falle,  den  man,  wenn  man  wird  der  Ausdruck   rechts  in  Gleichung 

will,  sogar  als  den  allgemeinen  betrach-  5)  die  Form  annehmen : 

ten  kann,  reichen  2  bekannte  Integrale  ^^                             ^^ 

hin,  um  alle  übrigen  zu  bestimmen.  (U^+ü   -^)  <^«i+(^j  +  ^ii5r^)^'*» 

Wir  unterlassen  übrigens,  diese  Theo-  **       "                                 * 

rie  mit  Beispielen  zu  belegen,  da  der  ,              , /rr         .  »r       ^y    x  a, 

n&chste  Artikel,  die  partiellen  Differen-  "^  •  "  •  ■*"^*^ii-l"*"*^fi  d«  _/«-!' 

sialgleichnngen   betreffend,    zn    solchen  ** 

Anlass  geben  wird.  ^nd  dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null, 


41)  Verschiedene  Systeme  von  ^«""  ^'^  *""  •    u        -^  f  Vvl  «7 

Integralen.  "jokciucrwu  jj^lationen     zwischen    jetzt    bekannten 

'  Grössen: 

Die  Gleichung:  ^  ^ 

.=2»  ^)    u,+v^=o,  ü,+U-^=0, 

*='  •••  ^«-.+  «^«5=^  =  0 

auf  die   anch  der  Fall  einer  ungeraden  n— 1 


327 

yerbinden.  Also  diese  Belatfonen  in  Verbindong  mit  Gleichung  27)  stellen  ebenfalls 
ein  System  Ton  Integralen  der  Gleichnng  JXdx:=0  vor. 

Die  Ansahl  derselben  ist  wieder  n,  sie  enthalten  aber  keine  Gonstante,  da- 
gegen eine  willkürliche  Function  Ton  n—1  Variablen. 

Specialisirt  man  dieselbe  aber  derart,  dass  sie  n  willkttrliche  Gonstanten  ent- 
hält, so  kann  man  ans  27)  und  28)  ein  den  Gleichungen  M|  =0^  .  .  .  analoges 
System  wieder  gewinnen. 

Setzen  wir  ferner: 

so  wird  die  rechte  Seite  Ton  5)  die  Gestalt  haben: 

11— 2 

Dieser  Ausdruck  wird  gleich  Kuli,  wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  29) 
die  folgenden  n— 2  Relationen  verbindet:  * 

30)  U,+U        ^A-U    ^=0. 


»—2  11—3 

Offenbar  ist  dieses  System  von  Integralen  weniger  allgemein  als  das  vorige,  da 
es  Bwar  2  willkürlidie  Functionen,  aber  nur  mit  n— 2  Variablen  enth&lt.  —  In 
derselben  Weise  kann  man  ein  Integralsystem  von  n  Gleichungen  bilden,  welches 
3  willkürliche  Functionen  mit  n— 3  Variablen  enthält  u.  s.  f. 

Schliesslich  hat  man  ein  System  von  n— 1  willkürlichen  Functionen  mit  einer 
Variable :  • 

31)  •*^=yi(«i)i    ««3=71  («1)  •  •  •  ««  =  '/«-! («'i)» 

SU  welchem  die  eine  Gleichung  tritt: 

Alle  diese  Systeme  haben  wesentlich  verschiedenen  Charakter.  Ausserdem 
gibt  es  noch  ein  System,  das  weder  Gonstanten  noch  willkürliche  Functionen  ent- 
h&lt. Offenbar  n&mlich  wird  auch  die  rechte  Seite  in  5)  gleich  Null,  wenn  man 
setzt : 

38)  l/,=0,  £^,=0  .  .  .    £^^=0. 

Diese  Integrale  nennt  man,  der  früheren  Bezeichnung  analog,  singulare. 

Die  Vollständigkeit  dieser  Untersuchungen  würde  freilich  erfordern,  dass  man 
ein  System  von  s  simultanen  Gloichnngen  von  der  Form  SXdx^Qy  wo  s  eine 
beliebige  Zahl  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelte.  Der  Verfasser  entsagt  dem 
aber  um  so  lieber ,  als  er  gestehen  mnss,  dass  er  fUr  jetzt  nur  im  Stande  wäre, 
Bruchstücke  zur  Lösung  dieser  höchst  schwierigen  Aufgabe  beizubringen,  was 
dem  Zwecke  dieses  Wörterbuchs  fremd  wäre.  Er  schliesst  also  diesen  Artikel, 
indem  er  glaubt,  die  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichnngen,  so  weit  sie  bis 
jetzt  ausgebildet  ist,  in  einiger  Vollständigkeit  dem  Leser  vorgeführt  zu  haben. 


m.  Ueber  die  partieUen  Differenzialgleichimgen. 


1)  Einleitung.  gen,  können  auch  die  partiellen  enter. 

Unter  einer  partiellen  Diflfereniialglci-  »weiter  n.  8.  w.  Ordnung  sein,  je  na^- 

chung  versteht  man  eine  solche,  welche  Jem  die  höchsten  dann  enthaltenen  Dif- 

die    Diflfcrenzialquotienten    einer     oder  »renwalquotienten  erster,  aweiter  u.  8.  w. 

mehrerer    abhängigen     Variablen    nach  Ordnung  sind. 

wenigstens    2    unabhängigen  Variablen       Das  allgemeine  Schema  einer  partiellen 

enthUt.     Wie  totale  Differenaialgleichnn-  Differenxialgleichung  ist  mithin : 

x^i  x^  .  .  .  X     sind  die  unabhängigen,  nen  /'s  ,/*,..  .   von   derselben  Varia- 

**     i:«   .1.1.««»:»^«  ir— :-  Wen   gleich  Null  setzte  und   mit  dieser 

.,,   z.   .  .  .  2p   die  abhängigen  Vana-  Qi^i^hung   verbände.     Jedoch   ist   eine 

bleu,  u,+M,  .  .  .  -^^^ii  ^  ^  '^^^  Diffe-  Behandlung    der     simultanen  partiellen 

renzialquotient,  ein  Symbol  für  alle  die  Differenzialglcichungen    fast    noch    gar 

leniffen     welche    entetehen      wenn    man  ™^*^'  unternommen ,   und    sind  nur  sehr 

jenjgen,   welcne   «^wüen,    wenn    man  ^^^^^^^^^^    spezielle  Fälle    den  gegen- 

A,  «1,  II,  .  .  .  »^  mu  u,  1,  z  .  .  .  ver-  ^^^n^igen  HlUismittehi  der  Analjsis  au- 

tauscht.  gänglich.  —  Wir  werden  uns  daher  andi 

Selbstverständlich   gibt  es  auch  simul-  hier  fast  ausschliesslich  auf  eine  partielle 

tane     partielle     Diffe  renzialgleichungen,  Differenzialgleichung   mit    einer   abhän- 

nnd  würde  man  ein    System    derselben  gigen  Variablen  zu  beschränken  haben, 

ans    der  hier  gegebenen   Gleichung  er-  —     Das    allgemeine    Schema   (Ür  die- 

halten,  wenn  man  für  f  andere  Fnnctio-  selbe  ist: 

ds      dz^  di  d^z        d^i 

r('i»  «.  •  •  •  *«»  *»  5;;;^.  5*.  •  *  *  äx|'  d^'  d^^^  •  •  • 

d*x     d^z        d's  ^"s  o's  ^z d^ 

^:'  ^"  ^'.•^'.  ■  ■  ■  *v  •  •  ^  ■  * '  aT7dx  -  »•  i«  * 

Was    die  Behandlung    derselben    anbe-  Differenzialgleichungen    erster    Ordnung 

trifft,  so  muss   zuvor  bemerkt  werden,  gelungen,    und  zwar  besteht  das  Besul- 

dass  anch  dieses  Problem  in  seiner  All-  tat  darin,   „dass  jede  partielle  Differen- 

gemeinheit    nur    wenig    ausgebeutet   ist  zialgleichung  erster  Ordnung  sich  in  ein 

und    Schwierigkeiten    der    erheblichsten  System    von  n    totalen   Differenzialglei- 

Art    darbietet.      Diese    Schwierigkeiten  chungen  mit  11+ 1  Variablen  zerlegen lässt'* 
beziehen  sich  nicht  allein  auf  die  Natur       Diese  Beduction,  welche  immer  ange- 

nnd  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen  wandt  werden  kann ,  löst  also  anch  die 

Integrale,  obgleich  auch  diese  in  den  we-  ZurückiÜhmng    der    partiellen  Differen- 

nigsten  Fällen  einer  genauem  Eenntniss  zialgleichungen  auf  Quadraturen   in  den 

zugänglich   sind,    sondern   auch  auf  die  Fällen,    wo  nach   dem   vorigen    Artikel 

Anwendungen.    Denn  oft  kommt  es  vor,  die   Auflösung    des   in  Bede    stehenden 

dass,   um  eine  partielle  Differenzialglei-  Systems    totaler   Differenzialgleichungen 

chung,  deren  allgemeines  Integral   man  auf  Quadraturen  führt, 
kennt,  für  einen  bestimmten  Fall  anzn-       Bei   partiellen    Differenzialgleichungen 

wenden,  also  zu  spezialisiren ,  Probleme  höherer  Ordnung  hat  man  sidi  fast  aus- 

von   der  grossten   und  bei  unsem  jetzi-  schliesslich    auf  die  Behandlung  der  li- 

gen  Kenntnissen  unüberwindlichen  Seh  wie-  nearen  Gleichungen,  d.  h.  der  Gleichnn- 

rigkeit  zu  lösen  wären,   so  dass  man  in  gen  von  der  Form: 
der    Begel    leichter    zum  Ziele   kommt,         ^  ^  . 

wenn  man,  statt  das  allgemeine  Integral  4^  *    .  p       ^  *  1  p l_5 

lu  suchen,  sich  von  Anfang  an  den  Be-       j,     j"^     s    »— U  i    *"~^;> 

dingungen   der  speziellen  Aufgabe  mög-       ^*i  ^*i         ^*«        ^**  *» 

liehst  anschliesst,  und  so  zu  einer  Lösung  c  ^'    n 

derselben  zu  gelangen  sucht.  +  .  .  •  +5  -    -  —  0 

0jg 

Allgemeineres  ist  nur  für  die  partiellen  n 


)=0. 


881 

beschränken  mässen,  wo  Äy  B,  C  .  .  •  S  Functionen  von  «|,  «,.•««,  s  und 

der  partiellen  Differenzialqaotienten   von  z   bis  einschliesslich   znr  s— Iten  Ord- 
nung sind,  eine  Gleichung,  die  man  sjrmbolisch  auch  schreiben  kann: 

SA,q,r... =0, 

P        q       r 
wo 

ist  angenommen,  nur  eine  abhängige  Varia- 

Aber  auch  hierbei   entbehren  die  an-  ble  enthalt 

gewandten    Methoden    der     Allgemein-  Es  muss   aber  gezeigt   werden,    dass 

heit  auch  wirklich  jede  partielle  Dififerenzial- 

Wir   werden  uns   jetzt  zunächst  mit  gleichung  ein  soldiw  Integral  habe  und 

den  Gleichungen  erster  Ordnung  zu  be-  ^'«  dasselbe  beschaffen,    d.  h.   wie  viel 

achäftigen  haben ,  und  ehe  wir  die  Me-  Constanten    oder  sonstige  wülknrlich  zu 

thoden   zur  Auflösung   derselben  geben,  »estmimende  Grössen  in  demselben  ent- 

nntersuchen,    welchen  Transformationen  —???  seien.                          «    „     . 

dieselben  unterliegen ,  und  welches   die  ^^^^J  *"*««*  ^^  an  dieser  Stelle  für  die 

Natur  ihrer  Integrale  sei.  Gleidiungen  erster  Ordnung. 

Sei 

2)  Allgemeines  fiber  die  Glei-  »/^      ^             ^     »n-a 

chungen     erster    Ordnung    und  \  i'     a             n*    / 

ihre  Integrale.  eine  beliebige    Gleichung,   welche  noch 

Da  in  den  partiellen  Gleichungen  von  ""^';,  ^^^  Ju'^*"''^  ''*''*  ^"^^  ^k  " 

beliebiger  Ordnung  die  Differenzialquo-  J*»?*«"  «»^•^»'   »<>  ^«L^  »»JJ  dieselbe 

tienten    einer  Variablen  .   nach  den  an-  "^^  *„*,...  «^  differenziiren ,  und 

dem  Variablen  «|,   ar,  .  .  .  o;^  genom-  erhält  auf  diese  Weise  noch  n,  also  im 

men,   enthalten   sind,  so  wird  offenbar  ö*««<«  «+1   Gleichungen,   aus    denen 

als  integral    eine   Gleichung  gefordert,  m»^  n  Constanten  eUmimren  kaim ,  um 

welche  /als  Function   von  *,7^,  .  .  .  «chliessUch  zu  einer  Gleichung  zu  gelan- 

^    gjl^^  *'     *  gen,  welche  ausser  j:,,   *,  .  .  •  ar^,» 

**         '  .    d»      d»  d« 

Im   Wesen  einer  partiellen   Differen-   noch  j—,  —  .  .  .  j—-  enthält 

zialgleichnng  liegt  es  also,  dass  sie  nur  i        «  ,| 

ein  Integral  habe,   wenn  sie,   wie  hier       Sei: 

d%       dz  ^»v      A 

r(*„x,   .  ..x^._,_..._)=0 

diese  Gleichung,  so  kann  f  eine  ganz  Werthe  gibt  —  Indessen  haben  die  par- 
beliebige  Form  haben,  wenn  F  nicht  tiellen  Differenzialgleichungen  noch  In- 
näher besrimmt  ist,  und  man  sieht  da-  tegrale  von  einem  ganz  verschiedenen 
her:  „dass  jede  partielle  Differenzial-  Charakter,  welche  statt  der  willkürlichen 
gleichung  erster  Ordnung  ^ssO  ein  In-  Constanten  willkürliche  Functionen  der 
tegral  F=0  hat,  welches  n  willkürliche  Variablen  enthalten. 
Constanten  a,,  a,  .  .  .  «t  ,  also  soviel  Ein  solches  Integral  heisst  allgemei- 
aluia  \  j*  TA'tf  •  1  1  •  v  1.  nes,  und  offenbar  ist  es  wirklich  von 
Äe  vL^Ä^t""^  ^^^^^^  allgemeinerer  Art  als  das  vollständige 
bängige  variable  Hat  Integral.    Vom  Dasein  eines  solchen  all- 

Dieses  Integral  wird   das  vollständige  gemeinen  Integrals  aber  überzeugen  wir 

genannt    Man  kann  aus  demselben  be-  uns  durch  folgende  Schlüsse, 
liebige    partikuläre  Integrale  gewinnen,       Schreiben  wir  zunächst  die  gegebene 

wenn    man    den    Constanten    beliebige  Differenzialgleichung  unter  der  Form: 

d»  _     -  b%     dz  d>    ^ 

5;-- 7  (x„  «.  •  •  •  *n'  *'  s;;'  S^  •  •  •  di~;^' 

und  geben  der  GrOsse  x    die  continnirlich  auf  einander  folgenden  Werthe: 


n 


«•»  «1,  «2  .  .  .  a^_  ^, 
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welchen  die  Werthe  Ton  s : 


t«,  »,   .  .  .  »^_  I 


bezüglich  entsprechen  sollen.    Diese  Werthe,  s^,   s,   .  •  •  z._  .»  von  denen  wir 

fibrigens  voranssetzen  müssen,  dass   sie  ebenfalls  continuirlich  ans  einander  her- 
vorgehen, weil  dies  der  Begriff  des  Differenziirens  fordert,  sind  also  noch  Fnnctio- 


nen  von  «|,  x^  . 

.  .  X        ,    Es  ist  aber: 

WO  «-»«^_j»  *f->  <*-._!    beliebige  anf  einander  folgende  Glieder  der  entsprechen- 
den Reihen  sind. 

Unsere  gegebene^ Gleichung  stellt]  also  folgendes  recurrente  System  dar: 

«i=»«+(«i-«o)7(«i»  *i  .  .  •  «^_,»  «•»  ^•^  ^  '  '    dx    *  ^' 


•  •  • 

•  •  • 


•f  =»f-i+(«f-«.-i)^<*>'  *»  •  •  •  '«-!•  ",-!•  *.-t'  -AT— "S^ — ; 

Ans  der  ersten  Gleichung  kann  man  Z|  bestinimen,  wenn  man  z^,  also  auch  die 
Differenzialqnotienten  dieser  Grösse  als  Fonetionen  von  x.y  x^  ,  ,  ,  x      .  kennt. 

Die  Differenzialqnotienten  von  z,  ergeben  sich  dann  dnreh  Differenziiren  dieser 
Gleichung.  Die  zweite  Gleichung  gibt  i^  und  enthält  keine  weitere  WillkfUiich- 
keit,  und  so  kann  man  allm&lig  bis  zu  s    gelangen;  die  Grössen  n^^  a^. ,  .a 

sind  folglich  beliebige,  aber  continuirlich  auf  einander  folgende  Grössen.  Für  z^ 
ist  also  keine  weitere  Bestimmung  gegeben,  und  somit  kann  diese  Grösse  eine 
ganz  willkürliche  Function  von  fi=l  Variablen  j;,,  d?,  .  .  .  '^_|  sein*  die  je- 
doch den  Gesetzen  des  Differenziirens  gemäss  so  genommen  werden  muss,  dass 
z  anf  dem  ganzen  Integrationswege  durch  keine  Discontinnit&t  geführt  wird. 

,J>as  allgemeine  Integral  enth&lt  also  eine  willkürliche  Function  mit  einer 
Variablen  weniger,  als  die  Anzahl  der  unabhilngigen  Variablen  betrügt** 

Man  kann  auch  setzen: 

«,=*«+K-«o)rt+(a,-ffi)'/i+.  .  .  («,-«,_  i)r,.|» 
wo  unter  o»/ v  rerstanden  ist  der  Ausdruck; 


no 


^v         \ 


7^(«i, «, . . .  «^_j,  «^  V  s?;  •  •  •  STj"^' 

oder  symbolisch:    , 

In  diesem  als  Grenze  einer  Summe  zu  betrachtenden  Integrale  ist  also  Alles  bis 
anf  die   willkürliche  Function  ^,  welche  Air  s«  gesetzt  wird,  bestimmt.    Für  z 

ist  z  gesetzt  Die  Function  ^  aber  kommt  unter  dem  Quadratnneiehen  f  selbst 
TOT.  Sonach  gilt  von  diesem  allgemeinen  Integrale  t  dasselbe,  was  überhaupt 
über  die  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  definirten  Functionen  galt  (siehe  den 
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Artikel:  Qnadrataren) ,  namentlich  derSats,  daai  ein  solcher  Ansdinck  nnr  dann 
zwischen  gegebenen  Qreneen  zwei  verschiedene  Wertbe  geben  kann,  wenn  die  durch- 
laufenen beiden  Integrationswege  einen  Discontinuitftts-  oder  mehrfachen  Punkt 
nmschliessen. 

8)  Beziehung  zwischen  dem  vollständigen  und  dem  allgemei- 
nen Integral 

Für  die  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  gibt  es  aber  noch 
eine  andere  Art,  sich  von  dem  Vorhandensein  des  allgemeinen  Integrals  zu  über- 
zeugen, und  was  ungleich  wichtiger  ist,  dasselbe  immer  dann  wirklidi  aufzufinden, 
wenn  das  vollständige  Integral  bekannt  ist. 

Diese  Methode  rührt  von  Lagrange  her,  und  sie  führt  also  die  ganze  Inte- 
gration der  ]Mirtiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  auf  die  Bestimmung 
dos  vollstindigen  Integrals  kurück. 

Sei: 

eine  gegebene  partielle  Differenzialgloichung,  wo  also  die  linke  Seite: 

dz      dx  dz 

«i.  «a  .  .  .  V  '     "^^^     SST'  ST  •  •  •  ST 

*        ■  n 

enthalt.     Sei  femer: 

F(a^y  a^  .  .  .  0=0 

das    vollständige  Integral  dieser  Qleichung,  wo  a^,  «,  .  .  .  a    die  willkÜrUcfaen 

Constanten  sind,  und  F  also  ausser  denselben  noch  die  Variablen  9^,  x^  . . .  «  .  s 

enthält  Es  ist  dann  die  Qleichung  ^=0  nach  Abschnitt  (2)  entstanden,  indem 
man  aus  den  Gleichungen: 

..      -».  m-^  i^^o  ■  ■  ■  (^j=« 

die  Constanten  a^^  a^  '  *  *  ^n  ^'^^^'^ 

Das  Zeichen  l-z — I  zeigt  hier  an,  dass  die  Function  F  derart  nach  x    diffe- 

renziirt  werden  soll,  dass  s  als  Function  von  x^  betrachtet  wird,  es  ist  also: 

dF\       üF    .   dF   d» 


(äF\       öF    ,    dF    dt 
dx  I       dx         ds  dx' 
i/  s  $ 


Kehmen  wir  nun  an,  es  wären  «i,  «,  .  .  .  a^  keine  willkürlichen  Constanten, 
sondern  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  «,,  x^  •.«'«)  ond  sei  eine 
dieser  Grössen  a    eine  Function  der  übrigen  a^^  a^  ,  ,  ,  a        ,  also: 

2)  «l,=  \«'(«il««    .  •   .  «H-l^» 

so  erhält  man  beim  Differenziiren  von  F=0  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 

HF     .  dF      \\\-i 


wo  s  alle  ganizahligen  Werthe  von  1  bis  n  annimmt. 

Es  ist  aber  femer  klar,  dass  die  Gleichungen  8)  dann  völlig  mit  den  Glei- 
dkungen  1)  übereinstimmen,  also  auch  das  Eliminationsresultat,  welches  dieDiffe- 
rensialgleichnng  /=0  gibt,  dasselbe  bleibt,  wenn  man  setzt: 
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-.     ÖF   .  dF^%    ^    dF  .  dF^%    ^  dF      ,  dF       ^%      ^ 

*  II         *  "  H        *  Ä—  I  A  11—  1 

Ans  diesen  n—l  Gleichungen  aber  kann  man  die  m— 1  Grössen  «i»  a,  •'•  •  ^n.^  ■ 

bestimmen,  und  die  Gleichung  2),  wo  tp  eine  vOllig  willkürliche  Function  ist, 
gibt  dann  a  ,  Setzt  man  alles  dies  in  die  Gleichung  F=0  ein,  so  hat  man  offen- 
bar ein  Integral  der  Gleichung  ^=:0f  da  die  letztere  durch  Differenzüren  der  erste- 
ren»  und  Eliminiren  der  GrOssen  a^,  a^  ,  ,  ,  a         entstanden  ist.    Dies  Inte- 

gral  enthält  aber  eine  willkürliche  Function  Ton  n— 1  Variablen  und  ist  also  das 
allgemeine  IntegraL 

Im  Uebrigen  kann  man  noch  andere  Arten  von  Integralen  der  Gleicfann^^ 
^=0  ableiten,  welche  ebenfalls  willkürliche  Functionen  enthalten,  die  jedoch  Ton 
einem  weniger  allgemeinen  Charakter  sind,  als  das  eben  gefundene.  Alle  diese 
Integrale  aber  sind  gegeben,  wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt.  Nehmen 
wir  n&mlich  wieder  an,  die  a  seien  Functionen  der  Variablen  x,  statt  der  Bezie- 
hung 3)  aber  seien  die  folgenden  gegeben: 

6)  «^^,=Vi(«i»  «1  •  •  •  «^    'V+8'=^»(*i'  «1  •  •  •  «P  •  .  • 

wo  die  *0  willkürliche  Functionen,  jedoch  nur  von  r  Variablen  sind.  Die  Zahl 
r  kann  jeden  Werth  von  r=l  bis  r=M— 1  annehmen.  Die  Differenzialquotien- 
ten  Ton  FzzO  werden  dann : 

fi^        /^F\   ,  /ÖF  ,      dF      H-hl   .      dF    ^\+%  .  dFK\da, 

,   {dF   .      dF     ^^+1    .       dF    '\+2  .  .^^?J?\^4. 

+  KdT.^da         "S^  +  da         -dS7+  •  •  '-^da^dajdxj'  '  " 


öa^ 


^tt     .    .  an  ^41-.    ^A. 


iP  dp        r+l  dp —n\'~r    ^ 


'^\+i~^'^""*'''nKf^*, 


und  diese  Gleichungen  stimmen  wieder  ganz  mit  den  Gleichungen  1)  überein, 
wenn  man  setzt: 

dF  ^      dF     \^i  dF    ^4-8  dF^%    ^ 

öa^      a«^^j     da^         ^'r+a     ^*^  da^da^ 

dF  ^    dF  ^^+l      dF  ^^+2        .  ^!j;-o 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

aF  '       dF    ^^-h  I    ^       dF    \-{-2  iZ^^-O 

da        da    .,     da  da    ,  ^      da  ' '  *      da    da  ~ 

r  r+l         r  r+2  r  n      r 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  5)  und  7)  ist  offenbar  zusammen  gleich  n ;  sie  reichen 
also  zur  Bestimmung  der  Grössen  «i,  a^  .  .  .  a  hin,  welche  man  in  die  Glei- 
chung F=0  einsetzt.  Diese  gibt  somit  ein  Integral,  welches  n—r  willkürliche 
Functionen  mit  r  Variablen  enthält. 

Da  r  jeden  Werth  von  r=l  bis  r=:fi— 1  annehmen  kann,  wo  der  letzte  Fall 
dem  allgemeinen  Integrale  entspricht,  so  hat  man  n— 1  Klassen  von  Integralen, 
wekhe  willkürliche  Functionen  enthalten,  und  zwar  entsprechend,  »—1  wiUkür« 
lidie  Functionen  mit  einer  Variable,  »—2  mit  zwei  Variablen  o.  s.  f.,  endlich  eiaa 
mit  n—t  Variablen. 
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AnMer  dieseq  ist  aber  noch  ein  Integral  an  merken,  weichet  weder  wfllkftr- 
liche  Functionen  noch  Constanten  enth&lt,  ans  keiner  der  gegebenen  Klassen  aber 
dnrch  Specialisining  erhalten  werden  kann.  Dies  Integral  heisst  singnlAres,  nnd 
schliesst  sich  seinem  Charakter  nach  somit  den  singnlftron  Integralen  der  totalen 
Differenzialgleichnngen  genan  an;  Es  kann  dasselbe  jedeneit  bestimmt  werden, 
wenn  man  das  Tollstftndige  Integral  kennt. 

Nehmen  wir  nftmlich  an,   es   seien  in   der  Qleichnng  F(ai,  a^  ...  0  =  0 

a^,  0,  •  .  •  a„  Fnnctionen  der  «,  aber  gans  von  einander  nnabh&ngig,  so  eiliilt 
man  dnrch  Bifferensiiren : 

/dF\      ItFda        dFda  -tL^Jl-o 

nnd  diese  Qleicbnngen  werden  mit  den  Gleichungen  1)  identisch,  wenn  man  setzt: 

»)  ^=*  is=«  •  •  •  i^=». 

n  Gleichungen,  aus  denen  man  0^,0,  bleu  betrachten  lAsst,  wenn  die  Ansahl 
.  .  .  a    bestimmt,  und  in  F=0  einsetzt,   der  unabhängigen  Variablen  der  partiellen 

li»  h*t  dann  ein  Integral  von  dem  be-  Sf^t^j^^iÄlIri!  d^t.Ä'I.'l^r 
Michneten  ClumüUer.  «ch  somit  die  Theone  der  partiell««  Diffe- 

•7«.  A-~.«vi___j-        w    /v           _,  rennalgleiohnngenaufdieindenleCrtenAl»- 
Znr  Anwendung  dieses  Verfohren«  auf  ..!,_.•«„  j^_J!s„»„»vi,._Ji___„__.i . 

B«2^^erde.L  folgenden  Ab^^hnitte  ^^^reil-rrÄiKSS^S 
ueiegenneit  geoen.  ^^^  ^^^^  ^^  ^^^.  Variablen  snruckfbhren 

4)  Die  partiellen  Differen-  lAsst,  und  in  der  That  führt  diese  Betracfa- 
lialgleichungen  erster  Ord-  tung  auf  dem  einfachsten  und  k&nesten 
nung  als  besonderer  Fall  der  Wege  inm  Ziele,  indem  jede  partielle  Dif- 
totalen  Differenzialgleichnngen  ferenzialgleichung  erster  Ordnung  in 
betrachtet.  2n—l  totale  mit  2a  Variablen  zerfällt. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  hier  Diese  Identität  der  totalen  nnd  par- 
betrachteten  Gleichungen  ist  aber  die,  tiellcVi  Dififerenzialgleichungen  ergibt  sich 
dass  sidi  eine  solche  immer  als  eine  to-  unmittelhar  durch  folgende  Betrachtnn- 
tale  Differeniialgleichnng  mit  2»  Varia-  gen.    Statt  der  Gleichung : 

i\  ^/  ^*      ^*  ^*  \     A 

1)  «*„ «%  •  •  •  V » äs;»  5j;  •  •  •  57;^=^ 

kann  man  offenbar  setzen  die  folgende: 

2)  f(x^,  *,  .  .  .  JT^,  «,  Pi,  p,  .  .  .  P,|)=0 

verbunden  mit  dem  System : 

ftv  dz  dt  dt 

Diese  letzteren  Gleichungen  aber  lassen  sich  in  die  Gestalt  einer  einsigen  bringen, 
nämlich: 

4)  ätzzp^dxi+p^dx^'^  .  .  .  +P^dx^, 

denn  durch  sncoessives  Differenziiren  der  Differenziale  von  (ii+l)  derselben:  x^, 
Qleichnng  4)  nach  den  Variablen  Xp  «a  .  .  .  «  .  z,  nicht  aber  dieron;»,,^, 
«.  .  .  .  «^  erhält  man  wieder  die  Glei-   .  .  .  ,^_^  „UiUt.  so  gilt  da.  im  rori- 

Difwden    Gleidinngen   2)   nnd    4)  «•»  Artikel,  Abadudtt«,  II)  Gesagte  hier. 

«Dd  dso  mit  1)  vöUig  tfeichbedentend    ^^'  ">\  ^^J^i^^^T  ^I'T^  7^ 
Die  Qleichnng  2)  kann  dazu  dienen,   P'ff«*D..algleidiiingei.  da.  ««to  «nr  In- 
eine  dm  9.J.1  v..4.M.n   *      *  tegration   hinreicht  ■  Diese  merkwOrdige 

r  .  ,  ""'■  ^'^•"1°  *''  '»  •  • ;  Vereinf«!httng  der  nierst  von  Pfaff  hin- 
*,.  «.  Pi.  ;».  .  .  .  p,  «u  bestimmen,  nnd  g^^uten    aUgemeinen    Integrationsme- 

euthllt  Gleichung  4)  dann  noch  deren  thode  der  partiellen  Differenzialgleichun- 
2m.    Da  aber   diese  Gleichung  nur  die  gen  erster  Ordnung  rflhrt  von  Jakobi  lier« 
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Wir  wollen  jetet  noch  die  dnrch  Gleichung  4)  gegebene  Form  der  partiellen 
Differenxialgleichnng^  erster  Ordnung  benntsen,  nm  eine  raerft'von  Legendre  ge- 
gebene Transformation  sn  beweisen,  welche  in  manchen  FiUen  anch  bei  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  von  Nntsen  sind. 

Die  Gleichung  4)  lässt  sich  n&mlich  auch  auf  die  Form  bringen : 

d.  h,: 

wo  gesetzt  wurde: 

«=Pi«i +!>•««+  •  •  •  "•■Pn*n""*' 
Die  Gleichung  5)  aber  zerlUlt  in  das  folgende  System: 

und  diese  Werthe  in  die  Gleidumg  2)  einsetiend,  erUUt  man: 

eine  partielle  Dlfferensialgleichung  erster  Ordnung,  die  somit  mit  1)  gans  identiseh 
ist.     In   8)    sind  Pi»   p«  •  •  .  p     die  unabhängigen  Variablen,   lüso  dieselben 

Grossen,  welche  in  1)  die  Differeniialqnotienten  von  s  waren,  während  die  Grtesen 
4ß|y  jv,  .  .  .  «     in  8)  die  Differeniialquotienten  Ton  u  sind. 

Ehe  wir  jetst  mit  Anwendung  des  vorigen  Artikels  die  vollständige  Theorie 
der  hier  betrachteten  Gleichungen  geben,  wollen  wir  aber  noch  einen  besondem 
Fall,  den  der  linearen  Gleichungen  direct  betrachten. 

5)  Integration  der  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung. 
Sei  gegeben  die  Gleichung: 

WO  ii„  il,  .  .  .  il  ,  B  Functionen  von  s,  x^,  x^  .  .  .  x    sind.    Diese  Gleichung 

heisst  lineare,  da  sie  in  Bezug  auf  die  partiellen  DifFerenzialquotienten  von  z  li* 
near  ist  Wir  ersetson  sie  zunächst,  wie  im  vorigen  Abschnitte»  durch  das 
System: 

dt  dz  ds 

oder  durch  die  eine  Gleichung: 

2)  dz-p^dx^-p^dx^-  .  .  .  -p^dx^=0 

verbanden  mit: 

3)  ^tPt+A^p,-{-  .  .  .  +A^p^-B. 

Indem  wir  aus  2)  und  8)  p^  eliminiren,  erhalten  wir: 

-{B-A,p,^Ä,p^'-  .  .  .  -^H-l'^n-i^^^H^^' 
oder,  indem  wir  die  mitpi,  Pt  >  •  •  P  ^t  multiplicirten  Theile  von  einander 
•ondemt 
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Es  wird  diese  Gleichang  offenbar  erfftllt,  wenn  man  setst:  i 

ein  Sjftem  yon  m  Differeniialgleichungen  mit  n+l  Variablen,  welche«  man  anch 
nnter  der  Gestalt  schreiben  kiuin: 

Bildet  man  die  Integrale  dieses  Systems,  so  lösen  diese  ofifenbar  die  Gleichung 
4)  oder  2)  vollständig  auf,  während  p^,  i>,  .  .  .  P^_^  gan*  willkürlich  bleiben. 

Aber  nicht  unmittelbar  ist  anch  eine  Auflösung  der  Gleichung  1)  hierdurch  gege* 
ben.  Denn  diese  Gleichung  erfordert»  das«  man  »  als  Function  von  «,»  «^  .  .  . 
x^  erhalt,  während  die  n  Integrale  der  Gleichungen  6)  »,  «i,  «,  .  •  .  «„_i   •!« 

Functionen  yon  x    sich  ergeben. 

Indess  lisst  sich  aus  diesen  Betrachtungen  leicht  das  allgemeine  Integral  von 
1)  ableiten.    S^en  die  Integrale  der  Gleichungen  6)  sunftchst: 

^^  fi>  fi  •••/!.  Functionen  von  «|,  ««  .  .  .  d?  ,  a.,  a.  .  .  •  a^  aber  Willkür« 

liehe  Constanten  sind,  so  ist  offenbar: 

8)  A.dz-B»fx=lBdf, 

"*  A.dX'-AJx^zzl^'df 


WO  die  Summenieichen  auf  die  Grössen  4f^^j  df^  .  ,  .  df    sich  beziehen,  «,  e'« . . 

(n) 
e^  ^  aber  Functionen  von  s,  «,  jr,  .  .  .  dP    sind,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen, 

wenn  die   Integrale   bekannt  sind.     Das  SSeiehen    cf   deutet  hier,  wie  schon  oft 
in  den  vorhergehenden  Artikeln  an,  dass  die  Grössen  x,  x.   . . .  «  , s  nach  einem, 

gana  beliebigen  Gesetse  variirt  sind.    Durch  Einsetzen  der  Beziehung  8)  in  die, 
wenn  man  Gleichung  3)  als  erföllt  voraussetzt,  identische  Gleichung: 

-A_((f«— />i(f*4— /»«Ja?,—  .  .  .  — p^cfar  )^=sAdZ''Bdx4^p^{A^1fx^A1fx^) 

erhilt  man  nun : 

9)         di-'pjx^^p^dx^-'  .  .  .  -p^dx^=:h^dfi+h^df^-h  .  .  .  +A^«^/'^. 

wo  die  Ausdrfteke   A, ,   A,   .  .  .  A    ausser  «|,  «,  .  .  .  «-i «  noch  /j^,  />,».. 
1*11—  1»  j^och  in  linearer  Form,  enthalten« 

Ist  die   rechte  Seite  gleich  KuU,  so  ist  dies  also  auch  mit  der  linken  Seite 
der  Fall ;  es  wird  dann : 

<fz  =  (2s,    dx^^dx^  .  .  .  dx  =dx 

^w  ^^ 

n  (etsen  win. 

NehnMD  wir  mm  «n,  et  *«i : 
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WO  tf>  eine  willkfirliche  Function  Ton  n^l  Vari«blen  Ist,  so  wird  die  rechte  Sehe 
von  9)  die  Gkstalt  annehmen: 

Setit  man  dann  noch: 

")        *'+*»^=o.  *.+*«^=o  •  •  •  **-.+*-ä^=0' 

80  ist  in  der  That  dieser  Ansdmck  gleich  Kall.  Die  n~l  Gleichnngen  11)  lassen 
sich  aher  immer  erltUlen,  während  ^  ganz  willkürlich  ist.  Es .  enthalten  die  Ana- 
drücke A^,  A,  .  .  .  A    nämlich  die  n— 1   noch   ganz  unbestimmten  Grössen  pi, 

/'s  •  *  •  P«^«)  *^®  können  also  zu  deren  Bestimmung  dienen.    Die  Gleichung  10) 

gibt  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  von  2) ,  und  da  sie  s  als  Function  ron 
«I,  X,  .  .  .  «    gibt»  auch  das  allgemeine  Integral  von  1),  während  ^  eine  gans 

fv 

willkürliche  Function  ist.  Die  Gleichungen  7),  welche  fi  willkürliche  Gonstanten 
enthalten,  entsprechen  dem  in  Abschnitt  2)  betrachteten  yoUständigen  Integrale. 
Da  sie  aber  nicht  als  Integrale  von  1)  zu  betrachten  sind ,  so  muss  man  sagen: 
„dass  die  linearen  Differenzialgleichungen  kein  vollständiges,  wohl  aber  ein  all- 
gemeines Integral  haben.^ 

Das  letztere  bestimmt  man,  indem  man  die  totalen  Differenzialgleichungen 
6)  intogrirt  und  ein  Integral  als  willkürliche  Function  der  übrigen  bestimmt,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  allen  Integralen  die  Gleichung: 

12)  v(f..  ^  •  •  •  /;)=o 

festsetzt,  wo  \p  eine  willkürliche  Function  ist. 

Beispiele. 
I)  Sei  gegeben: 

ds   .         ds 

■  q«,        '  da?,  • 

Es  ist  hier : 

und  die  Gleichungen  6)  werden: 

dx^^  :  dx^  :  Js=x^  :  »,  :ntj 
d.  h.: 

Die  Integrale  sind : 


*i        «i       »» 


—  .-ff.»   — — «,, 


•Im  dM  allgemeine  Integnl  der  Torgelegten  Oleiebnng: 
odar: 


*i 


U)  Sei  femer  gegeben: 


=••>&)■ 


Man  hat: 


*r. 

:  4r,  :  ifss«^ 

:  «:  - 

-««» 

<2t 

• 

«1 

*>^S  +  <^' 

=0 
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d.  h.: 

Die  Gleichuig: 
gibt  integrirt: 

und  wenn  man  den  hierans  gesogenen  Werth: 

in  die  Gleichung: 

dx^^      dx^ 

einsetzt»  bo  erhUt  man  das  Integral: 

lg«,x,=arc8in-*. 


d.h.: 

aresin 


«i 


*« 


X, 


nnd  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist: 


aresin " 


ni)  Seien  A^^  A^  ,  ,  .  A     nnd  i?  Constante,    so  sind  die  Integrale  Ton  6) 
Ton  der  Form: 

X 

'i  '•  .  n  z 


X, 


also  das  allgemeine  Integral  Ton  1)  ist : 

(Z  X,  Z  Xm  Z  ft\ 

6)  Betrachtung  einer  gewissen  Klasse  simultaner  partieller 
Differeniialgleichnngen. 

Die  eben  gegebene  Integrationsmethode  erstreekt  sich  auf  eine  Klatae  simul- 
taner Gleichungen  yon  der  Gestalt: 


dz^  dz^  dz^ 

il.T — H^i"t — +  •  •  .  +^    3 —  =  ^, » 
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WO  if|,   A^   ,  .  .  ii  ,  Bgf  B^  ,  •  ,  B    Fanetionen  von  «4,  «^  .  .  .  a:  ,  S|,  s. 


...   2    aein  sollen. 


Pieaes  System  gehört  also  sn  den  wenigen  F&llen  simnluner  partieller  Diffe- 
reniialgleichangen,  die  einer  weiteren  Behandlung  ingänglich  sind. 
Setsen  wir  wieder: 

dar  ~^»'     d«,"^'     '   '  *    57 -^fi' 


n 
n 


a«j-'«    •  a«,-^«     •  •  •  a*  -'«   • 

so  lassen  sich  gani  'ahnliche  Betrachtungen  wie  die  im  vorigen  Abschnitte  an« 
stellen.    Namentlich   kann  man  mittels  der  Gleichungen  1)  die  Grössen  0  ',  0  '' 

.  .  .  ^y*  bestimmen,  und  erhält  dann  ein  System  von  der  Gestalt : 

WO  r  jede  Zahl  von  1  bis  s  sein  kann ;  diese  Gleichung  nimmt  eine  eben  solche 
Form  als  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  an ,  und  diese  wird  erftllt 
durch  die  den  Gleichungen  6}  analogen: 

dz^xdxg\dx^\  .  ,  ,  \  dx^=iB^  :  ^4^ :  ii,  .  .  .  Ä  . 

oder,  indem  man  für  ¥  alle  Werthe  setst: 

2)   dzg :  dz^  . .  :  d*^  :  dx^ :  dx^  :  . .  :  dx  =Bg  :  B,  . .  :  B^  :  il|  :  A,  :  . .  .  :  A^, 

In  diesen    n+s^l    Differeniialgleichnngen    mit  n+s   Variablen,    kommen    die 

Grössen  pi^^^  p^^^^   .  .   .  pj^^  nicht  vor. 

Gkinz  durch  dieselben  SchlCLsse  wie  im  vorigen  Abschnitte  gelangt  man  in  r  Gleichun- 
gen von  der  Form: 

8)    <r»^-p/''V«,-p,<''Vx,-  . . .  p}''hx^^kyhu^hy>^u-\-  . . . 

wo  fgy  tt  »  •  •  ^114.«—  1  ^^®  Integrale  der  Gleichnngen  2)  sind.  —  Die  Gleichnn* 
gen  1)  erfordern,   dass  man  £,,  z,  .  .  .  x    als  Functionen  von  «^,  «,  .  .  .  « 
ausdruckt.    Dies  geschieht,  wenn  man  setat: 


wo  ^i,  9>,  ,  .  .  9>    willkttrliche  Functionen  sind. 
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Diese  Gleichnngen  g^ben  nftmlich  die  s  GrOgsen  s  als  FanctioneA  der  x, 
Bs  sind  aber  die  (f-  ganz  beliebig,  denn  setzt  man  dieselben  in  die  Oleichuü- 
gen  8)  ein»  so  erhilt  man  rechts  den  Ansdmck: 


'n—i  'n— 1  *'tn^u 

ein  Ansdmck«  der  gleich  Nnll  wird,  wenn  man  die  Coeffidenten  Ton  cf^|,  df^ . . . 
^ff^^l  S^eioh  Nnll  setat.    Es   sind  dies,   wenn  r  gegeben  ist,  »—1  Gleichungen 

nnd  wenn  man  r  alle  möglichen  Werthe  gibt,  so  entstehen  s(n— 1)  dergleichen. 
Diese  können  immer  erfüllt  werden,  wenn  man  über  die  noch  unbestimmten 
s(ii— 1)  Grössen: 

P/y   P»    •  •  '  Pn-t'* 
Fl   »  Pa     •  •  •  Pn«.!   > 


Pi     »   r«       •  . .  p    n— 1' 

welche  in  den  k  enthalten  sind,  angemessen  verfttgt,  nnd  es  sind  daher  die  Glei- 
chungen 4)  oder  die  mit  ihnen  identischen: 

«  ViCTitr, . ..  /;+,., )=o, 

^.^1,  A.  .•/;+,«  i)=o 


die   sich  dnrch  Integriren  des  Systems  2)  ergeben,  Integrale  der  Gleichnngen  1) 
so  dass  die  Functionen  V'i,  V^t  •  •  •  V^»  völlig  willkürlich  bleiben. 

Beispiele.    Sind  in  den  Gleichungen  1)   die  Grössen  A  und  B  constant, 
so  sind  die  Integrale  von  2)  von  der  Gestalt: 


»  -  'n 


und  die  Gleichungen  5)  nehmen  die  Gestalt  an: 

wo  ^/  V  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  willkürlichen  Functionen  ^^  V'«  •  •  • 
tff    sein  soll. 

7)  Allgemeine  Auflösung  der  partielle  n  Di  ff  erenzial  gleichnn- 
gen erster  Ordnung. 

Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ohne  Weiteres  die  Anwendung  Yon  dem.  in 
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den  letzten  Abschnitten  dee  Torigen  Artikel!  gegebenen  Oleicbungen  %n 
machen. 

Sei  die  gegebene  partielle  Differenzialg^eichung: 

1)  «=v(«,  «»,  *«  •  '    V  25r*  SZ  •  •  •  ST^» 

*       ■  n 

wo  a  eine  ConBtante  ist,  die  wir  eben  nur  der  Analogie  mit  dem  im  Torigen  Ar- 
tikel Gegebenen  wegen  hinzuftigen,  so  zerlegen  wir  dieselbe  wieder  in  das  System 
Ton  2  Gleichungen : 

2)  *  di-p^dx^-p^dx^^  .  .  .  -p^<te^=0, 

3)  y(z,  «4,  «,  ...  »^,  Piy  pt  •  •  •  P,|)=«' 

Die  Gleichung  2)  enthalt  2n+l  Variable,  von  denen,  wie  schon  gesagt,  eine 
mittels  der  Gleichung  8)  sich  wegschaffen  lässt.  Indessen  Ahrt  eine  andere  Auf- 
fassung zu  etwas  eleganterer  Darstellung.  Kehmen  wir  nimlich  an,  Gleichung  2) 
hättö  in  der  That  2fi  + 1  Variable ,  so  muss  dieselbe  ein  willkürliches  Integral 
haben,  und  als  solches  betrachten  wir  eben  die  Gleichung  3),  welche  eine  Bela^'on 
zwischen  s,  den  x  und  den  p  angibt*  Vergleichen  wir  jetzt  die  Gleichung  2)  mit 
der  im  Torigen  Artikel  betrachteten: 

f  =  2fl+l 

s        X  (fa  =0, 

so  ist  zu  setzen: 


-^2»=^  ^2ii+l-"^» 


x^—Xu    ^s=ap,  ,  .  .  «^=5?^, 


Die  Gleichungen  19}  des  vorigen  Artikels  (Abschnitt  32),  welche  zur  Auflösung 
dieser  Differenzialgleichung  dienten,  waren: 

^^*i         p^i  \d«,         dx^f      p' 

^^**      p=i      V«,     «*-/    P 


in  Verbindung  mit: 

s  =  2fi-|-l   dff 

1=1  «       * 

die  Indices  ^  und  Ä  mfissen  eliminirt  werden. 

In  unserm  Falle  zerfallen  diese  Gleichungen  in  3  Gruppen,  welche  Ton  den 
n  ersten,  den  n  folgenden,  und  endlich  von  der  letzten  Gleichung  ansgeftkUt  wer* 
den.    Diese  Gruppen  sind: 


U8 


4)  '  p,dA+d^^+Ädp,=:0, 


p,»A+dft^+Adp^=:0 


P^dA+dft^+Ädp^=Q, 

M 


4«)  ^/»^ — Ädx,=0, 

dtp 


df,^-Ad*,=0, 


•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

d(,^-Adx^=(i, 
Die  QleiehiiDg  4b)  kann  snr  Blimination  Ton  dA  dienen,  nnd  man  hat: 


>*5^-^^=0. 


WO  «  jeden  ganuabligen  Wertb  von  1  bis  n  annimmt.  Da  hierbei  eine  Gleichung 
verloren  geht,  verbinden  wir  mit  dem  System  noch  die  Gleichung  2).  Dae  System 
5)  ist  nnn  zu  integriren.  Um  die  Integrale  von  2)  m  erhalten,  bedarf  es  keiner 
weitem  Int^ration,  da  n— 1  der  Functionen  X  hier  gleich  Null  sind,  was  nach 
dem  im  vorigen  Artikel,  Abschnitt  86)  (besagten  die  Bedingung  daför  war,  dass 
die  Hauptintegrale  des  ersten  Systems  cur  Lösung  der  Aufgabe  hinreichen.  Setaf 
man  also  etwa  s=0  oder  gleich  einer  beliebigen  andern  Zahl  (man  könnte  statt 
z  auch  eins  der  «,  x^-nO  oder  gleich  einer  andern  Zahl  setzen)  und  sind  j;^^  d?,^.. 
xjj  /9|',  p^'  .  .  .  pj  die  Hauptintegrale  der  Gleidinng  5),  bo  hat  man: 

nnd  x/j  9^  •  '  *  ^J  *>^^  ^  Integrale  der  Gleichung  2),  wfthrend,  um  s&mmt- 

Uehe  Integrale  von  den  Gleichungen  5)  su  haben  |  ums  noch  die  Hauptintegrale 
Fl'»  V%    '  •  '  P'n^i  binzufttgcn  muss. 
Die  Gleichungen: 

wo  «1 ,   «r,   .  .   .  <<^  die  willkfirlichen  Constanten  sind,  enthalten  auf  der  h'nken 

Seite  die  Grössen:  dr.,  «....«,  s,  P|,  p,  ..  .  p  ,    Mittels  dieser» Gleichun- 

gen  nnd  der  Gleichungen  3)  lassen  sidi  also  sftmmtliche  p  eliminireu,  und  man 
behält  eine  Gleichung  mit  n  willkfirlichen  Constanten  fibrig.  Diese  ist  mithin 
das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  1).  um  hieraus  das  allge- 
meine Integral  nnd  das  singulare  su  finden,  bedient  man  sich  der  in  Abschnitt  2) 
dieses  Artikels  gegebenen  Methode,  d.  h.  man  verbindet  zur  Auffindung  des  all- 
gemeinen Integrals  die  Gleichungen: 
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6)  V^(«i,  a,  .  .  .  «^  =  0, 
und: 

7)  1^  +  ^  !!»=0 

da.       dff    d«.  ~ 


aa^      da   d«. 


WO  F=0  das  Tollständige  Integnd  ist,'  and  sn  der  des  siDgnlftren  hat  man  die 
Gleichimgen : 

dF       -  ^F     ^  ^F     ^ 

T— =0,  T-=0  .  .  .  3— =0. 

Wie  leicht  zn  sehen,  stimmt  dies  mit  der  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Methode 
znr  EinfAhmng  willkürlicher  Functionen  in  die  Integrale  der  totalen  Differensial- 
gleichnngen  TÖUig  Ciberein. 

Wir  wollen  zunächst  das  Gesagte  auf  ein  Beispiel  anwenden.    Sei  gegeben 
die  Gleichung: 

wo  f(%)  eine  beliebige  Function  von  x  ist.  —  Es  nehmen  dann  die  Gleichnngea 
5)  die  Gkstalt  an: 

Indem  man  jede  Gleichung  des  ersten  Systems  durch  die  erste  desselben  diTidirti 
erhiUt  man: 

woraus  sich  m^I  Integrale  ergeben» 

Pn 


'j  .«^—  ^   — —  — .        •     •    • 


wo  c^,  c„  Cg  ,  .  .  %^i  willkürliche  Constanten  sind. 

Setzt  man  die  Werthe  von  p^i  P$  *  '  '  P^^  ^^  ^^^  zweite  System,  weldiei 
dann  die  Gestalt  annimmt: 

und  diyidirt  jede  dieser  Gleichungen  durch  die  erste  des  Systems : 

so  erhSlt  man  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

dx 

i 
=  c 


ifa,"  j-r 


woraus  sich  ebenfalls  fi— 1  Integrale  ergeben: 


*s""*^«-l  *»+**- 1' 
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WO  die  Grössen  e  ebeafalls   wiUkfirliche  Constanten   sind.  —  Man  hat  also 

2»— 2  Integrale,  and  es  fehlen  nns  deren  noch  2.    Das  eine  wird  erlangt,  wenn 
man  in  die  gegebene  Gleichnng  die  Werthe  von  p,,  /»g  . .  .p    einsetit.    Dieselbe 

nimmt  die  Gestalt  an: 

/(«)+Fi*/'W(l+c,«+c,»+  .  .  .  +c>^,j)=«, 

eine  Gleichnng,  welche  p^  als  Function  von  z  allein  gibt.    Es  ist  nlmlich: 

Das  letste  Integral  endlich  gibt  die  Gleichnng : 

wenn  man  fftr  p^,  p,  .  .  .  p    ebenfalls  snbstitnirt    Man  erhält: 

dt 

--=«faj+C|<ir,+c,<te,+  .  .  . +c         dx  , 

Pi  n— I      n 

ein  Ansdmck,   der  integrirt  werden  kann,  da  p|  eine  Fonction  yon  z  allein  ist. 
Man  hat: 

/'dz 
p^  W— l    M 

wo  $  eine  nene  Constante  ist.  —  Ist  s.  B.: 
«o  Ut: 

also: 
also: 

Znr  Anffindnng  der  Hanptintegrale  ist  es  hier  beqnemer,  nicht  c,  sondern  «^=0 
in  setzen,  wie  es  doch  geschehen  kann.    Es  ist  dann  gemiss  der  Gleichnng: 


j:  '=e        •    also:    «  —  c         3t«=:jP  '. 


oder  da: 


Vi  = 

Pi 

war: 

■ 

Pi'.-P,» 

1 
s 

Pi 

» 

Diese 

Gleichungen 

sind 

zu  Terbinden  mit: 

• 
• 

/»H 

"«-1 

welche  durch  Einitthrung  der  Hanptintegrale: 
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sich  yerwandeln  in: 

Die  Gleichung: 

1 

«ya+ci*+c,*+  . . .  +e'^_i) 

aber  wird  durch  Eliminiren  der  GrOssen  c^,  c,  .  .  .  c^_  ^ : 

V(«-«') 

*v(Pi'+p.*+ ...  +Pn*y 

d.  h.: 

oder: 

und  ans  dieser  Gleichnng  ergibt  sich  durch  Einfuhrung  der  Hunptintegrale : 

«'^(l+i> /•+?/*+  .  .  .  +?/•)  =  •» 
oder  wenn  man  für  pJ  •  .  .  pj  die  Werthe  setst : 

8)  «"tpi*+i'i"(i»i* +/•.'+  •  •  •  +p^*y\=<*Pi*- 

Aach  die  Oleichnag: 

V(«-t«)V(l+C^«+C,>+    .   .    .    +C«^_j)+«,+Ci«,+C,*,+    .   .    . 

nimmt  durch  Elimination  der  e  die  Gestalt  an: 

y(«-««)V(p^«+p,«+  .  .  .  H-F/)4-Pi*i+;»i«i+  . .  .  +%*„+ypi=o, 

d.  b. : 

I>ureh  EinfÜhning  der  Hauptintegrale  ergibt  sich  hieraus : 

(a-t'«)(p/»+/^/«+  .  .  .  +?/*)=(/»/*.'+  .  .  .  +VV+^P»')*» 
und  durch  Einsetsen  der  Werthe  von  p,',  Pt'  .  .  -  p^i  »%'  •  •  •  *„'.^ 

Aus  den  Gleichungen  3),  4),5)  können  nun  g  und  />/  eliminirt  werden;  es  bleibt 
noch  eine  Gleichung,  welche  z'  bestimmt.  Ans  dieser,  den  n—1  Gleichungen  1) 
und  der  Gleichung  3)  sind  dann  Pi9  p%  >  -  •  p^   >a   eliminiren,  und   man  behalt 

eine  Gleichung  mit  n  willkürlichen  Constanten  a;,^  »,'...  x^\  %'  dbrig,  welche 

das  ToUstandige  Integral  der  Torgelegten  Gleichnng  ist, 

8)  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgaben  auf  denFall,  wo  nur 
2  unabhängige  Variablen  vorhanden  sind. 

Sind   nur  2  unabhängige  Yariablen  gegeben,  so  besteht  das  System  6}  dei 
vorigen  Abschnittes  aus  folgenden  5  Gleichungen: 
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IV)  dzzzp^dx^+p^dx^, 

Beispiele. 

I)  Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelte  allgemeiae  Kidg^Jb^  gibt  fftr  «=2 
die  Gleichungen: 

4)  («-»•)(Pi*+l>.*)=0>i  »i+P,  'i  +  ^Pi)V 

5)  «'(1+P|-+J>,«)=«. 

Ans  diesen  5  Gleichungen  ist  zu  eliminiren  p^,  p,,  /i/,  ^.  Man  behllt  eine 
Gleichung  übrig,  welche  die  beiden  wiUküriichen  Constanten  %',  Xt  bat,  und  das 
Yollst&ndige  Integral  bildet.  ^ 

Die  dritte  und  yierte  Gleichung  geben: 

6)  V  Cp. •  +P?)  (»*  -  Ö  =Px  (*,'-*.)-Fi  «1- 

Aus  dieser  in  Gemeinschaft  mit  der  ersten  und  fünften  ist  p^  und  p^  lu  elimi- 
niren.   Die  erste  aber  gibt: 

dies  in  die  sechste  eingesetst,  gibt: 

7)  V[*i*+(*.-*/)']  («'-*")  +  (*,-V)*+«i'=0. 

Diese  Gleichung  ist  tou  Pp  p,,  p^^  Pa'  frei,  sie  ist  also  das  yollst&ndige  Inte- 
gral.   Sie  nimmt  auch  die  Form  an : 

also: 

n)  Es  sei  femer  gegeben  die  Gleichung: 

dz  {        dz\ 

Es  ist  hier  su  setsen: 

y=««i+ft«-Pi+/(*i»  Pj)» 
und  die  Integration  wird  auf  folgendes  System  sqrückgefuhrt : 

4(i*(a+Äp,4-3^)+il<«Pi=0, 
p^bdfi+Ädp^zzO, 

df 

^P« 
a  und  &  sind  Constante,  f  eine  beliebige  Function  von  2  Variablen. 
Eliminirt  man  dfi^  so  hat  man  folgende  3  Gleichungen : 

1)  P«**»i=rfp«> 
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3)  drj(«+A/»|+^)  =  dp,. 
Die  Gleicfanog  1)  bat  mm  Integrale: 

4)  p^zzaJ^K 

Setst  man  dieaen  Werth  in  f  ein,  so  iat  diese  Fnnction  nur  noch  von  »^  abbin* 
gig,  ebenso  wie  seine  DifFerensialqnotienten.    Sei  sonach:  "" 

SO  wird  das  Integral  der  (Meidmng  2)  sein: 

5)  *i+F(«„  o)=ft 
und  wenn  man  in  3)  setzt: 

so  wird  diese  Gleichong  die  Gestalt  annehmen: 


also; 


wo: 


ist,  also: 

Setzt  man  x^szO,  so  geben  die  Gleichungen  4),  5)  nnd  6): 

i'/=-y  +  V(0.«)+r. 
nnd  indem  man  a,  ß  nnd  y  ans  4),  5)  nnd  6)  eliminirt: 

7)  ;^.=1>.'«^'S 

Diese  Gleichungen  sind  in  verbinden  mit  y=0,  oder: 

10)  ««i+*«-p,+A(«i>  p«)=o» 
und: 

11)  *«'-l>/+r(0.  P,0=0; 

ans  den  Gleichungen  9)  nnd  11)  wird  p^'  eliminirt.    Es  kommt: 

ICittels  der  Gleichung  10)  kann  hieraus  aber  auch  p^  weggescha£Et  werden: 

12)  bi'+  V(*,P.O-^(0,  Pt')+m  P,')  =  ««i+*«+/'(«i.  Pt)' 
um  f),'  wegmschaffen,  hat  man  die  Gleichung: 

und  nachdem  dies  eingesetst  worden ,  ergibt  sich  aus  12)  und  8)  das  allgemeine 
Integral,  wenn  man  nodi  p^  eliminirt. 
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Et  gibt  aber  auch  eine  oft  beqnemere  Methode  nur  Erlangang  des  Allgemei«- 
nen  Integrals,  bei  welcher  die  Eliminationen  yermieden  werden,  und  welche  fftr 
den  Fall  Ton  8  Variablen  bereits  Lagrange,  der  sich  snerst  mit  diesem  spedellen 
Falle  beschlLftigte ,  angegeben  hat  Es  ist  beiläufig  gesagt  nichts  weiter,  als  die 
im  vorigen  Artikel  fUr  totale  Differeniialgleiohongen  angegebene  Methode,  die- 
selben durch  sucoesslye  Integration  nnd  Benutzung  der  nach  und  nach  gewonne- 
nen Integrale  anfsulösen. 

Lagrange  benutzt  n&mlich  von  den  Integralen  der  Differenzialgleichnngen  I), 
n)  und  III)  nnr  eins.    Sei  dasselbe: 

Verbindet  man  dies  mit  der  gegebenen  Differenzialgleichnng: 

'/•(*,  y,  «»Pi»Pi)=0, 
80  kann  man,  wenn: 

d%  _ds' 

gesehrieben  wird,  daraus  2  Gleichungen  von  der  Gestalt : 

dz  dz  _ 

oder: 

gewinnen ,  wo  u  nnd  v  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  welche  die  willkürliche  Con- 
stante  a  enthalten.  Selbstverständlich  werden  sie  der  Bedingung  der  Integrabili- 
tat  genfigen.  Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Function  von 
jc,y,z, «  mit  einer  zweiten  Constante  ßt  also  ein  vollständiges  Integral. 

Wenden  wir  dies  auf  das  letzte  Beispiel  an,  indem  wir  von  dem  Integral: 

ausgehen  nnd  dies  mit  der  Gleichung: 

Tefl>inden,  so  erhalten  wir: 

ds 

dt  bx. 

dx^  • 

wo  F(«^,  a)=/(«p  ae    ^)  gesetzt  ist,  also: 

bx 

dz:z[ax^-\-bZ'^F(x^f  a)](te,+««     «dr,. 

Setzen  wir  zuerst  «|  constant,  so  kommt: 

z-ax^e^^  +  U, 
oder  wenn  man: 

«etat: 

U=z\ 
Es  ist  also: 

das  Hanptintegral,  und  indem  man  z  =  z',  x^:^0  in  die  Differenzialgleichnng 
einsetzt: 

eine  Gleichung,  die  sich  integriren  lässt,  wenn  man  setzt : 


Bt  kommt  I 


wenn  man  seUt: 
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Daf  YoUst&ndige  Integral  ist  somit: 

Es  wird  bei  dieser  Methode  nicht  jedes  Integral  in  Besng  anf  die  Bednction 
allein  die  Elimination  erleichtert,  sondern  der  allgemeinen  Aufgabe  die  Stelle  von 
anch  die  Integration  yereinfacht.  2  Integrationen  yertritt. 

Die  Anwendung  des  vorigen  Artikels  ^^  jj^  Gestalt  der  Systeme  anbe- 
wird  nnmUtelbar  den  Gcbranch  dieser  ^^^  ^^^i^^^  ^^^  Kenntniss  bezfiglick 
Methode  fUr  behebig  viel  nnabhängige  ^i„^^  .^^j^^  ^  ,,  ^  Integrale  entstehn, 
Vanablen  ergeben.  g^    gind   dieselben   in   den  Oleichnngen 

9)   Vortheile   beim  Integriren  24),  25),  26),  27),  Abschnitt  88)  des 
der  allgemeinen  partiellen  Dif-   vorigen  Artikels  enthalten, 
ferensialgleichnng   erster   Ord-       Bemerken  wir,  dass  diese  Gleichungen 
nnng,    wenn   man  die  Integrale   von  den  Gleichungen  11)  besagten  Ax- 
nach  und  nach  bestimmt.  tikels,  ans  denen  sie  abgeleitet  sind,  sich 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gemachte  "^«r  dadurch  unterscheiden ,  dass  rechtt 
Bemerkung  findet  ihren  allgemeinen  Aus-     .  ,_    ^  ~  **  *      ^q   . 

dmck  in  dem  im  vorigen  Arükel  fttrdie  em  Ausdruck:    £     c>a    --1  hinnikommt, 

totalen  Differensialgleichungen  bewiese-  9-^           ^$ 

nen  Satse,  dass  man,  wenn  ein  Integral  wo  «i|,  w,  .  .  .  die  bereits  bekannten 

bekannt  ist,  statt  2fi—l  Gleichungen  mit  Integrale    sind,    und  wenden   wir   dies 

2a  Variablen,   swei  Systeme  von  2fi— 8  auf  die  Gleichnngen   4),   4a)  und  4b) 

Gleichungen  mit  2fi— 2  Variablen  zu  in-  des  Abschnitt  7)  an,  so  erhalten  wir  fol- 

tegriren  hat,  dass,  wenn  femer  ein  Inte*  gendes  Resultat. 

gral  der  so  gebildeten  Gleichungen  be-  Wenn  ein  Integral  «i|    der  partiellen 

kannt  ist,   8  Systeme  von  2fi~5  Glei-  Differensialgleichung    bekannt    ist,    so 

chnngen  mit  2fi— 4  Variablen  der  Inte-  sind  folgende  Gleidiungen  noch  zu  in- 

gration  unterliegen  u.  s.  f.,   dass   also  tegriren: 

11.)  -.rfA+rf^^+A,^^=0, 

WO  s  in  1)  und  la)  alle  Wertho  von  1  bis  ii  annimmt  Eine  Gleichung  dieses 
Systems  dient,  um  <L1  zu  eliminiren.  a^  und  /«  sind  unabhängige  Variablen. 
Schiufft  man  wirklich  dA  weg,  so  wird  das  System: 

Dieses  System  kann  man  in  2  andere  zerfallen,  wenn  man  je  eine  der  nnabh&n« 
gigen  Variablen  constant  nimmt    Man  eihftlt: 
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VennOge  d«r  Gleichungen  4)  nnd  4a)  aber  hat  man: 


also: 

«    (S:)=r;!:[5;(£:-.^)-§(^-.^)]- 

Mit  diesem  Amdracke  sind   dieselben  Betrachtangen   sn  machen,  wie  im  Falle 
der  totalen  Differeniialgleichnngen. 

10)  Betrachtang  des  Falles,  wo  die  anabh&ngige  Variable 
nicht  selbst,  sondern  nar  ihre  Dif fereasialqaotienten  Tor- 
kommen. 

Der  Fall,  wo  die  Grösse  s  nicht  selbst  in  der  gegebenen  DifFerensialgleichang 
enthalten  ist,  Terdient  besondere  Berficksichtignng.  Er  spielt  in  den  Problemen 
der  Mechanik  and  in  denjenigen  Differensiaigleichnngen,  welche  den  Aufgaben 
der  Yariationsrechnang  entspringen,  eine  wiättge  Bolle.  Ausserdem  aber  liest 
sich  jeder  andere  FaU  auf  diesen  xnrflckftthren,  wenn  man  die  Ansahl  der  nnab- 
htagigen  Variablen  am  eine  Termehrt.  —  Sei  n&mlich  wieder  gegeben  die  Glei- 
chung: 

wo: 

dt 

au  setien  ist. 

Ffthren  wir  ein  die  nene  Variable: 

to  igt: 


dx         ~ 


h 


5r""*n+l  dx      ^«*«+i' 

wo  s  eine  der  Zahlen  1  bis  n  ist.    Die  gegebene  Gleichung  nimmt  also  anch  die 
Gestalt  an: 


*"^*,+,    *«+,^*.    *»+i**«        *«+i*V 


eine  Gleichung,    die  also  nur  die  DiflEerensialqnotienten  der  unabhftngigen  Varia- 
blen s,  enthalt 

Zur  Untenuchnng  dieser  GleidiuBg  gehen  wir  wieder  Ton  der  Form: 

I)  ff'i^ii  «j  .  •  .  «^,  Pi9  Pi  '  '  '  ^n^~* 

aus.    Die  Gleichung  4b)   des   Abschnittes  7)  lehrt   dann,  dass  A   oonstant  sein 

"mäs»,  da  T-^=0  ist.  —  Setst  man  nun  in  4)  und  4  a): 

A' 
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■o  ergibt  sich: 

dtp 
2)  *f  =  -^5;;' 

»•)  ^#=^^- 

Da  in  diesen  Qleichnngen  z  nicht  vorhanden  ist,  so  redndrt  sich  das  System  ge« 
gen  den  allgemeinem  Fall  nm  eine  Ordnung,  da  die  z  entsprechende  Gleichung 
snnächst  ni<£t  tu  berücksichtigen  ist.  Kach  YoUendong  der  Integration  ergibt 
sich  dann  s  durch  Qnadratur  TermOge  der  Gleichung: 

#  =  11  «=n       d^ 

^=,f /t^s=f/s5;^^' 

also: 

/«  =  ••       dq. 
#  =  1         '^s 

es  kommt  z  also  nur  als  Index  Tor.  Die  Formel  6)  des  vorigen  Abschnittes 
nimmt  die  Gestalt  an: 

(die  Constante  A  ist  n&mUch  immer  gleich  1 ,  wenn  man  statt  ^  den  Ausdruck 
i=  ^  einiUirt).  In  diesem  Falle,  auf  den  sich,  wie  wir  sahen,  jede  partielle 
Diiferenmialgleichung  surflckftlhren  lässt,  konunt  also  der  Index  A  nicht  vor.  — 
Ist  also  It-^)  weder  einer  Zahl  gleich,  noch  auch  eine  Folge  der  Gleichungen: 

tf|=c^,        tf,  =:e,, 

so  ist  dieser  Ausdruck  ein  drittes  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung,  und 
man  hat  weder  die  Eenntniss  des  Index  A  nöthig,  noch  braucht  man  denselben 
nach  Elebsch's  Methode  su  eliminiren. 

11}  Behandlung  der  mechanischen  Gleichungen.  —   Anwen- 
dung der  Variation  der  Gonstanten  auf  dieselben. 

Wir  wollen  noch   den  bereits  erwfthnten  Zusammenhang  der  im  letzten  Ab- 
schnitte behandelten  Gleichung: 

1)  y  (*i'  *•  •  •  •  V  dT;  5^  •  •  •  ^^=^ 

mit  den  mechanischen  und  den  in  der  Variationsrechnung  vorkommenden  berfth- 
reu.  Dieser  Znsammenhang  besteht  darin,  dass  die  letaterwfthnten  Gleichungen 
sich  immer  auf  das  System  2)  und  2a)  des  vorigen  Abschnittes  bringen  lassen. 
Ihre  Integrale,  an  Anzahl  211—1,  sind  also  auch  Integrale  der  Gleichung: 

2)  dz-p^dx^^-^p^dx^  .  .  ^pJbß^zzQ, 

wo  p    durch  Gleichung  1)  gegeben  ist 

Offenbar  lassen  sich,  wenn  man  ein  roUstiindiges  Integral  der  Gleichung  1) 
hat,  auch  die  letzteren  2ii— t  Integrale  finden.    Sei  nAmlich : 

das  vollständige  Integral,  a.,  «r.  ...  a    die  Integrationsconstanten.    Dass  dasselbe 

die  Form  3)  haben  mnss,  folgt  daraus,  dass,  wenn  man  den  Werth  von  s  nm 
eine  Constante  vermehrt  und  diesen  in  1  einsetat,  diese  Gleichung  unverftndei« 
bleibt,  so  dass  nothwendig  eine  Constante  0%  zu  der  Function  addirt  sein  muss. 
Femer  ist  offenbar: 

24 
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da  Pi,  j)»  .  .  .  die  Werthe  von  j-^,  T^  •  •  •  ■»'^d.  Die  letete  Gleidinng  muM 
wegen  1)  identisch  erfüllt  werden.    Deakt  man  sich  <«„  a,  .  .  .  «r^  ans  3)  nnd 

den  n— 1  ersten  Gleichungen  B  a)  bestimmt,  so  werden  selbstverständlich  diese  Glei- 
chungen identisch.    Nun  ist  ebenfalls  identisdi: 

••— 1 

wo  für  die  a  die  ans  3)  nnd  3  a}  genommenen  Functionen  der  x  und  j>  au  seta«» 
sind.    Also  wegen  der  obigen  Bemerkung: 

df  df 

n— t 

Die  Gleichung  2)  wird,  wie  selbstverständlich,  erfülli,  wenn  man  für  die  a  Con- 
stante  nimmt.  Was  nun  die  Integration  unsers  Systems  2)  und  2  a)  des 'vorigen 
Abschnittes  anbetrifft,  so  ist  bei  Behandlnng  der  totalen  Differemdalgleichung,  vom 
der  die  Gleichung  2)  dieses  Abschnittes  ein  besonderer  Fall  ist,  geaeigt  worden, 
dass  die  Coefilcienten  von  da^,  da^  ...  die  unabhängige  Variable  des  Sjstema 
nnr  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  können.  Da  aber  einer  dteaer  Coaffi- 
cienten  gleich  1  ist,  also  einen  solchen  nicht  haben  kann,  so  sind  die  Coeffiden- 
ten  alle  Constaaten  gleich  und  folglich  Integrale  des  Systems. 

Die  mechanischen  Gleichungen  werden  idso  gelOst  durch  das  System  von  In- 
tegralen : 

V     df  hf 

•*'  *•  •••  •«•äT'S^  •  •    li     ■' 

wo  die  Gleichungen  3)  nnd  3  a)  die  «  ergeben. 

In  der  Theorie  der  totalen  DifTerensialgleichungen  (vergleiche  den  vorigen 
Abschnitt)  erwähnten  wir,  dass  bei  den  mechanischen  Gleichungen  die  Variation 
der  Constanten  einfachere  Resultate  als  im  allgemeinen  Falle  geben. 

Auch  dieses  wollen  wir  hier  ausführen.  Die  Gleichung  1)  mOge  die  Gestalt 
haben  : 

&)  7  (*!»  ar,  .  .  .  jr^,  />!,  ;>,...  J»J+»V(*P  *«  •  •  .  »^.  Pi,  P«  •  •  .  -P„?=0 

wo  »  eine  sehr  kleine  Constante  Ist.  Man  kann  dann  in  erster  mhemng  f=:0 
setaen ,  nnd  unter  dieser  Vorauseetinng  ein  vollständiges  Integral  der  Gleidinng 
9>=0  finden.    Sei: 

6)  s=a;+«^=f. 

solches,  wo  f^  =f{*i,  »,...«,«1,0,...  a  )  geseta^  iat|  man  also  auch  hat: 

Nehmen  wir  jetit  an,  die  vollständige  GMchnng  5)  würde  mtegrirt  durch  Glei- 
chung: 

wo  i(,  1,  ...  jl^  in  bestimmonde  FnnetioBea  der«  sind;  in  Verbindvng  mit  den 
Gleichungen : 


Üb 

'•>  f^-dii'  f*-w, '  •  •  '•«-i-ÄT-;» 

»  '  Jl— I 

WO  f  die  Function  in  1)^  welche  A|,  Jl,  .  .  .  enlbalt,  bedeuten  soll,  während  f^ 

dieselbe  Function  in  6)  anzeigt,   wo  A.,  A.  .  .  .   sämmtlich  verschwinden.    Die 

*    df     df 
Zeichen  -r-^,  t —  .  .  .  drücken  hier  aus,  dass  nur  nach  dem  entwickelten  x  diffe- 

renxiirt  ist    Soll  auch  nach  dem  in  den  A  enthaltenen  x  differensiirt  werden ,  so 
schreiben  wir:  It — j,  (t^)*    Wir  wollen   ferner  den    aus  der  Gleichung  5)  ge- 
sogenen Werth  von  p    mit  P    bezeichnen,   wfthrend  fdr  den  aus  der  Gleichung 
9>=0  genommenen  die  Beieichnung  p    bleiben  soU. 
Offenbar  ist  dann : 

wo  daa  zweite  Glied  mit  •  verschwindet  und  q  eine  ans  5)  ca  bestimmende 
Grösse  ist. 

Dass  flbrigens  das  System  7)  und  7a)  die  Gleichung  6)  integriren  kann,  ist 
leicht  zu  zeigen.  Man  kann  nämlich  die  X  («  an  Anzahl)  so  bestimmen,  dass  sie 
die  n  Gleichungen: 

erföllen,  wo  für  %  der  Ausdruck  7)  zu  setzen,  also: 

ist,  und  diese  n  Gleichungen  sind  mit  5)  völlig  identisch.  Der  Factor  «  vor  den 
X  deutet  nur  an,  dass,  wie  selbstverständlich  ist,  der  Zuwachs  der  a  mit  «  von 
gleicher  Ordnung  ist.    Nun  ist : 

*«— 1 

Ausserdem  war  identisch: 

Jl 

wenn  man  die  in  F,   und  f^   enthaltenen  Werthe  von  a,,  a,  .  .  .  a    aas  den 

Gleichungen  6)  und  6  a)  (mit  Ausnahme  der  letzten,  welche  identisch  ist)  nimmt. 
Diese  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit  7)  und  7  a)  überein,  wenn  man  die  « 
mit  a+cA  vertauscht;  es  sind  also  nach  Elimination  der  a+tl  ebenfalls 
identisch : 

Sonach  nimmt  die  Gleichung  8)  die  Form  an : 

df  df  bf 

-iyiiT^=-jj-rfA,-— dA,-  ...  -Yl «'^••-i-'^V 

11*"  1 

lian  bat  aber; 

34' 
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nnd  aasserdenii  wenn  man  die  hOhern  Potenzen  von  c  wmachläsBigt : 

da  da 

s  $ 

also  wenn  man  diese  hier  jedenfalls  gestattete  Vemachl&ssignng  anwendet: 

Diese  Gleichnng  ist  zu  integriren.    Um  q  in  bestimmen,  hat  man : 

wo  im  letzten  Gliede  fELr  0  +eq  geschrieben  ist  »  ,   was  bei  Vernachlftssigong 

der  höhern  Potenzen  von  §  offenbar  gestattet  ist.    Hierans  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung: 

(f(x^,  «,  .  .  .  «^,  ;;„  F«  •  •  •  P„)=ö 
berücksichtigt : 

10)  j^+^=0. 

Die  Grössen  Pi,  p^  .  .  .  /?  «  die  in  9)  nnd  10)  inrolute  enthalten  sind,  werden 

mittels   der  Gleichungen  6a)  und  ^=0  eliminirt.    Ebenso  wird  q  aus  10)  in  9) 
eingesetzt,  und  letztere  Gleichung  hat  dann  die  Gestalt: 

11)  <<^^+t«,rfJL,  +  u,rfJl,+  .  .  .  +u^rfA^=0, 
wo: 

zu  setzen  ist. 

Die  Gleichung  11)  enthftlt  nun  die  Variablen  «1,  x,  .  .  .  x  ,  A|,  jl,  • .  .  jl  , 

von  welchen  letztem  aber  nur  Differenziale  vorkommen. 

Wenden   wir  die  Gleichungen  11)  (Abschnitt  33)   des  vorigen  Artikels)  an, 
also: 

*  —  MB  S 


P 

SO  zerfallen  diese  wieder  in  3  Gruppen,  wo  die  x  ersetzt  sind  bezüglich  durch: 


*ii»   *1»    *1    •   •    •    *n_i»   ^l»    ^s    •   •  •    ^j|< 


die  zugehörigen  X  sind  dann: 

1,0,  0  ...  0,    «L,  tfj  •  .  .  n^. 
Das  System  ist  also: 

p=:fl     .        du  . 

u  äA=z^A   S      idx  --il. 

p=t  \  ''V 

In  der  zweiten  Gmppe  hat  s  alle  Werthe  von  1  bis  n— 1,  in  der  dritten  von  1 
bis  n.  Die  erste  Gruppe  enthält  nur  eine  Gleichnng.  Offenbar  aber  nehmen  die 
Gleichungen  der  dritten  Gmppe  die  Gestalt  an : 
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and  geben  m  Integrale: 


A«,=c, 


Diese  Gleiclinngen  reichen  hin^  xua  A  nnd  alle  u  als  Functionen  einer  dieser 
Grössen  ti^  anssndrficken,  und  swar  in  der  Form: 

Mit  Hülfe  dieser  Qleichnngen  lassen  sich   alle  x  nnd  Ä  als  Functionen  von  x 

n 
ausdrucken.    Setst  man  diese  Werthe  in  die  beiden  ersten  Gruppen,   so  kommt 

dÄ 
nur  in  der  ersten  Ä,  und  zwar  nur  der  Ausdruck  -^:^~~d\ftu    vor.    Diese  Qlei- 

A  "    n 

chungen  sind  also  von  der  Constante  o  frei  und  enthalten  ausser  den  dk  nur  die 

Variable  x  nnd  die  Constanten  ß^,  /Sj   .  .  .  ß^_,.'    Durch  Auflösung   nach  den 

dl  erhftlt  man  Gleichungen  von  der  Form: 

dX  =rv  dx  . 

wo  die  V  nur  x  enthalten.  Durch  blosse  Quadratur  erhält  man  also  die  Übri- 
gen Integrale  unter  der  Form : 

Die  Functionen  ^  enthalten  die  Cons tauten  ßi  .  •  .  ß^  «t  die  man  mittels  der 
Gleichungen  18}  eHminirt,  so  dass  man  hat: 

1^)  ^,  =/,(*!.  «,  . . .  *„)+y,- 

Diese  Werthe  sind  nun  in  das  vollständige  Integral  7)  einsusetzen.  Die  y  kön- 
nen weggelassen  werden ,  da  sie  siph  mit  den  Gonstanten  a  vereinigen ,  so  dass 
diese  auch  hier  als  Integrationsconstanten  su  betrachten  sind.  Die  Integrale  des 
mechanischen  Systems  sind  also  die  Ausdrücke: 

df    df  bf 


ii~*"  1 

d.  h.  es  sind  die  nämlichen  wie  die  des  Näherungssystems,  wo  «=0  gesetzt  wurde, 
wenn  man  darin  die  a  um  die  aus  14)  genommenen  Ausdrücke  «/^(Xi>«a  ...x  ) 

vermehrt.    Dies  geschieht,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  6)  und  6  a)  die  Werthe 

a.,  a-  .  .  ,  a  ,  5^,  r^  ...  ^-^ —  berechnet  und  dann  die  eben  bezeichnete 
«  dttj    der,  «—1 

Substitution  vornimmt.      Die  Variation  der  Constanten  macht  hier  also  nur  n 
Quadraturen  nöthig. 

Uebrigens  kann  man  den  Gleichungen  12)  noch  eine  einfachere  Form  geben. 
Zu  dem  Bude  bemerke  man,  dass  q=: ist,  also  die  Gleichung  10)  die 

Form  annimmt: 

16)  ;ir=Of      wo     jr=^-%-5^ 

gesetst  ist.    Denkt  man  nun  «j,  ««  .  .  .  «^    .als  unabhängige  Variablen,  so 
lassen  sidi  die  9|,  ar,  .  .  .  «  durch  diese  und  x^  ausdrücken,  und  Gleichung 

15)  enthält  nur  die  ti  und  x  .    Gleichung  11)  ist  dann  durch  ein  System  2)  und 
2  a)  des  vorigen  Abschnittes  zu  integriren,  welches  die  Gestalt  annimmt ; 
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16)  A«^=0,    ^^,  =  -rf^5;f» 

womit  zu  rerbinden  ist: 

p=zn        dx 

Die   ersten  Gleichungen  16)   zeigen,   dass   sämmtliche  ti  constant  zu  setsen  sind, 
die  letzten  in  Yerbindang  mit  17)  geben: 


-(•'^,) 


wo  die  rechte  Seite  nur  die  Variable  x     renzialgleichangen  gegen  die  aDgemein^ 

,-..1*     i*j    t.  j     f«*  ^  *•      I.  ▼<>»  P^«ff  gestellte  Aufgabe  weseattiehe 

enthalt.    Kach  der  Integration  kann  man  Vortheile  habe,  dass  nftmüeh  in  diesem 

"**"^''^'UI?.„V.j;L'I!i''.  *'•••   Falle   von    alkn    von  Pfaff  yerlangten 
x^  ansgedrücktcn  Werthe  nehmen.  Systemen     von    Differcnzialgleichnngen 

^r^x  TT.   X      *     1.        ^v        j.  «*>«  Integration  des   ersten  Systems  zur 

^?)  Historisches   über  die  par-  ^^          ^^^  Aufgabe  hinreicht.    (Hinge- 

tiellenpi/ferenzialgleichungen  diesen  wurde  der  grosse  Mathematiker 

ersterOrdnung.  hierauf  durch  eine  Arbeit  von  Hamilton, 

Lagrange  hat  zuerst  den  Zusammen-  welcher  die  mechanischen  Aufgaben  auf 

hang  zwischen  partiellen  Dififerenzialglei-  die  Lfisung   der   partiellen  Differenzial- 

chungen    und     Systemen     gleichzeitiger  gleichungen  zurückgeführt  hat.  In  Hamil- 

Differenzialgleichnngen  gezeigt,  zunlichst  ton*s  Formeln  ist  allerdings  dies  Besultat 

für  die  linearen  durch  einVerfahren,  welches  zum  Theil  enthalten,  ohne  dass  jedoch 

ihm  aber  spftter  die  nOthigen  Hülfsmittel  derselbe     hiervon    irgendwie    Eenntniss 

gab,  das  allgemeine  Integeal  einer  par-  genommen.) 

tiellen  Differenzialgleichung  mit  2  unab-  Die  Theorie  des   sucoessiven  Integn- 

hangigen  Variablen  zu  ermitteln.    Auch  rens    und    der    daraus   zu    schopfenden 

fand  Lagrange  den  Zusammenhang  zwi-  Vortheile    ist    in    ihren   fiesultaten   in 

sehen   dem    aligemeinen  und   dem  voll-  einem  Briefe  an  den  Secretftr  der  Ber- 

stftndigen  Integral.     (Siehe    TheorU   de  Uner  Academie   (abgedruckt  in  Bd.  17 

fonctiont  analytiques),  des    Crelle^schen   Jonmals)    angegeben. 

Die    Zurückführung    einer    Gleichung  Diese   Resultate   enthalten  zugleich   die 

mit  beliebig    viel  unabh&ngigen  Varia-  wirkliche  Erweiteruog  der  Methode  von 

bleu    auf  totale   Differenzialgleichungen  Lagrange. 

machte  lange  Zeit  die  grOssten  Schwie-  Die    eigentliche  Arbeit  Jakobl*s  hier* 

rigkeiten,   bis  dieselbe   Ffliff  vollführte  über  ist  aber  erst  lange   nach  seinem   /. 

(Abhandlungen   der  Berliner  Akademie  Tode     (Grelle,   Bd.   vfi    veröffentlicht  y^^ 

für  das  Jahr  1814).    Er  ging  von  einer  Schon  vor    dieser  Veröffentlichung  hat 

totalen  Differenzialgleichung   mit    mehr  der  Verfasser   dieses  Wörterbuchs    die 

als  2  Variablen  aus,  eine  Methode,  an  ursprünglich  Pfaff'sche  Methode  zurEr- 

die  wir  auch  hier  angeknüpft  haben,  da  langung  der  Jakobi'sehen  Resultate  und 

sie   uns  die  natürlichste  und  einfachste  zu  ihrer  Erweiterung  auf  die  totalen  Dif- 

zu  sein  scheint.  ferenzialgleicfaungen  eingeschlagen  (Grelle, 

Jedoch  war  Pfaff's  Methode  nicht  Bd.  58).  Diesem  Wege  ist  man  auch 
eigentlich  die  Erweiterung  der  von  La-  hier  gefolgt,  da  er  eine  grossere  Kürze 
grange,  obgleich  eine  ihr  nahe  verwandte,  gestattet,  als  die  andern  Methoden, 
und  es  Hess  sich  nicht  leugnen,  dass  für  Was  die  Theorien  anbetrifft,  die  sich 
den  speciellen  Fall  von  2  unabhängigen  aus  dem  gleichzeitigen  Bekanntsein  zweier 
Variablen  die  Lagrange'sche  Methode  Integrale  ergeben,  so  schöpft  Jakobi  tlie 
wesentliche  Vortheile  hatte.  Jakobi  hatte  hier  gegebenen  Resultate  aus  einer  von 
schon  früher  versucht,  die  Lagrange*sche  Foisson  zu  ganz  andern  Zwecken  ver- 
Methode zu  erweitern ,  ohne  von  den  wandten  Formel ,  welthe  der  Formel  3) 
totalen  Differenzialgleichungen  anssn-  des  vorigen  Abschnittes  entepricht.  — 
gehen  (Grelle,  Bd.  2).  Endlich  gelang  Noch  ist  eine  Methode  zur  Auflösung 
es  ihm  (Grelle,  Bd.  17),  zu  zeigen,  dass  der  allgemeinen  partiellen  Differenzial- 
der  besondere  Fall  der  partiellen  Diffe-  gleichungen  erster  Ordnung  von  Ganchy 
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gegeben  wordes.     Dieselbe  eithOlt  j»-  it,+(fi+l),+(«+2)t+ ... +(«+p-"l) 

doch  durchaus  nidit  ^  so  reichhalligen  ^nkUrlichen  Comitonten« 

Betiaute  der  Jakobi  sehen.  {Camvt^  ren.       ^   ^  ^^  ^j^^,  Gleidiang  «weiter  Ord- 

diude  Paeadmiiu  ^«  ^««^« ,«« ^^^O  anng  ist  die  Anzahl  dieser  Constanten: 

Auf  ihrem  jetsigen  Standpunkte  bildet  ,      ^s 

die   Theorie  der  partiellen  Differenaial-  „4.!H?'ti}  =-  *  (*+^) 

gleichungen   erster  Ordnung    einen   der  2  2 

schönsten,     roDstandigstwi    nnd    abge-  ^^    ^^^    aBgemeinen  Integrale  anbe- 

idiloseeosten  Thede  der  Analysis.    Vie-  ^g^  .^  j^^^^n  man  sich  von  ihrem  Vor- 

lea   fehlt,   dass  man  CHjnches  anch  von  handensein  anf  gana  ähnliche  Weise  wie 

den  partiellen  DifferenrisJgleichungen  hö-  ^^    ^^    Gleichungen    erster    Ordnung 

herer  Ordnung  sagen  könnte.  überzeugen.     Zu  dem  Ende  wollen  wir 

13)  Allgemeines  aber  die  par-  jedoch  zunächst  die  allgemeine  Form  der 

tiellen  Diff erenzialgleichungen  Pfrtiellen    Differenzialgleichnngen    einer 

höherer  Ordnung.  Transformation  unterziehen. 

.     ^    ^,         _^  ,1       T\'m        X  1  !-•        Bezeichnen    wir    zunächst   durch  das 

Auch  die    parUellen   Differenaialglei-  sy^^^^ol: 
chsrngen  höherer  Ordnung  können  Inta- 

•gnüe  von  ganz  verschiedener  Art  haben,  L7('>  ^n'^s^J 

«ad  namentlich  sind  hierb«!  vollstindige  .       «„„^^  ^««   -     •.     •. 

und  allgemeine  Integrale  zu  unterscbei-  ^^  Function  von  «,  ar^.  jr,  .  •  .  *^, 

den.    Betrachten  wur  z.  B.  eine  Function  z^,  c,   .  .  .  a^,   tttd  den  Diil^aaiat 

▼on  der  Gestalt:  ««^ri^^*^«    ^*w«    ^       ^  -    «  ^ 

quotlenten   von  Si»    s,  .  •   .  s    naoi 

fi^iy  «1  .  •  •  *„»  »)=0,  gf^^  «,  .  .  ,  «•  ,  ftber  nicht  nach  X,  ohne 

welche  eine  Anzahl  Constonten  enthalten  ^  über  die  OMnung  dieser  Differen- 

soll.    Diese  Gleichung  hat  n  Diffeien-  «•Jvouenten   etwas  vorgesc^        sein 

fi(fi+l)  ^'^*  ^°d  betrachten  wir  die  simultanen 

zialgleichungen  erster  Ordnung,  -^^-^o  GleidiungAi: 


zweiter  Ordnung.  ""  ^'^ j",^^.$^"^^  dritter  1)  ^«=[r.(«,  *^,  «,)], 

Ordnungu.  s.w.,  also  (n+p—^nterOrd-  d«, 

nnng,  wenn«  derjrteBinomialcoefflcient  ^'  n     s 

ist.  —  Bildet  man  alle  diese  Gleichungen, 
so  hat  man,  die  gegebene  mit  inbegriffen, 

deren  : 

ds 

l+*i+(*+l)t+(*+2)t+  ...  _I 


+(fi+p-l)p, 


aus  denen  sich  also: 


Seien  nun:' 


,(o),(0.  («)  ...,(») 

continuirlich  auf  einander  folgende  Werthe 
Constanten  derart  ellminiren  latsen,  das«  «iner  der  mit  •  beseidineten  GrOnen  *  , 

S2'''drgÄ*OlÄjTt.  '"£;  von  Werthen  der  QrO.«  .: 
folgt  hieraus  der  Satz :     '  ^(0)^  ^(i)^  ^(«)  ^  ^    ^^W 

Jline    partielle    Differcnzialgleichung   entsprechen,'  so  hat  man,   wihrend  jt^, 
|»t«r  Ordnung   mit  n  unabhängigen  Va-         ^  willkllrüch  bleiben: 

nablen  hat  ein  vollständiges  Integral  mit     '  *• 

a)  ./•)=  .^(0)+  (.(.)_,(o) )  i^^  (,C).^.   ./o))j, 
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Da  jede  dieser  Oleidhnngen  s  andere  ror-  nun  gegeben  aind,  so  sind  sie  aber  die 

stellt»  welche  den  Werthen  p=l,  p  =  2  einzigen  ü'nilkürlichkeiten  in  den  allge- 

.  .  .  p=#  entsprechen,    so    stellt    dies  meinen  Integralen  der  Gleichungen  1). 

System  eine  Reihe  recnrrenter  Gleichnn-  Man  hat  somit  folgenden  Sats : 

gen  vor.  Die  in  den  t  Gleichungen  b)  ent-  ,  ,       «               .     ,                 ..  „ 

/.\      /|\               ri)  „Jedes    System    simnltaner   partieller 

lialtenen  Werthe  »,^  -',  »»^  '  .  .  .  »,^  '  Diflferenzialgleichungen  von  der  Form  1), 

und  ihre  Diflferenaalquotlenten  nach  «.,  welches  also  «  abhängige  «nd  n+l  nn- 

0?,  .  .  .  ar    sind  nftmHch  durch  die  Glei-  abhingige  Variable   enthalt,    m  Bezug 

^  auf  die   erste  unabhAogige  Variable  er- 

chungen  a)  und  ihre  Differenzialqnotienten  gter,  in  Bezug  auf  die  andern  von  belle- 

nach  den  nämlichen  Grössen  bestimmt,  i)]ger  Ordnung  ist,  hat  soviel  allgemeine 

welche  sich  bilden  lassen,  wenn  man  als  integrale,  als  Gleichungen  gegeben  sind, 

bekannt  voraus  setzt  die  Grössen  »/®\  mit  »<>  viel  willkürUchen  Functionen,  als 

(q\             (q\  abhängige  Variable  vorhanden  sind,  und 

*«^      •  •  •  «,^  '   und    ihre  Differenzial-  ^o  jede  dieser  Functionen  eine  Variable 

Quotienten  nach  *.,  x,  .  .  .  »  ,    Indem  weniger  hat,  als  in  den  vorgelegten  Glei- 

^     . ,           ,              **  chungen  unabhängige  Variable  vorhan- 

man  so  fortfährt,  gelangt  man  auf  die-  ^eQ  sind.*' 

selb«  Weiie  <a  .^<*>  mittel,  der  Glei"  ^^  ^.,  j,^^  j^,  g^^^^,  Ij  ^^„^ 

chung  n),  ohne  dass  ausser  den  Grössen  sich  aber  eine  partielle  Differenzialglei- 

.  (o)    .  (o)          ^  ( 0    oj„^  „^^  w;ii  ch«ng  höherer   Ordnung  stets   bringen, 

ti^  ^   »,^  '^  •  .  •  «/       «ne  ne««  Will-  ^.^  \^^^^  ^.^.  ^^^  ^.^  ^^^  Gleichung 

kurlichkeit  eintritt.     Was   diese  letztem  zweiter   Ordnung    mit    3   unabhängigen 

Grössen  noch  anbetrifft,  so  sind  sie  offen-  Variablen  darthun.    Die  Erweiterung  auf 

bar  Functionen  von  x^^  x^  "  '  ^n  ^^^^  beliebig   hohe  Ordnungen  und  beUebig 

j       •  1.A    'nr  •.         <•!.       •   u    ^*      ^  •  X  viele   Variablen    ist  nämlich    nicht  mit 

da  mchts  Weiteres  iiber  sie  bestimmt  ist,  ,^.   „««:««o*«„  aAk^^*;»v«u  «^^i^n»^..« 

renzialqaotienten  nach  «.,  «,    .  .  .   «^  v_^^^  ^« 

^                             * '     »               A  jj  orm  an : 

d»z                                  d»     dt      di  d*z        d*»       bH        dU       d»^ 
Wir  setzen  nun: 


dx 


—  =  «i, 


und  erhalten: 


jj-^r  r»  *^'  *«'  *»  »i»  dj;»  dj;»  a^»  äj;»  ä;?;d;^'  äi/j;- 

Dies  ist   eine  Gleichung  von  der  Form  enthaltenen  Ordnung  nicht  nach    einer 

der  in  System   1)  enthaltenen,   ebenso  einzigen     Variablen     genommen     sind. 

.     ..    ß,  .  , bz  .     _.  Dies  ist  z.B.  der  Fall  bei  der  Gleichung 

wie  die  Gleichung  j-  =  f,,   und    diese  zweiter  Ordnung: 

beiden  verbunden  geben  eben  das  ver-  d*c  dx    dz 

langte  System.  5id^~^^*'  *i»  *»  5^'  3^'* 

Man  hat  ein  Integral  mit  2  Willkür-  ^  ^ 

liehen  Functionen  von  2  Variablen.  All-  Man  sieht,  dass  die  directe  Anwendung 

gemein:  der  eben  gegebenen  Methode  hier  miss- 

„Das   Integral  einer  partiellen   Glei-  lingt.  Indess  kann  man  durch  eine  leichte 

chung  pter  Ordnung  mit  n  unabhängigen  Transformation  unsere  Gleichung  wieder 

Variablen  enthält  p  willkürliche  Functio-  auf    die    obige    Form   bringen.     Setse 

neu  von  »— 1  Variablen.**  man  z.  B. : 

Diese  Beduction  der  partiellen  Diffe-  xg^^xy, 

renzialgleichungen  höherer  Ordnung  auf        *^  .  . 

simultane  erleidet  jedoch  eine  bemerkens-  ■*'•'"**• 
werthe  Ausnahme  in  dem  Falle,  wo  die  l^£\  —  1?4.«  _ 

Differenzialqnotienten  der  höchsten  darin  \dx/      dx    ^  dx^ 
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Die  eingeklammerten  Differenzialqaotienten   deuten   hier   das  Differenziiren  nach 
dem  durch  die  Gleichung  «^=a:y  eingeführten  Gesetze  an.    Es  ist  femer: 


\dxdy/ 


d*t  dH 


äi3S;"*"^'da',»* 


5V' 


also 


dx^       X  \dyr 
dx  —  Vda?/       «  \dyr 

d»d«j  "   X  \dxdyj      x*  VdyV  ""  «*  V'V' 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  In  den  Anwendungen  auf  Geometrie 

Gleichung  einsetzt,    so   enthält  dieselbe  und  Physik  kommen   dergleichen  F&lle 

(d»»\    .                   .  j       ,              ,  oft   vor.     Die   willkürlichen  Functionen 

g— j,  ist  aUo  nach  der  oben  gegebenen  ^^^^^^  nämlich  mit  den  Anfangszustftn- 

Methode  zu  behandeln.  -  Indessen  kann  den  oder  Qrenzbedingungen   des  behau- 

man  sich  einer  directen  Betrachtung  der  delten  Problems  in  Verbindung,  und  diese 

Diflferenzialgleichungen  dieser  Art  doch  bestimmen   wieder  die  Wahl  der  unab- 

nicht  ganz  cntschlagen.  hftngigen  Variablen,  so  dass  deren  Aus- 

Durct  eine  Transformation  der  unab-  ^^^  «n«  gebotene  ist,  je  nachdem  das 

hängigen   Variablen    wird    nämlich    die  Problem  sich  modificirU    Man  erhält  auf 

Natur  der  behandelten  Gleichung  oft  der-  diese  Weise  allgemeine  Integr^e  von  der 

art  behandelt ,  dass  das  Integral  als  ein  verschiedensten  Form ,  und  ihre  Bezie- 

ganz  anderes  erscheint,  wie  es  denn  eine  ^^"^e   ^^  einander  wird  eben  nur  durch 

höchst  schwierige  Aufgabe  ist,  die  will-  die  partielle  Differenzialgleichung,  wel- 

kürlichen  Functionen,  welche  der  einen  «her  sie  alle  genügen,  vermittelt. 
Wahl   der  Variablen  entsprechen,    auf      bj^.        aber  den  Gegenstand  enthält 

diejenigen  zunickzufQhren ,    welche    bei  dieser  Artikel,   ein'Mehreres  sollen  na- 

einer  andern  Wahl  sich  ergeben.    Fast  j^^^^^y,  ^^^  Artikel :  Akustik  und  Warme 

immer  ist  es  m  solchen  Fallen  gerathe-  ^rinisen. 
ner,  die  Integration  in  beiden  Fällen  von 
einander  unabhängig  zu  bewerkstelligen.       Unterziehen  wir  also  die  Gleichung: 

noch  einer  directen  Behandlung.    Es  seien: 

,(0)    ^(0    ^(«)  :p(0 

eine  Beihe  von  Werthen  der  Variablen  a;^,  welche  conthiuirlich  auf  einander 
folgen, 

.(»).  .0). ,(') . . .  .w  • 

die  zugehörigen  ebenfalls  continuirlichen  Werthe  von  »,  die  somit  sEmmtlich  Func- 
tionen von  X  allein  sind.    Man  hat  nun: 

*!^=^+(,  (.)_,  ioY.      (0)    .(0)   ^jW.    »(')-.<''>. 


9n 


dx         dx 


*i    '-«, 


(')_,.(«-') 


). 


*l      ~*1 


Bestimmt  man  in  der  ersten  Gleichung  a^                             di 

»(^^  als  wiUkttrliche  Function  you  *,  so  "ST"^  (*'  ^'  *'  *^'  ^» 

bildet  diese  Gleichung  eine  totale  IMÄ-  ^^  ^^yt  das  Integral  zwei  willkürliche 

renualgleichung  erster  Ordnung,  deren  j^nctionen.    SeUt  man  dagegen: 

veränderliche  x  und  »^^^    sind.       Setit  dx                      ds   d's. 

man  den   durch    sie  bestimmten  Werth  dJJ^^^*'  ^^  *»  äi'  5jp^' 

von  »^*Mn  die  aweite  Gleichung  ein,  so  go  ist  die  Gleichung  nach  y  erster  Ord- 

bestimmt   diese   in  gleicher  Weise   «^^^  ^^^S  ^^^  enthält  also  nur  eine  willkOr«- 

nnd  so  fort    Man  hat  also  ein  System  lieh®  Function. 

von     I     totalen    Differenzialgleichungen  Ob   und  wann  die  beiden  im  ersten 

erster  Ordnung,    deren  Integrale   jedes  Falle  gegebenen  willkUrlichen  FoncHonen 

eine  Constante  enthalten.     Es  ist  aber  sich  in   eine  snsammensiehen ,  soU  hier 

I  unendlich  gross,  und  folglich  enthält  nicht  erGrtert  werden. 

das  Integral  unserer  partiellen  Dififeren- 

aialgleichung     zweiter   Ordnung    ausser  14)BrsteIntegrationsmethode. 

einer  wiUkfirlichen  Function   ».^  mit  .  Am  leichtesten  an  integriren  sind  die- 

dner  Variablen  noch  unendlich  vIelCon-  J«"»««"*  partiellen  Diflferenzialgleichungen, 

stauten.  welche   nur  Differenzialquotienten  nach 

einer  Variable  x  genommen,  enthalten. 

Aehnlichen  Betrachtungen  unterliegen  Offenbar  sind  dann  bei  der  Integration 

die  Differenzialgleichungen  von  beliebig  ^ie  übrigen  unabhängigen  Variablen  «^, 

hohem  Grade.  x,  .  .  .   als  Constanten   zu  betrachten. 

Es  bleibt  übrigens    auch  bei  den  all-  Die  Rechnung  beschriüikt  sich  also  auf 

gemeinen  partiellen  Differensialgleichun-  die   Integration   ei^er   totalen  Differen- 

gen  nter  Ordnung  der  Fall  nicht  ausge-  zialgleichnng.    Die  eingehenden  Integra- 

schlossen,   dass  von  den  darin  vorkom-  tlonsconstanten    aber    sind    wiUkürliche 

menden   n  willkürlichen  Functionen  sidi  Functionen   der  Variablen   «|,  «,  .  .  ., 

einige  vermöge   ihrer  Form  in  eine  zu-  da  diese  als  constant  betrachtet  wurden. 

sammenziehen  lassen,  so  dass  sich  das  Beispiele.    Sei  gegeben: 

Integral  auf  ein  anderes  mit  weniger  als 

n  willkürlichen  Functionen  ergibt.    Auch  d\  ^ 

kann  man  einer  Gleichung,  je  nach  der  •i"'^''  ^^' 

Art  des  Integrirens,  mehr  oder  weniger  ^» 

willkürliche  Functionen  geben.  gg  erhält  man: 

Betrachten  wir  z.B.  die  Gleichung:  ^s:U•k^U^X'hU^x*^^  .  .  . 

und  bringen  wir  diese  auf  die  Form:         wo: 

oder  auf  die  des  Systems:  ^^' 

dx"  * '  willkürliche  Functionen  von  y  sind. 
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Sei  ferner  gegeben: 


dxdy        dx 

wo  P  und  Q  Functionen  ron  x  und  y  allein  sind. 
Setet  man: 

dx 
so  hat  man: 

eine  Gleichung,  die  sich  leicht  integriren  IftBSt,  da  sie  linear  ist.    Man  erh&lt: 
Fiir  C  ist  eine  willklirliche  Function  ron  x,  tf  (x)  in  nehmen.    Man  hat  also : 

also  indem  man  abermals  integrirt,  nnd  als  Integrationsconstante  eine  beliebige 
Function  von  y  nimmt: 

Im  Falle  die  Gleichung  nicht  von  der  angegebenen  Art  ist ,  so  Iftsst  sie  sich  sn- 
weilen  durch  Transformation  auf  dieselbe  bringen.    Sei  s.  B.  gegeben: 

d«»     a«»  _  2  a« 


Wir  setzen  zunächst: 
und  erhalten: 


ir  =  *+y,        «  =  «— y, 

dji  _  ds      dt 

dy  ~*  dii      d©* 
dH      d»»  d«z       ^*s 

S?  ~  d««"*"  ^  dudr  ■*■  di;«' 

dy«  ="  du«     ^  diide  **"  dr«' 

also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  einsetzt,  wird  diese: 

,    .    .  d«»       dz      dz 

Differenziiren  wir  diese  Gleichung  nochmals  nach  «,  so  kommt: 

,    ,   .  dH        dH 

^-+''>5Üdi  =  d5i' 
und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  v  difierenziirt : 

Setzen  wir  znnftchst: 

d'x 
dSJ^*^' 

so  ist: 
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dudv 
•180: 


=<^ 


£=»■"(-). 


y."(w)=     l\  '  eine  beliebige  Funetioii  Ton  w  iit,  «nd: 

•=9.'(«)+V/(«). 


wo ^ 


Man  hat  also: 


^=/W+/(r), 


woraus  sich  durch  Integration  nach  «  ergibt: 

^=«^'(«)+^(»)+;f(i.), 
nnd  dnrch  Integration  nach  n: 


j-=^(ii)+ii^(i,)+^(d). 

Die  Fanctionen  ^ ,  0,  /,  ^  sind  aber  nicht  TöUig  willkürlich,  da  sie  der  vorge- 
legten Gleichung  genfigen  mfissen: 

welche  sich  jetst  rerwandelt  in: 
oder: 

Diese  Gleichung  kann  offenbar  nur  erfftllt  werden,  wenn  man  setzt: 

wo  «  eine  willkfirUche  Gonstante  ist.    Man  hat  also: 

jj=(ii+i»)9/(ii)-y.(ii)+^(y)+«, 
da 

j-  =(«+1,)  ^  (r)-^(D)+y  (•»)-«. 
Die  Integration  der  ersten  Gleichung  gibt: 

0  •^    0 

oder  wenn  man  das  Hauptintegral  x^  bestimmt,  indem  man  tf=0  setst: 

»*  =  »y.(0)+il, 
d.  h.: 

/u 
0 

dx 
nnd  wenn  man  in  dem  Werthe  tou  x-  setst:  «=0: 


^=:*^'W-V^W  +  V(0)-«, 


also  durch  Integration: 
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J    0 

Dies  in  das  erste  Integral  einsetzend,  erh&lt  man.* 

/    0  ^0 

Es    ist    dies  das  ToUständige  Integral  und   enthalt   in   der  That  2  willkürliche 
Functionen. 

Man    kann    dies    jedoch    unter   eine  einfachere  Form   hringen.      Man   hat 
nämlich : 


yvff/(o)dv:=ütp(v)-'l      yß{v)df>y 
0  «^0 

/Uif'{u)du:sU(f.(u)-'r    9  (ii)(fti, 
0  •^    0 


also  wenn  man  setzt: 

/y(i«)(fii=y^(«i),   /      ^(i>)rfi>=:^^(«), 

oder  da  man  ß  schon  in  einer  der  willkürlichen  Functionen  9^^  oder  0|  enthal- 
ten denken  kann: 

t=:(ii+D)[^/(.0+'//W]-2[y4(»)+5^i  (•)]-(!«-•)«. 
Da  aber: 

war: 

«njr  [<(*' (d)  +  »/(u)]-y  (i*)+^(i,)-y«, 

wo  die  Indices  wieder  weggelassen,  und  ftir  2^1  (v),  291(11)  geschrieben  ist  be- 
süglich:  yf(v),  f(wy. 

Es  kann  aber  der  Ausdruck  —  ay  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auch  weg- 
gelassen werden. 

ff 

Denn  schreibt  man  für    ipiu):     f  (•*)—« -o> 

und  für    ^(i>):     VW+*"5'» 
80  yerwandelt  sich: 

9/(11)     in     9'W— ^» 

V'(«)     in     V'W+|-' 
Es  tritt  dann  dem  Werthe  von  »  hinan  der  Ausdruck: 

der  sich  mit  —ya  hebt,  so  dass  man  hat: 

»  =  «  [9/  («+y)+^'(«-y)]-9,  (x+y)-^  («-y). 

15)  Zweite  Integrationsmethode.  (Theorie  der  linearen  Glei- 
chungen). 

Monge  in  seiner  „  AppUeation  de  Vanaly$e  ä  la  giomeirie  **  gibt  eine  Me- 
thode zur  Auflösung  der  linearen  partiellen  Differensiägleichungen  zweiter  Ord- 
nung mit  2  unabhängigen  Variablen,  von  der  Gestalt: 


wo  A,  B,  C,   i  Fvnctioneii  toh  jc,  y,  *,  j-,  ~  «nd.  —  Wir  entirickolo  die  Be«- 


M6 

d>£         d>c  du 

dt    dz 

di 

tiiltate  seiner  Betrachtangen  in  einer  Weise,  die  sich  den  für  die  partiellen  Diffe- 
renaialgleiebrnngen  »reter  Ordnmnn;  hier  gebranchten  Betrachtangen  iniofem  an- 
Bchlietst,  als  wir  anch  die  partiellen  Diffeyenzialgleichangen  höherer  Ordnnng  nn- 
ter  die  Fora  der  totalen  bringen. 

Zanächst  setsen  wir  der  Kürze  wegen : 

da  da 

dU_        du  d»« 

JS»"**'  5S^==''  J^^*' 

dann  Ist: 

2)  i%=pdg^qdg, 

8)  dfp=rdk-ffd^        dq=z$dx-^td^y 

4)  Är-k-Bi+Ctzzi. 

Pas  S/Btem  2),  3),  4)  ist  der  Oieichnng  1)  yollständig  identisch.  Mittels  4) 
Iftsst  sich  t  ans  der  aweiten  Gleichmng  8)  elimintren.  Die  drei  Gleichungen  2} 
and  8)  enthalten  dann  nnr  noch  die  Variablen  «/y,  z,  jp,  q,  r,  t. 

«  Die  aweite  Qleiebang  8)  moltiplidren  wir  mit  einer  nnbekaanten  (Mne  l 
and  addiren  sie  snr  ersten.    Wir  erhalten: 

5)  dp—rdx—idy-^-ldq—ktdx—kidy^O. 

Die  Belation  2)  beechrinkt  aber  die  in  dieser  Gletchnag  enthaltenen  Grossen« 
Wir  wollen  diese  Belation,  sowie  die  Gleichung  4)  als  bestehend  annehmen ,  Tor 
der  Hand  aber  daron  absehen,  dass  die  Belation  5)  stattfinde,  und  den  links  In 
dieser  letzten  Gleichung  enthaltenen  Ausdruck  einer  identischen  Transformation 
unterziehen.  Um  anzudeuten,  dass  wir  ron  der  Belation  5)  absehen,  ersetzen  wir 
wieder  die  Differenziale  dpf  dq^  dx,  dy  durch  dp,  dq^  dx,  dy.  Es  Ist  nun  we- 
gen 4): 

dp^rdx^idy-^ldq—Udx—ltdy  =  dp^rdx^$dff'{-ldq^lidX'^j;'dff(ß'~Ar^B$). 

Wenn  man  hierin  die  mit  r  und  s  multiplicirten  Glieder  besonders  sehreibt,  er^ 
h&lt  man: 

6)  dp^rdX'-sdy+l{dq^$dx'-tdy)=idp-\-kdq~dy-\'^(-Cdx+Aldy) 

+  ^i-Cdy'-Ckdx  +  BKVi, 

wo  die  hierin  enthaltenen  Grossen  noch  verbunden  sind  durdi  die  Gleichung : 

7)  dz=pdx  +  qdy. 
Wir  setzen  nun: 

-Cdx-^Äkdyss  A(i»), 

-Cdy-Cldx+Bldy^ö.iv), 

wo  A(i»),  A(v)  eben  nnr  Abkürzungen  sind  und  keineswegs  ToUst&ndige  Diffe* 
renziale  andeuten  sollen. 

Multiplielrt  man  die  erste  Gleichung  mit  k  und  zieht  die  zweite  Ton  ihr  ab^ 
so  erhUt  man: 

(ill«-Äl+C)cry=AW-XA(ii). 
Die  Grösse  k  war  biAer  willkürlich.    Wir  bestimmen  sie  Jetzt,  Indem  wir  setzen : 

8)  ilA«— ÄA+C=0. 


Es  gibt  also  im  AUgemeineB  2  Werthe  k^  und  1^,  welche  dieser  Gleichung  gentt> 
gen,  und  welche  bewirken,  dass: 
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wird.    Et  ist  dann  alio  nadi  6): 

eine  Gieichang,  welche  in  2  andere  lerfUlt,  wenn  man  für  1  sowohl  Jl^  als  X^ 
setzt. 

Setzen  wir  snnftchst  Yorans,  dass  Jl^  nicht  s=:jl.  sei,  so  ist  ofifenbar,  damit 
die  Gleichungen  3)  erfüllt  werden,  d.  h.  damit  man  habe: 

dp— r^af—f  (fy=0, 

and: 

notwendig  nnd  ausreichend,  dass  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  9)  ilirjl  =  l, 
und  X  =  X^  Kuli  gebe.    £s  fragt  sich,  wann  und  in  weldier  Weise  dies  in  so  aU- 
g«meiiier  Weise  sich  erreichen  Iftsst,  dass  man  das  allgemeine  Integral  erhiUt. 
Die  Gleichnng  9)  schreiben  wir  mit  Berflcksichtignng  ron: 

;t  x-^ 

aaeh  loigendenoiiaaseen,  je  nachdem  wir  X  =  l^,  oder  X=X^  setzen: 

10a)  dp-^rdz—i dy-^X^(dq—t dx—i  Jy):=  dp-\-X^dq—t^  dy 

V-^idy^X.dx). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  liesse  sich  aus  den  beiden  Gleichnagen: 

dp  +  X,dq--t^dy=^0,    dy^X^dxz=:0, 

nOthigenfalls  in  Verbindung  mit  Gleichung  2),  wo  die  linken  Seiten  r  and  s  nicht 
entbluten,  zwei  Integrale  gewinnen  Ton  der  Gestalt: 

t»=c,        i)  =  e, 
so  ist  offenbar: 

ifp+Aj  dq — Y^  cfy  =rm du+ndv,         dy— i, dxaf^du+ydv, 

and  man  hat: 

11)  dp—rdx-^idy-^-X^  (dq—tdX'-tdy)zzMdU'\-NdVf 

wo  die  Grossen  M  nad  N  noch  r  nnd  s  enthalten. 

Es  ist  aber  das  Vorhandensein  dieser  beiden  Integrale  an  eine  Integrmbili- 
tätsbedingong  geknfipft,  da  die  drei  Gleichungen: 

dz=:pdx+qdy^        dp+X^dqzzOy        ily— jl«div=0 

nidit  4  Variable,  wie  dies  der  Fall  sein  mnss,  wenn  immer  3  Integrale  möglich 
sein  sollen,  sondern  deren  5,  x,  y,  t,  p,  q  enthalten. 

Diese  Bemerkung  beschr&nkt  die  allgemeine  Giiltigkeit  dieser  Methode. 

Finde  nun  Aehidiches  anch  bei  der  Gleidinng  10a)  statt,  and  seien  «i  t  *& 
die  entsprechenden  Integrale,  so  dass  man  hat: 

IIa)  dp^rdxsdy'^X^(dq''$dx-tdy)  =  M,^du^  +  Nidv^t 

so  werden  die  rechten  Seiten  gleich  Null,  wenn  man  n,  9,  K|,  v^  gleich  Conttan» 
ten  setzt.  Indess  flUirt  diese  Bestimmung  nicht  zu  dem  allgemeinen  Integral«, 
da  durch  diese  Gleichung  y ,  s,  p,  q  als  Functionen  von  x  gegeben  sein  wttrden, 
während  doch  t,  j»,  q  als  Functionen  von  x  and  y  sich  ergeben  mOssen.  Simmt 
man  aber  an: 
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12)  «  =  ^(ii),    i)^=:^(ii^),  eine   der  beiden  Gleichungen  10)  oder 

wo  q,  und  yj  wülktirliche  Functionen  be-  10»)»   «•  B-  ^«  letztere,  nicht  sich  «if 

deuten,  und  setet:  ^»®  'Sotm  11»)  bringen  läsit,  sondern 

ir+iVa.'(ii)=0,  B^<^  ^'^  ^®°  Qleichungen  ^+jl,ii9=0, 

M  -i_  V  ./'/«  \-n  ^'y-^i  fl^=0  J»«'  cinintegril  «^  ergibt. 

«i+^iV'  i»i;-v,  Immer  nftmUch  ist  dann  der  Ausdruck 

so    rerschwinden    ebenfalls   die   rechten  rechts  in  IIa)  tou  der  Form: 
Seiten.     Die  zuletzt  geschriebenen   bei-  jg  ^^^  )+iV  A(v  ) 

den  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  ^    vi/"T"    4\W» 

yon  r   und  «   kommen  also  nicht  weiter  ^o   A(t>i)  jedoch  kein  yoUständiges  Dif- 

in  Betracht,  die  Gleichungen  12)   lösen  forenzial  ist.    Dies  hindert  indessen  nicht 

das  Problem  yölUg.    Man  entwickelt  aus  d»«  0^«°  gemachte  Annahme : 

ihnen  ^=p  und  ^=^,    und    erbftlt  •*«  =  *^'  ^i=0, 

^^  ^  wenn  nur  die  Gleichung  11)  die  rorge* 

eine  Gleichung  von. der  Form:  schriebene  Form  hat 

d%zzpdx-^qdy^  Was    schliesslich  den  Fall  anbetrijffl^ 

wo  p  und    q  Functionen  yon  «,   y,  z  Z? ,tiJ S '""^irT  "^''*  Tv  ^Ti^ 

sind;  die   zwei  willkürliche  FunctiSnen  ]^^^}'f^  ^,%'  x^'^^T  ^^"^I  tJl 

q.  und  ^   enthalten,   und  natürlich  der  Gleichung  IIa)  wegfWlt,  und  ist  demge- 

^^^:^^:^L':::^^^^Z  7  Ä^winl  al«>  die  mtegr. 

zialgleichung  hat  man  den  Werth  yon  z  ^»«^  '»^"«*  Gleichung: 
mit  zwei  willkürlichen  Functionen,  also  Ar-\-B$-\-Ctzz§ 

das  allgemeine  Integral.  reducirt  auf  die  Systeme: 

Auch  reicht  eine  der  Gleichungen  12) 

zur  yOlligen  Integration  hin.     Da  die-  ij  <fo+A  rfa— — ^A/=0 

selbe   nftmlich  x,  y,  z,  p,  7  enth&lt,   so  tr       i   h      q   ^      y 

ist  sie  eine  partielle  Differenz! algleichnng  du^l   dx=0, 

erster  Ordnung,   deren  yollstftndjges  In-  ^      1  • 

tegral  man  auf  dem,  Abschnitt  8)  yor-  «jx  ^     i_  1    ^      ^^1  ^      a 

geschnebenen  Wege  yermitteln,  und  aus  "'  «P-TAi  «^ — g"  »y=i>» 

diesem  das  allgemeine  ableiten  kann.  j      «    j      ^ 

dv — A.itsBsO, 
Die  dritte  und  im  Allgemeinen   ein- 
fachste Methode  ist  jedoch  die,  dassman  y^rbnndeu  mit:  dz^pdx^qdvzzO,  wo 
yerbindet  die  Gleichungen:  Jl|  und  Jl,    die  Wurzeln  der  Gleichung: 

13)  •  =  '/(••),    «i  =  c,  in)  ^Jl«-Bi+C=0 

wo  c  eine  Constante  ist.  Damit  die  Aus-  t%     •»  n  ^       1     • 

drücke  rechts  in  Gleichung  11)  und  IIa)  ▼orstellen.  --  Der  Fall,  wo  i^  =  A,  i»t, 

yerschwinden,  ist  zu  setzen:  entspncht  offenbar  der  Annahme: 

lf+iV^»=.0,        iV,=0,  B^zziAC,   1=^, 

welche  Gleichungen  r  und  s  bestimmen,  . 

und  daher  nicht  weiter  in  Betracht  kom-  und  fallt   dann    das   eine  der   Systeme 

men.  Es  ist  aber  zu  beachten,  ob  auch  if,iV  ganz  weg,   während  das  andere  die  Ge-. 

und  N^  wirklich  rund  t  enthalten,  oder  ob  italt  hat: 

durch   di»  Bestimmung  dieser   Grössen  B*dQ4-2ABdD—^iÄdu=0. 

nicht  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  aj    .  d  ^      a 

13)  beschränkt  wird;  in  letzterem  Falle  ilrfy-hÄ<ip  =  0. 

wäre  dieses  Verfahren  nicht  anzuwenden.  Die    erste  Gleichung   nimmt    auch  mit 

Aus  den  Gleichungen  13)  erhält  man  °^®  ^^  '^®»*®^  ^*®  ^^""  *"  • 
wieder  J*,  %  also:  Bdq-^2Adp^^.d.:.0. 

^*  ^  I)  Sind  A,  B,  C  und  i  constant,  so 

d*=pdx.'\-qdiff  werden  auch  JL^  und  l^  Constanten  sein, 

mit   einer    wülkürHchen    Function   und  Das  System  I)  gibt  dann: 
einer  Constante.     Die  Integration  gibt  tX^ 

eine  zweite  Constante,  so  dass  man  ein  P'^^i9 — 5"^""» 

yoUständiges  Integral  hat,  ans  dem  sich 

das  allgemeine  ableiten  lässt.    Uebrigens  V—^t^^ßi 

ist  diese  Methode  noch  anzuwenden,  wenn  also: 


Setzt  mtJi: 
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dz  dt 


80  zerfallt  diese  lineare  Gleichang  erster  Ordnung  in  das  System: 

deren  erste  sam  Integrale  hat: 

w&hrend  die  zweite,  wenn  man  y  ans  ihr  mittels  dieses  Integrales  eliminirt,   die 
Gestalt  annimmt: 


X  =  4^(«+^i*)  +  y[«+(A.-A,)*]. 


dx 
Setzt  man: 

so  hat  man: 

oder,  wenn  man  ftlr  a  wieder  setzt:  y— jt^«: 

Also  ans  beiden  Integralen  ergibt  sich  das  allgemeine:  • 

Man  kann  indess  setzen: 

und   den  Ansdmck  ^  (Ai «— y)*  mit  der  Function  ^^  yereinigt  denken,  dann  ist: 

II)  Dasselbe  Verfahren  ist  einznschlagen,  wenn  A,  fi,  C  Constanten,  $  aber 
eine  beliebige  Function  yon  x  und  y  ist.    Das  eine  Integral  bleibt  fortwährend : 

y-^i«  =  A 

m 

W&hrend  das  andere  die  Gestalt  annimmt: 

y—ß 
wo  vor  der  Integration  fUr  j:  in  <  sein  Werth:  ^y-^  zu   setzen,  nach   der  Inte- 

gration  aber  /?,  mittels  der  Gleichung  y—l^x^ß  zu  eliminiren  ist. 
Es  ist  nnn  zu  integriren  die  Gleichang: 

dz         dz  P 

Diet  Ahrt  in  d«n  Oleicbongeii : 

dx      " 

95 


870 

d.h.: 


^=1,1^+9  (y-A,*), 


wo: 

eine  Function  von  z  nnd  y  ist. 

In   U  und  (p  ist  y  =  a+l^x   vor  der  Integration  zu  setzen,  nnd  man  erhftlt 

z  =  X,/Udx+/(f[a-i-(l,^X^)x]dx, 

wo  ^  eine  willkürliche  Function  nnd  gleich /*iy  [a+(A|—Jl,)x]  ir  ist. 

Nach  der  Integration  wird  a  wieder  eliminirt.    Es  ergibt  sich,  wegen  a-\-XiX=yi 

V=/Udz 

ist   eine    gegebene   Function    Ton    x    nnd   y.     Diese   Gleichung  im  Verein   mit 
y—X^x^a  gibt  das  allgemeine  Integral: 

z  =  Jli  F+^(y--Jl,«)+V^^(y-liaF). 

Ist  z.  B: 

«=0, 

hat  man  also  die  Gleichung: 

so  wird  das  allgemeine  Integral: 

«=^(y-ii«)+Vi(y-^i*)- 

Ist  auch:  *  J?=0,  -j-=— A, 


so  ergibt  sich: 


A 


dH        d^% 
-—-—  A— --0 


also: 


Diese  Gleichung  ist  die  der  schwingenden  Seite,  der  hier  gegebene  Ausdruck  für 
»  ist  Ton  d*Alembert  bereits  gefunden. 
Ist: 

SO  erhält  man: 

»  =  V'&+«K-A)]4-^[y-arK-A)]. 

Um  diesem  Ausdruck  reelle  Form  zu  geben,   kann    man   folgendermaassen  Ter- 
fahren.    Es  sei: 

\«'[»+«V(-*)]=»l>+*V(-*)J+y.l»+«n-*)]. 

wo  (f  nnd  «/i^  willkftrliche  Functionen  sind. 
Sei  nun  : 

»•i[y+«(V-*)]=»+*i. 

wo  G,  K,  g,  k  Functionen  von  x  nnd  y  sind.    Man  hat  dann: 
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ein  Ansdmck,  der  ebenfalls  zwei  willkürliche  Functionen  enthält, 

III)  Dies  Verfahren  aber  gibt  zunächst  nicht  das  allgemeine  Integral ,  wenn : 

ist.    Es  wird  dann  Z,==Jl,,  und  der  Ausdruck: 

enthält  nur  eine  willkürliche  Function.    Um  dies  zu  vermeiden,   setzen  wir  zu- 
nächst : 

^1  =  ^1  +  *. 
wo  ^  eine   abnehmende  Constante  sein   soll.    Man  hat  dann,  wenn  $•  sehr  klein 
wird: 

Setzt  man  nun: 

^-f.^^  =  y.    und     — ^^^'^y.,. 

Letzteres    erleidet  nämlich    darum  kein  Bedenken,  weil  man  ^/  -von  beliebiger 
Grösse,  also  Sy^i'  immer  endlich  denken  kann.    Man  hat: 

ein  Ausdruck,   der  zwei  willktirliche  Functionen  enthält,  und  also  das  allgemeine 
Integral  ist. 

TV)  Sei  gegeben: 

Die  Gleichung  3)  wird : 

d.  h.: 

und  das  System  1)  wird: 

^  =  ^,      ,dy+pdx=0, 
Die  erste  hat  zum  Integral: 

Da  nun  gegeben  ist:  ' 

di^pdx-^-qdy, 
so  ist: 

Aus  den  beiden  Integralen  also  ergibt  sich: 

X.  =  y.  (t),  oder :  P  =  9  9^  (<)• 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  das  System : 

also  z  =  /}: 

oder  wenn  man  z  HAr  ß  einsetzt : 

eine  Gleichung,  aus  der  man  in  Gemeinschaft  mit  z=^  das  allgemeine  Integral 
ftbleitet : 

25* 


V)  Sei  gegeben: 
Es  ist: 
also : 
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«rfp+ydf =0, 

xdjfzzydx. 
Die  zweite  Gleichnng^hat  zum  Integral: 

y  =  ax. 
Snbstitnirt  man  dies  in  die  erste,  so  kommt: 

y 

also  wenn  man  a  =  -^y  ß  =  (f.{a)  setzt: 
Das  noch  zn  integrirende  System  ist: 


^  — JL     *— r/'i^ 
d«"~  x'    dx^'  \xr 


wenn : 

gesetzt  wird.    Als  Integral  erhalt  man  wieder: 

also  das  allgemeine  Integral, 

VI)  Schliesslich  nehmen  wir  noch  die  Gleichung: 

Ihr  Integral  gibt  den  Ausdruck  für  diejenigen  Flächen,  deren  beide  Krümmungen 
in  jedem  Funkte  gleich ,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind ,  oder  diejenigen 
Fl&chen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  Umringe  den  kleinsten  Inhalt  ergeben. 
Man  hat: 

oder: 

A)  l+jl«4-'(p  +  yir=0. 

Die  Systeme  1)  und  2) ,  ^ie  wir  hier  beide  brauchen,  da  wir  die  zweite  Integra- 
tionsmethode anwenden  woUeiii  lauten: 

dp+l^dqz:Ot  dyzzl^dxy 

dp-^X^dq-O,  dyzzX^dx. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  erfüllt,  wenn  man  X^  constant  annimmt,  hat 
also  das  Integral: 

P  +  X^q^zfÄ^. 

In  der  That,  setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  A)  ein,  wo  manA=:JL|^ 
denkt,  so  ergibt  sich: 
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Ebenso  gibt  die  erste  Gleichung  des  zweiten  Systems: 

und: 

C)  l+A,«+^,«=0. 

Mittels  der  Qleichnngen  B)  und  C),  welche  A)  ersetzen,  sind  also  l^  nnd  A,  als 
willkürliche  Constanten,  ^|  nnd  ^,  aber  als  dnrch  diese  Gleichungen  bestimmt 
zn  betrachten. 

Wendet  man  jetzt  die  zweite  Integrationsmethode  an,  so  ist  in  dem  Integral, 
welches  dem  zweiten  System  entnommen  ist,  und  welches  man  anch  unter  die 
Form  F(p,  q)  =  A,  bringen  kann,  A,  in  der  That  auch  für  die  fernere  Inte- 
gration als  constant  zu  betrachten,  nnd  unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zweite 
Gleichung  des  ersten  Systems  ein  Integral  von  der  Gestalt: 

Aus  diesem  nnd  dem  ersten  Integral  p+Jlt^rs/Ui  erh&lt  man,  wenn  man  die 
Constante  jl|  und  Jolglich  anch  ^^,  wie  dies  geschehen  mnss,  als  Function  Ton  a 
betrachtet: 

Von  diesen  Functionen  tf  nnd  \p  ist  aber  nnr  die  erste  willkürlich,  die  zweite  is^ 
bestimmt  mittels  der  Gleichung  B),  welche  jetzt  die  Gestalt  hat : 

E)  1  +  [.,.  (y-Jl,  x)\'^  +  [^(sf-A,  «)]•  =0. 

Die  Gleichung: 

zerfUlt  in  das  System: 


t'y  dz 


Dies  hat  dfie  Integrale: 


y— A,a?=ir, 

Z  —  fl^XZZßy 

also  das  allgemeine  Integral: 

F)  »=iM,«+/^(y~A,»). 

Die  Function  F  ist  aber  nicht  willkürlich,  da  »  noch  die  Gleichung  D)  erfüllen 
muss.    In  der  That  erh&lt  man  ans  F: 

nnd  wenn  man  diese  Werthe  in  D)  einsetzt : 

G)  /4,-A.F'+y..|i^  =  i/>, 

wodurch  F^,  also  der  Differenzialqnotient  von  F,  bestimmt,  nnd  F  also  bis  auf 
eine  willkürliche  Constante  bekannt  ist.  Demgemftss  setzen  wir,  wenn  y  diese 
Constante  ist,  statt  der  Gleichung  F) : 

H)  «=/u,«+F(y— A,a>)+y. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral.  Es  enth&lt  n&mlich  die  zwei  willkürlichen  Con- 
stanetn  A,  nnd  y,  da  ^^  durch  Gleichung  C)  bestimmt  ist.  F(y— A,  x)  ist  dnrch 
Gleichung  G)  bedingt,  nnd  die  darin  vorkommenden  Functionen  y»  nnd  tp  müssen 
wieder  die  Relation  E)  erfüllen.  Es  bleibt  also  in  H)  noch  eine  willkürliche 
Function  übrig. 

Wir  haben  jetzt  aus  H)  das  allgemeine  Integral  herzuleiten.    Dies  geschieht 
in  gewöhnlicher  Weise,  indem  man  setzt: 

J)  i.=;r(y)' 

nnd  ausserdem  den  Dififerenzialqnotienten  der  Gleichung  H)  nach  y  genommen 
der  Knll  gleich  setzt.  —  Um  diesen  zu  bilden,  bemerke  man  erst,  dass  die  Funo- 
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tion  F  und  die  Constante  ^^  von  Jl,  abh&ngig  sind.  Die  Gleichung  C)  gibt  fär 
die  letztere: 

Was  die  Function  F  anbetrifft,  lo  ist  sie  durch  Gleichung  G)  gegeben,  und  ent- 
hält A,  sowohl  involute  in  den  Functionen  tf-  und  ^,  als  auch  evolute  in  den 
Grössen  /u,  und  A, ,  die  in  G)  vorkommen.  Man  hat  aber  wegen  der  Glei- 
chung G): 

wo  die  Functionen  \p,  //*  und  F  die  Variable  y— A,«  enthalten,  die  wir  mit  « 
bezeichnen  wollen;  dann  hat  man: 

K)  F=/'A(;^ftrf«. 

J    yW-A, 

Die  untere  Grenze  kann  beliebig  genommen  werden,  also  gleich  Null  sein,  da  in 
Gleisiiung  H)  schon  die  entsprechende  Integrationsconstante  enthalten  ist.  Nun 
hat  man: 

Differenziirt  man  nun  die  Gleichung  H)  in  der  That  nach  y,  so  hat  man: 

Das  allgemeine  Integral  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung  /f,  wenn  man  /u, 
und  A,  vermöge  der  Gleichungen  C)  und  J)  eliminirt  denkt,  und  F  durch  die 
Gleichung  E)  bestimmt,  in  welcher  7.  und  i/>  wieder  durch  Gleichung  £)  verbun- 
den sind.    Es  ist  dann  aus  H)  nur  noch  y  zu  eliminiren,  was  mittels  der  Glei- 

dF 
chung  M)  geschieht,  wo   -tt-  durch  Gleichung  L)  gegeben  ist.    y»  und  x  ^^^'^   ^^^ 

beiden  willkflrlichen  Functionen. 

16)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  eine  gewisse 
Klasse  nicht  linearer  Gleichungen  von  Ampere. 

Die  Monge*sche  Methode  gibt  noch  Resultate  für  eine  Klasse  nicht  linearer 
Gleichungen.    Dies  sind  die  Gleichungen  von  der  Form: 

wo  A,  By  C,  A  <  Functionen  von  a;,  v,  x,  /?,  q  sind. 

Diese  Erweiterung  rührt  von  Ampere  her,  und  ist  mitgetheilt  im  Journal  dt 
Nicole  pohftechniquey  cakier  18. 

Gehen  wir  zunächst  von  den  Gleichungen  ans,  welche  die  Functionen  p, 
9i  ff  't  t  dcfiniren: 

1)  dz::zpdx-{-qdy, 

2)  dp^zrdx+sdjf^ 

3)  dq  =  sdx+tdy, 

multipliciren  die  zweite  mit  I,  die  dritte  mit  $  und  subtrahiren,  so  erhalten  wir: 

tdpsdq2i(r  I—«»)  djc, 
oder: 

4)  idp'Sdq=:todXf 
wenn  wir  setzen: 

5)  W— «•=«), 

w&hrend  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

5a)  i4r+Äf+Cl+Dir  =  <. 

Die  Gleichungen  5)  und  5  a)  sind  der  gegebenen  vollständig  gleichbedentend.  Von 
den  Gleichungen  2),  3)  und  4)  ist  jede  eine  nothwendige  Folge  der  beiden  andern. 
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Mad  kann  also  dio  Aufgabe  auch  b6  anffassen,  als  wenn  die  Integration  der 
gleichzeitigen  linearen  und  totalen  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  verlangt  w&re,  wo 
die  Variablen  durch  die  Bedingung  5)  und  5a)  verbunden  sind.  Untersuchen  wir 
jetzt  die  Ausdrücke: 

cTp— r  (fx— « <fy,         dq  — « cf«—  *  cTy,         I  dp^i  dq — tr  dx, 

und  bemerken,  dass,  wenn  dieselben  alle  drei  gleich  Null  werden,  und  ausserdem : 

dz—pdx—qdy=iO 

diese  Gleichungen  mit  dem  gegebenen  System  fibereinstimmen  >  man  also  jede 
Verbindung  unter  den  Variablen,  vermittelst  deren  man  dies  erreicht,  als  ein  In- 
tegral unsers  Systems  betrachten  kann.  Bs  sind  mithin  auch  5)  und  5  a)  als  In-^ 
tegrale  anzusehen. 

Wir  mnltipliciren  die  ersten  beiden  unserer  Ausdrücke  bezüglich  mit  den  un- 
bekannten X  und  ^,  und  addiren  sie  zur  dritten.  Dies  gibt,  wenn  man  io  aus 
Gleichung  5a)  bestimmt,  folgende  identische  Relation: 

«  s 

6)        tdp^sdq—u)dx-\-k{dp'-rdX'-sdy)-\-f4(dqsdx-'tdy)=s—'^  dx-\-ldp 

^-  cfjf- A  J:rJ  +«[-  cfy  +  -g.  dX'-Xdy-(Adx]-\-  t[dp+'j^  dx-fAdy}. 

Der  mit  r  multiplidrte  Theil  der  rechten  Seite  wird  gleich  Null,  wenn  man  Jl 
mittels  der  Gleichung  bestimmt: 

Die  mit  s  und  I  multiplicirten  Ausdrücke  werden  nun: 

A(ft)  =  -Jy+   "^  *^*"jr  ^y^ 

A(/>)=  dp-\--ß  dx-fidy, 

A(o)  und  a09)  sind  blosse  Symbole,  und  bedeuten  nicht  etwa  vollständige  Diffe- 
renziale.    Eliminirt  man  dy,  so  kommt : 


fi  A(«)-^^^0»)=  -iurfj-^  <f|»+[f  (B-^D)- JJ]  Jx. 


Sei  femer : 


A(y)  =  --5  cr«+g- (fp+^cfy 


gleich  dem  von  r,  t,  I  freien  Theile  der  rechten  Seite  unserer  Relation.    Man  er- 
hält dann  durch  Addition  der  2  letzten  Gleichungen: 

A(y) +  /.  aW- 4  ^0») ='*[&(«-/*  ö)  -  BT  -  ff]' 
oder,  wenn  man  das  noch  unbestimmte  fA  durch  die  Gleichung  deftnirt : 

so  ist: 

7)  A(y)+iUA(«)-^A(/J)=0. 

Die  Bedingnngsgleichnng  aber  verwandeln  wir  in  die  folgende: 

wo  /=/«D  gesetzt  wurde. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  ergibt  sich: 

A(ff; g , 
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A(Ä  = ^^—5 ^, 

w&hrend  ^(y)  aus  der  Gleichang  7)  zn  entnehmen  ist.  Die 'Gleichung  6)  wird 
dann,  wenn  man  erst  die  erste  Wurzel  /|  der  Gleichung  8),  und  dann  die  zweite 
l^  nimmt: 

9  •)  tdp—sdq—tt  dx+jr  (dp—rdx^s «^y)+ w  (dq—tdx—tdy) 

^^'^^^i^Ddq  +  l,  dx--Ady)+*^^^(Ddp  +  Cdx-t,dy). 

Setzt  man  also  die  Ausdrücke  rechts  in  9)  und  9a)  der  Null  gleich,  so  werden  auch 
die  Ausdrücke  links  der  Null  gleich  werden,  d.  h.  man  wird  haben: 

10)  dqsdx-idy  =  0, 

jind: 

idp—s'dq—wdx'\-j^(dp--rdx—tdy):zO. 

Wenn  man  aber  ans  beiden  Gleichung  dq  eliminirt,  erhält  man : 

tdp^i*  dx—t$dy—wdx-\-j^  (^p—rrf*— s<'y)=0, 

nnd  wenn  man  10  mittels  der  Gleichung  5)  wegschafft: 

d.  h. 

dp-^r  dx—$  d|y=:0, 

und  es  ist  dann  wegen  der  zweiten  Gleichung  10)  auch: 

<  rfp — «  rfy — w  d!« =0. 

Das  System  10)  ist  also  mit  den  Gleichungen  2),  3),  4)  vOllig  identisch.  Setst 
man  noch  voraus,  dass: 

dz^pdx-{'qdy 

sei,  wie  wir  dies  ja  von  vom  herein  angenommen  haben,  so  kommt  also  die  v4)llige 
Integration  der  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  darauf  heraus,  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  9)  und  9  a)  der  Null  gleich  zu  machen.  Dies  geschieht  nun  ganz 
in  der  Weise,  die  wir  bei  Integration  der  Monge^schen  Gleichung  kennen  gelernt 
haben,  d.  h.  aus  den  Systemen: 

I)  -Ddq-{-l^dx-Ady=0, 

Ddp-\-Cdx-l^dy  =  0, 
und: 
n)  "Ddq+l.dx-AdyzzO, 

Ddp+Cdx-l^dy=zO, 
wo  l|  nnd  l^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

i«-Ä/+i4C-|-D*=0 

sind.    Leitet  man  ab  je   2  Integrale  «j  9  nnd   «1,  Vj,   und  setzt:  A)  v  =  ^(ii), 

dz  di 

v,=^(iij,  ans  welchen  man  P^-sTi  ^^T"  ^^^^^^^  v^  d*»  allgemeinen  Aas- 

dmck  för  z  findet,  oder  B),  man  bedient  sich  nur  der  partiellen  Differenzialglei- 
chung  erster  Ordnung  v  =  ^  (11),  durch  deren  Integration  man  das  vollständige  und 
hieraus  das   allgemeine  Integral  ermittelt,   auch   kann  man  C)  die  Gleichungen 
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e=:9(tt),  «^ neonat.,   zu  diesem  Behufe  y*  euthAlten.     Durch  Integration  dieser 

gebrauchen,    ans    denen  man  wieder  p  Gleichungen,  die  einer  totalen  mit 3  Va- 

und  q  ermittelt,  das  vollständige  Integral  riablen  entsprechen,  welche  der  Integra- 

mit    einer   willkürlichen   Function    und  bilitftts-Bedingung   genügt,     erh&lt  man 

2  Constanten,  und  aus  diesem  das  allge-  also  ein  neues  Integral  mit  2  Constanten 

meine    mit    2  willkürlichen  Functionen  und  einer  willkürlichen  Function : 

*"ll'  d.n  A«.nri«nef.ll ,    wo   ».  =  »..  ,  ^f''  *'  \  "'  ^„C)'  *|=0. 

ijg^.  aus  der    man    das    allgemeine  Integral 

M  ,  ^^     w^K  *"*  ^cr  gewöhnlichen  Weise  ableitet ,  in- 

fi»  =  4(iiC  +  I>0»  dem  mim: 

,_  o  und : 

ist,  kann  man  wie  bei  der  Monge'schen  »^ 

Gleichung   noch   immer  die  Methode  B)   *®**J»       .    ^     .  ^    ,.      ^^ 

anwenden,  indess  kann  man  hierbei  sich  IHnsonsch  wird  diese  Methode  bei  der 

auch  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  Monge  sehen   Gleichung    ans  folgendem 

grade    im    speciellen   Falle   der  Monge-  Grunde:        ^  .^       .„  .  ^ 

sehen  Gleichung  illusorisch  sein  würde.  Von  den  beiden  Gleichungen  des  Sy- 

Setzt   man   nämlich  die  beiden  Inte-  »*«™f  *)  ^^^  ")»  »«•  denen  2  Integrale 

^ij^.  abgeleitet   wurden,  war   die   eine    ganz 

__     .  .  von  p  und  q  frei,  während  im  allgemei- 

II  =  0,    r-y(«},  neu  Falle,  wie   er  hier  betrachtet  wird, 

eine  Annahme,    die  offenbar  die  rechte  die    eine  p,  die    andere  q  enthält    Im 

Seite   unserer  Gleichung  der  Null  gleich  ersteren  Falle  missüngt  es  daher,  für  p 

macht,   wenn  a   eine   willkürliche  Con-  b%       ^  d«     .  , ,.  ,    ,^     , 

staute   ist,   so  hat  man  ebenfalls  Aus-  «^^   ^  oder  jj  und  5^  wirklich  Werthe 

drücke  für  ~  und  ~.  welche  eine  Con-   abgleiten.    Es  waren  nämlich  die  Glei- 
bx         ov  chungen  des  Systems  I)  oder  II)  in  Ab- 

stante a  und  eine  willkürliche  Function   schniu  14)  für  den  Fall^  wo  Jtj=iA,  ist: 

Jp+Arfgf-^  dy=zO,     dy^Xdx=0, 

also,  falls  II  und  v  2  Integrale  dieser  Gleichungen  sind: 

dy-liTx-M'du-^N'dv, 

wo  Jlf,  iV,  üf^  fi'  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 

Da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den  Relationen  zwischen 
^j  Vi  *•  P  viid  q  stattfinden,  so  hat  man : 

bu        bv      ^        j^öii         bv     , 

dp  dp  oq  oq 

Denkt  man  sich  zunächst  x,  y,  z  constant,  so  erhält  man : 

dii_        N'  bu_        IN' 

bp^N'M^NM''    bq'^N'M-NM'' 
bv  M'  bv  IM' 


Setzt  man: 


so  ist  also : 


dp""     N'M^NM''    bq"^     N'M-NM'' 

N'  XN' 


M' 

du  =  adp'{-bdq,  dvrzzzjjr-  (adp-{-b  dq). 
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ErhäK  man  also  durch  Integration  der  ersten  Gleichung: 

wo  sowohl  die  Function  f  als  die  Constanie  a  noch  von  x^  y,  %  abhängig  ist, 
so  wird  auch  sein: 

eine  Gleichung,  die  nur  integrabel  ist,   wenn   ---r:-  einer  Fanction  von  f  gleich 

ist,  die  wir  mit  tf'  (f)  bezeichnen. 
Mithin  hat  man : 

In  dieser  Gleichung  enthält  nur  f  die  Grössen  p  und  q,  also  ist  es  unmöglich, 
aus  den  Werthen  von  u  und  v ,  die  man  Constanten  gleichsetzt,  p  und  f  abzu- 
leiten. Selbstverständlich  ist  diese  Beschränkung  bei  der  Ampbre^schen  Gleichung 
aber  nicht  vorhanden. 

Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

(!+»•)  r-2i.?  .  + (1 +p')«+^jq:^^^^^=  -  (1+/.« +9«)  J- 
Die  Gleichung  sur  Bestimmung  von  l  ist  hier: 

oder: 

woraus  sich  ergibt: 

Da  beide  Wurzeln  gleich  sind,  so  findet  die  suletst  gegebene  Methode  statt. 
Das  System  I)  oder  II)  ist  nun: 

Wir  eliminiren  d^  und  erhalten: 

M^£za±^+(;,.  ,.,-a+P')(i+»';^<fe=o, 

d.  h« 

Diese  Gleichung  erfüllt  die  Integrabilit&ts-Bedingung.    Es  ist  nämlich: 

i{    -p     ) 

W+f '+?')/_ -(1  +  7*) 

"  \Y(l  +p* + g»)/  _ J^ji____ 

^9  V  (!  +  ?•  +  ?•)•" 

•l»o: 

Ebenso  erhUt  man,  wenn  man  dx  eliminirt,  in  ganx  derselben  Weite: 


»     =*. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  p  und  q  zu  entwickeln.    Man  erh&lt: 

(a-x)«(H-p*  +  ?«)  =  P% 


mithin : 


also: 


(tf-x)«  a+9'*)=i>Mi-(tf-*)']. 


und  ebenso: 


V'l-(«-fl)'+(y-«« 


V^l-(a:-«)>  +  (y-^)*' 


d.  h.: 


dz=  (*'~^)^+(^'"y)^ . 

V'l-(«-«)'-(y~Ä)«' 

also  durch  Integration: 

(ar-a)*+(y-Ä)^+(2-c)*  =  l. 

Hieraus  wird  das    allgemeine  Integral  gewonnen,  wenn  man:  &=^(a\  e=^(a), 
und  das  Differenzial  der  obigen  Gleichung  gleich  Null  setzt,  also; 

II)  Es  seien  ferner  in  der  allgemeinen  Gleichung : 

die  Grössen  A^   B,  C,  D,  e  s&mmtlich  consUnt.    Nach  Auflösung  der  Gleichung: 

wo  also  /|  und  /,  Constanten  sind,  hat  man  als  Integrale  des  Systems  I): 

aus  welchen  man  bildet: 

-/)9+/,j:-^y=9(Dp  +  Cx-/,y). 

Dem  System  II)  entnehmen  wir  gemäss   der  mit  C)  bezeichneten  Methode  nur 
das  Integral: 

und  ans  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

^^  D 

_^x~^y>y.[a+(i,~/>)yl 
^- 5 . 

Die  erste  Gleichung  integrirt  gibt,  indem  man  nur  x  veränderlich  denkt: 

«=jpa:+^yx-i-^  +  const, 
also  wenn  man  x=;0  setzt,  das  Hauptintegral: 

D     ^*  DD' 

dz 
und  der  Werth  von  ^=t-  gibt,  wenn  man  darin  x=0,  »=«'  setzt: 


d.  h.  wenn  man: 


*"     ^   D  i>(^-/,)      ■*■  ' 
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~  -  — 

f^=f,        und:       b=-ip(a) 
setzt : 

wo  noch  zur  Bestimmung  von  a  das  Differensial  nach  a  gleich'  Nall  zu  setsen 
18t,  also: 

Sowohl  die  Monge'sche  als  die  Ampbro*8che  Methode  beziehen  sich  nicht  auf 
alle  Gleichnngen  von  der  angegebenen  Form,  da  immer  eine  Integrabilitatsbedin<>> 
gang  zu  erf&llen  ist.  Vielmehr  verlangt  die  Anwendbarkeit  dieser  Methoden,  dass 
die  in  Bede  stehende  Dififerenzialglei(£ung  ein  Integral  erster  Ordnung  besitze, 
d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  x,  y,  s,  p  und  9,  in  welcher  eine  willkärliche 
Function  enthalten  ist.  Eine  solche  ist  nicht  bei  jeder  partiellen  Differenzialglei- 
chung  zweiter  Ordnung  vorhanden.  So  z.  B.  kann  die  in  Abschnitt  13)  behan- 
delte, sehr  einfache  Gleichung: 

,     2 

X 

nicht  auf  diese  Weise  behandelt  werden ,  obgleich  sie  ein  Integral  von  einfacher 
Form  mit  2  wiUkfirliehen  Functionen  besitzt.  In  der  That  Usst  sich,  wenn  man 
das  Integral  dieser  Qleichung: 

nach  X  und  y  differenziirt ,  aus  den  beiden  so  erhaltenen  und  der  Integral-Glei- 
chung keine  der  willktlrlichen  Functionen  9.  oder  \p  eliminiren. 

17)  Erweiterung  der  Monge^schen  Methode  auf  Gleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Erweiterung  der  Monge'schen  und  selbst  der  Amp^e^schen  Methode  auf 
Gleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung,  und  auf  solche  von  der  zweiten  Ord- 
nung, die  mehr  als  zwei  unabhängige  Variablen  haben,  hat  bei  der  hier  ange- 
wandten Entwickelungsweiso  keine  Schwierigkeit.  Indess  werden  die  Grenzen 
ihrer  Anwendbarkeit  immer  enger,  da  sich  die  Bedingungen  der  Brauchbarkeit  ver- 
mehren. Jedoch  scheint  es  der  Vollständigkeit  wegen  angemessen,  auch  auf  diese 
Erweiterungen  einzugehen. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer  Gleichung  nter  Ord- 
nung mit  2  unabhängigen  Variablen  und  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit 
deren  beliebig  vielen,  da  jeder  andere  Fall,  obgleich  in  der  Ansf&hrung  nicht 
schwierig,  doch  einer  allgemeinen  algorithmischen  Darstellung  nur  schwer  zugäng- 
lich ist. 

Sei  also  zunächst  gegeben  die  Gleichung: 

1)  ^1^1+^1^»+  •  •  .   +^,^,  +  ^,  +  i^,+i=^> 

^^  9i>  9a  •  •  •   7    t  1   ^^^  '^^^  Differenzialquotienten   einer  Function  z  von  x^^ 

und  X,,  also  die  Grössen : 


da?^*    dx^       dx^     dx/       d«, '  dx^ 

vorstellen,  A^,  A^  .  .  .  A  tA^A  aber  Functionen  von  «,  X|,  x^  und  allen  Diffe- 
renzialquotienten sein  sollen,  welche  von  einer  niedrigem  als  von  der  «ten  Ord- 
nung sind.  Von  diesen  bezeichnen  wir  im  Besondern  noch  die  der  #— Iten  Ord- 
nung, also : 


d*-S      a*-'.  d'-\ 


t 


d«/""*     dar/~*da;,  ^x/""  * 
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bezüglich  darch: 

.     Pi»  Pa  •  •  •  Pgy 
80  haben  wir  zu  der  Oleichnng  folgendes  System: 
2)  <^i  =  Vi<^i+«'*<'ap„ 


Wir  mnltipliciren  diese  Gleichungen  2)  bezüglich  mit  den  unbestimmten  Factoren 
A^,  i,  .  .  .  A  ,  und  addiren  sie.    Es  kommt: 

l  =  f 

und  nach  unserem  früheren  Verfahren  sehen  wir  von  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  zunächst  ganz  ab,  und  unterwerfen  die  linke  einer  identischen  Umfor- 
mung, indem  wir  ^n  9i  •  •  •  9^  als  Factoren  betrachten  und  Gleichung  1)  be- 
rücksichtigen.   Wir  erhalten:  ^ 


3) 


<=« 


• » 1 


.i. 


s-f-l 


Der  Ausdruck  rechts  besteht  ans  s  +  1  Theils&tzen.    Nehmen  wir  an,  dass  diesel- 
ben alle  der  Kall  gleich  seien,  so  l&sst  sich  aus  der  Gleichung: 

das  Verhfiltniss   dx^idx^   bestimmen,  und  indem   man  dieses  in  die  mit  9,,  9, 
.  .  .  tf    multiplicirten  Ausdrücke  setzt,  erhält  man  endliche  Gleichungen  zur  Be- 

X     X  ^f  —  t 

Stimmung  der  Verhältnisse :  p,  t^  •  •  •  — \ — 9  nämlich: 


X,  X^A,+X^X^  A^_^.  j  -A^X,  A,  =0, 
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Eine  der  Unbekannten  X,  k.  B.  Jl  ,  kann  der  Einheit  gleich  geietxt  werden.    Dies 
gibt: 

A4^.+  Jtl^^,  +  l-ii^4=0 


Wir  maltiplidren  diese  Gleichungen  bezüglich  mit: 
(-1)         Xi         -4^^,         ,  (—1)         A,  A^^^         A^, 

f       1\«—  *1     «—  ^     A  t  4    J     ,  .       A  A    «—3      -     < — 2 

und  addiren  sie  sammtlich ;  es  ergibt  sich  dann : 
(-1)         Xi    il^^j  (-0        Ai  ^^^^  il. 

(-i/-^;i/-*^,^/-^^,  ^.  (-1)— 'ii/-'^,^/-*^.M*  ..  . 

Dies  ist   eine  Gleichung  vom   Grade  t,   welche   zur  Bestimmung  von  it^    dient. 
Wir  schreiben  sie  jedodi  lieber  unter  der  Form : 

Ö)  ^1   -"4 *i  "*"^i         i^i  ~A         »  *«  +... 

.  «—1 

Ist  Jl|  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittels  der  Gleichungen  4)  die  Grössen  X„  l^ 
.  .  .  1       .   als  eindeutig.    Die  erste  Gleichung  bestimmt  nämlich  1„  die  folgende 

dann  jl,  n.  s.  f.  durch  rationale  Functionen  von  Jl|.  Sonach  stellt  die  Gleichung 
3)  ein  System  von  s  Gleichungen  vor,  und  hieraus  folgt,  dass  die  mit  itp  l,  •  .  . 
jl  multiplidrten  Theile  der  linken  Seite  einzeln  verschwinden,  d.  h.  dass  die  Glei- 
chungen 2)  erfüllt  sind,  wenn  in  allen  s  Gleichungen  des  Systems  die  rechten 
Seiten  verschwinden.    Dies  aber  findet  statt,  wenn  man  setzt: 

6)'  s   a.*,)— -} ^,=0, 
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Falla  man  nun  fftr  jede  der  t  Wenhe  von  jl, ,  welche  die  Gleichniig  5)  erfüllen, 
ana  einem  Systeme  6)  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  denjenigen  Glei- 
chungen, welche  die  Grössen  p  (die  $  —  1  ten  Di£ferenKialqnotienten  Ton  s)  defini- 
ren,  1  Integrale  u  und  v  ableiten  kann,  was  natürlich  die  ErlUllang  Ton  IntegrabilitftU- 
bedingnngen  erfordert,  so  setzt  man  wie  in  den  Torigen  Abschnitten  wieder  v=9(ii) 
nnd  hat  ein  erstes  Integral,  welches  allerdings  noch  die  Differensialqaotienten  von 
s  bis  zu  der  j  —  1  ten  Ordnung  enthält ;  mit  diesem  Integrale  aber  kann  man 
weiter  die  Integration  fortsetzen,  wenn  es  die  Form  1)  hat. 

Leitet   man    aber  aus  jedem  der  s  Systeme  2  Integrale  u^  und  v^  und  dem- 

gemftss  eins  von  der  Form  v  =  ^  (ti^)  ab,  so  kann  man  mittels  dieser  s  Glei- 
chungen die  <— Iten  Differenzialqnotienten  entwickeln.    Sind  nun  deren  2:  * 

=  «.    : : r-=P» 


SO  erhält  man  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  welche  auf  2  totale  Di£feren- 

zialgleichungen  mit  2  Variablen  führen:   ,   also   in  derselben 

dx.'-'dx,'-'-'- 
Weise  alle  s— 2ten  Differenzialquotienten.    Mit  diesen   setzt  man  das  Verfahren 
fort,  bis   man  s  selbst  erhält,  und  man  hat  dann  das  allgemeine   Integral,  da  s 
wiUkfirliche  Functionen  Vt«  V«  •  •  *  V'«  darin  enthalten  sind. 

Dass  die  FAlle,  wo  dies  Verfahren  angewandt  erscheint,  nicht  so  häufig  sein 
können,  wie  bei  der  Monge^schen  Gleichung  liegt  an  der  Allgemeinheit  der  Glei- 
chungen 6),  welche  mit  steigender  Ordnung  der  Gleichung  auch  immer  mehr  Va- 
riable enthalten.  Der  Gleichung  5)  kann  man  übrigens  auch  eine  einfachere  Form 
geben.    Setzen  wir  nämlich: 

*i  —  — 3 » 

so  wird  Gleichung  5): 

7)  il,/'+^,/*~  Vi4,|•-*^.  .  .  .  +ii^/+^^^j=0, 

während  aus  den  Gleichungen  4)  erhalten  wird: 

«4-  I 
wo  i  alle  Werthe  von  1  bis  s  annimmt,  und  X  =1  ist,  Jl^  aber  =0  ist. 

Ans  dieser  Gleidiung  folgt  aber: 


8)  l,^ 


i.= 


ii  = 


jl.=-  u.  s.  w. 
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nd  die  Gkkhneea  6)  aclBeB  die  F< 

Sem  Mui  fir  die  «  Wcrtlie  ron  /  ent^rcdiead  l^^\  l^'^  .  .  .  |('\ 

ftr  die  dvcb  die  GlckfangcB  8)  gcgebea«  Wcttke  tm  a^  :  i/'^   i^^'^    . 

1^^'%  lo  kal  Bn  fUtt  der  cbca  gelndeaeB (Heicknigai  dcna  2s  tob  der  F« 

d)  /Wdk,+dEr,=0, 

Ca  da«  ktaicre  Systm  Bock  cIwm  n  ytrtiat&chtm,  woUea  wir 


^.+.*l 


also: 


•     • 


»,=^l/'""'+il,l'""*+     .    .    .       +^,. 


iadem   wir   wieder  je  nadi  der  Wahl  der  Wvnel  l,  «af  weldie  sich  die  Gröceea 
m    belieben,  dieselben  mit: 


beseidmen.    Haii  bat  dami  di«  Sjstem: 

10)  2-   «/•■>,  =itd:r„ 

1=1 

und  jede  Gleiebnng  de«  S/ftemi  9)   ist  mit  der  entspredienden  des  SjstcMs  lOj 
xn  Terbinden  nnd  dArans,  wenn  dies  möglicb  ist,  2  Integrale  abndeiten. 

BeispieL 

Seien  A^^,  Ä^  .  .  .  A    ,      Constanten,  A  aber  eine  Function  Ton  x^  nnd  x,, 

so  gibt  jede  der  Gleichungen  9)  nnd  10)  ein  IntegraL    Nämlich: 

1=1 
Die  Gr6sse  B^  wird  folgendennaassen  gefunden.    Man  seist  in  A  statt  »^  den 

•OS  dem  ersten  Integrale  gewonnenen  Werih  a—i^^^xgf  dann  ist: 
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Kach  Anffindimg  dieses  Integrals  ist  PSlt  a  wieder  ii^Xi-\-x^  m  setsen. 

Jede  Gleichung  des  Systems  gibt  also   ein  anderes  B  ,  da  die  Grössen  l^^^ 

verschieden  sind. 

Aus  je  2  Integralen  eines  Systems  erlangen  wir  nun  eins,  welches  eine  will- 
kUrliche  Function  enthält,  nftmlidi: 

r=i     *      *       ^     ^ 

Die  Coefficienten  i«^f       sind  der  Art,  dass  man  leicht  die  Grössen  p.  entwickeln 
kann.    Setst  man  nämlich  vor  der  Hand: 

so  hat  man  s  Gleichungen  von  der  Form: 

1=1 
wo  r  alle  Werthe  von  1  bis  s  annimmt. 
Setaen  wir  jetst : 

wo  die  Grössen  t    su  bestimmen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  in  das  System  li- 
nearer Gleichungen  einsetzt: 

_'=•  •.  W'K'v  *«  "W'K       ^  'V  V?  -'^' 

a  =  .*    !— +  -fi    !— .+    .  .  .  .   +    -i    _I_? 

*^    *=i    /(!)*- 1      *=i    |(a)<-i  «=i   ,(?)*-! 


?  ?     »      +  .  .  . 

+  ^ 
t=l 

(r) 

r 

-1 

Nun  ist,  da  t    und  a^  innerhalb  jeder  Summe  unverändert  bleiben: 
9  9 

Sind  r  und  ^  von  einander  verschieden,  so  ergibt  sich  hieraus: 

und  da  f^^^  und  l^^^  Wuneln  der  Gleichung  7)  aind,  so  ergibt  sieh  hieifflr  der 

Es  verschwinden  also  auf  der  linken  Seite  unserer  Gleichung  alle  Glieder,  wo 
q  von  r  verschieden  ist.    Für  qz=r  findet  man  direct: 

26 
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!;;-(:;t,=<-.'""-'-^<— )''-'"'-'-^-- 


«-.,.,1«+^,)^, 


Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  mit  F(l),  so  ist  also : 

«=l,(r)»-l  '• 


mithin: 


r  i(r)s-l 


und: 


v= 


also: 


Nun  ist: 


und: 


P 


?»-.  ,_,.   ,_,' 


,«  —  2 


Vereinigen  wir  heide  Ansdrdcke,  und  hilden: 
SO  kommt  daiür : 

Dieser  Ansdrnck   mats  iategntbel  sein,  wie  dies  d»s  ganse  Veriiduren  in  j«dem 
Falle  Terlangt.    Nun  war: 

Setat  man,  wie  die*  doch  immer  geschehen  kann: 

wo  V.^*'  eben&lb   eioe   winkttrliche  gnacMoii  top  ««+>'^«t  iat,  «oertuhnma; 
dar/-*-»  dar,*-*         *  9=^     *  F»  (<(»>) 
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WO  gesetzt  ist: 

Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemftss  ist  die  Function  unter  dem  Summen<eichen 
integrabel. 

Führt  man    in   derselben   Weise    fort,    so  erhält  man  durch  successives  In- 
tegriren : 


femer : 


schliesslich: 


Die  Functionen  y/'""'^t  Vi^'"*^  •  •  •   7,^*""^^   wnd   willkürlich,    folglich  ist 

der  Ausdruck  für  t  das  vollständige  Integral  und  nnr  Bi^'"'^  ist  auf  dem  an- 
gegebenen sucCessiren  Wege  su  ermitteln. 

Werden  2  Wurzeln  der  Gleichung?)  l^^^  und  l^^^  gleich,  so  enth&lt  dieser 
Ausdrack  zwar  eine  Willkürliche  Function  weniger,  indess  kann  man  in  diesem 
Falle  genau  wie  in  Beispiel  III)  des  Abschnitt  15)  yerfahren. 

Ist  A  einer  Constante  gleich,  so  verschwindet  die  Grösse  B^^'^  ^  ganz,  und 
man  hat: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  leicht  direct  verificiren. 

18)  Erweiterung  der  Amp^re'schen  Methode. 

Auch  die  Amp^re^sche  Methode  lässt  sich  einer  ähnlichen  Erweiterung  auf 
Gleichungen  von  höherer  Ordnung  unterstehen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Abschnittes,  welche  die  Form  haben: 

dnreh  BliminBtion  ron  dW,  lineare  BeUtionen  von  der  Foim: 

bilden  lassen.    Setzt  man  nun: 

26* 
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80  kann  man  statt  der  Qleichung  1)  sich  die  allgemeinere: 

B)  A,q,+A,g,+  .  .  .  +.1,^,  ,,^,  +  ^^^  ^B^^«^  ^ -.* 

bilden,  wo  die  Grössen  B     ^  wie  die  A  von  z,  x^,  x,  and  den  Di£ferenzialqao- 

tienten  yon  z  bis  inclusive  zn  denen  von  der  selten  Ordnung  abhängen,  a,  ß 
beliebige  Zahlen  zwischen  1  und  s  sein  können.  Die  Gleichungen  A)  sind  dann 
als  Integrale  zn  betrachten,  und  zu  dem  System  2)  kommen  dann  Gleichungen 
von  der  Form: 

hinzu.  Diese  Ausdrücke  sind  in  die  Form  3)  mit  aufzunehmen,  indem  man  d  für 
d  schreibt,  und  die  mit  den  q  und  u  muldplicirten  Ausdrücke,  nachdem  einer  die- 
ser Factoren  durch  Gleichifng  B  eliminirt  ist,  einzeln  gleich  Null  zu  setzen. 

Es  ergeben  sich  dann  die  zu  integrirenden  totalen  Di£ferenzialgleichnngen 
ganz  wie  oben.  In  jedem  spedellen  Falle  sind  diese  Betrachtungen  leicht  aaszu- 
führen, und  thut  man  besser,  dies  bei  jeder  zar  Integration  yorliegenden  Gleichung 
wirklich  zu  thun ,  als  von  der  jedenfalls  schwer  zu  bildenden  allgemeinen  algo- 
rithmischen Form  auszugehen. 

19)  Lineare  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  2  un- 
abhängigen Variablen. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  einer  Erweiterung  der  Monge^schen  Me- 
thode jetzt  eine  Gleichung  yon  der  Form: 


^A  W  ^*»    .         .A  (')    ^'* 


II 


Die  Grössen  A^^  A^  .  .  .  il  ,  A,'  ^ . . .  A^  "  \  B  sind  Functionen  von  «,  «^, 

JT,  .  .  .  X    und  den  ersten  Differenzialquotienten  von  z.     Wir  fuhren    folgende 

Abkürzungen  ein: 

dz  dH    _ 

0£fenbar  ist  dann: 

und  die  Gleichung  1)  ist  zu  schreiben: 

2)  ^.»,,,+^.»,,a+  •••+Vi,«' 


+\^''~'V«)=«. 
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mit  welcher  su  yerbinden  ist  du  System: 

3)  rfj>,  =»,^  i«^i+»,,  ,*'.+  .••  +?,,  ««te^. 

WO  s  alle  Werthe  von  1  bis  n  amiimmt. 

Statt  dessen  nntersnchen  wir  wieder  den  Anedmck : 

wo  A^,  1,  ...  I  ,  zn  bestimmende  Functionen  sind,  und  wo  X^^i  ist,  und 
denken  uns  q  dnrch  Gleichung  2)  eliminirt.  Ordnen  wir  dann  diejenigen  Ans- 
drdcke  susammen,  welche  mit  gleichen  q  multiplicirt  sind,  so  erhalten  wir: 

fl 

wo  in  der  leisten  Summe  s  nnd  t  alle  Werthe  zwischen  1  und  n  annehmen,  die 
Ton  einander  rerschieden  sind. 

Damit  jedes  Qlied  der  Qleichnng  5)  der  Kuli  gleich  sei,  ist  zu  setzen: 

n  ,=1    •     '  * 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  eliminiren  wir  dx    und  erhalten: 

Jedenfalls  ist  aber,  wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  6)  I  för  <  schreibt: 

und  aus  dieser  und  der  rorletzten  Gleichung  ergibt  sich: 

WO  die  Zahlen  s  und  t  von  einander  rerschieden  sein  müssen« 

Setzt  man  zunächst  szzn,  also  X  =1,  so  kann  i  alle  Werthe  ron  1  bis  n— 1 
annehmen,  und  man  hat  (n—l)  quadratische  Gleichungen  von  der  Form: 

8)  V""'\  •-  \^'~'\  +  ^/*~'^=0. 

welche  für  jeden  der  Coefficienten  X  zwei  Werthe  geben. 

Was  die  übrigen  Gleichungen  7)  anbetrifft,  so  kann  nach  dem  Bildungsgesetz 
der  it  nie  f  grosser  als  s  sein,  nnd  da  der  Fall,  wo  «  =  f  ist,  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  stets  f<s;  deshalb  wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  sein: 

•  1+2+8+  . . .  +»-2=^*"y^*~^\ 

Da  X    und  X.  aber   rermöge  der  Gleichungen  8)  bekannt  sind,  hat  man  es  hier 
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mit  Bedingongsgleichiingen  swischen  den  A  zu  thnn,  deren  Anzahl  -Aj — zr-^     ist; 

1*2 

also: 

„Soll  unsere  Methode  anwendbar  sein,  so  können  nur: 

»("+1)      (i.-l)(it-2)_n.    . 
TT2 172 -^~^ 

Coeffidenten  willkürlich  gewählt  werden,  wfthrend  die  andern  durch  die  Gleichao- 
gen  7)  bestimmmt  sind/^ 

Dieselben  schreiben  wir  mit  Hülfe  der  Relationen  8)  auch: 

9)         ^,<*-»)  aJ-'-\  +  ^/'-O  V~'\  +  ^/'"'^  V""'\  ^ 

Biese  Gleichungen  zeigen,  dass  wenn  eine  der  Grössen  1,  A^  gegeben  ist,  sich  die 
übrigen  eindeutig  durch  dieselbe  und  die  Coeffidenten  A  ausdrücken  lassen. 

Man  hat  also  nur  Systeme  von  Gleichungen  6),  welche  den  beiden  Werthen 
eines  der  Jl  entsprechen. 

Was  nun  diese  Gleichungen  6)  anbetri£ft,  so  werden  vermöge  der  Relationen 

7)  und  8)  davon: 

(it-l)(ii-^2)^n(>i-l) 
«^-1+  2  -  ~2~ 

identisch.     —     Die     zweite     Gleichung  p^re*sche  Gleichung  auf  mehr  Variablen 

6)   umÜAsst»   da  s   nicht  gleich  n  sein  erweitem.    Wir  unterlassen  dies  jedoch, 

kann,  n— 1  Gleichungen;  die  dritte,  wo  da  hierbei   sich    die  Anzahl   der  Bedin- 

I   kleiner   als  s  sein  muss ,  und  s  auch  gnngen  noch  vermehren  würde  und  selbst 

-  .  ,  .     ,  ,        n(»— 1)        .  das  hier  gegebene  Verfahren  nur  in  we- 

gleich  n  sein  kann,   hat  ^—  Glei-  ^jg^^  pyj^^   Anwendung  findet.     Den- 

chungen,  was  mit  Hinznnahme  der  ersten   «oc*>  1>*^»  ^^^  geglaubt,   da  die  Falle, 
n(n~l)          n(n4-l)  ^^   partielle  Differenzialgleichangen  in- 
Gleichung 6)  -^2     ''+n= ^— ^  Cllei-   tegrirt    werden  können,    überhaupt  nur 

^^^^^v  selten  sind,  diese  Erweiterung  nicht  über- 

chungen  gibt,  von  denen    -  ^     aus-  gehen  zu  dürfen. 

fallen,  so  dass  das  System  6)  aus  n  Glei-  20)  Integration  der  partiellen 

chungen   besteht,  in   welc|ien  jedenfalls  Pifferen£ialgleicha^gen    durch 

aber  die  erste  enthalten  ist.  Reihen  und  durch  bestimmteln- 

Jetzt  sind  ganz  die  früheren  Schlüsse  tegrale. 
zu   wiederholen.      Lassen    sich   für    ein 

System    der  Werthe  k    der  Gleichungen  ^^  ^^  Integration  selbst  linearer  par- 

8)  aus  diesen  n  Gleichungen  6)  auch  ^^^^^  Differenzlalgleichungen ,  wie  wir 
n  Integrale  von  der  Form  u^.  u.  .  ,  ,  gesehen  haben,  durch  die  vorhin  gege- 
%    ableiten,  so  setzt  man  ^®"«'*  Methoden   nur  in  seltenen  F&Uen 

^  __  gelingt,  so  bleiben  eben  nur  Reihenent- 
•*i|— yC^i»  *»«•..  •*„_j)»  Wicklungen  und  bestimmte  Integrale  übrig, 
,  ,  .  .  ^.  1,  «%.*.  ,  ,  1  1  die  wir  als  nikhe  verwandt  hier  gemein- 
und  hat  eine  partielle  Dififerenzialglei-  schaftlich  betraditen.  Auch  selbst  wenn 
chung  erster  Ordnung,  die  man  entwe-  ^j^^  ^er  Methoden,  die  wir  voi^iin  an- 
der direct  integrirt,  oder  mit  einem  In-  ^^^^  ^^^^  ausführbar  w&re,  zieht 
tegrale  des  zweiten  Systems  verbindet.  ^^^^  ^^j  der  Behandlung  bestimmter  Pro- 
Da  man  aber  aus  cjiesen  beiden  Glei-  ^j^^^  die  Reihenentwicklung  oft  vor,  du 
chungen  nicht  stomtliche  ersten  Diffe-  3,^  ^^  „5  ,j^h  madit.  die  willkmUdien 
renzialquotienten  von  z  herleiten  kann,  Functionen  von  Anfang  an  den  gegebe- 
so  sind  diese  beiden  Integrale  eben  nur  ^^^  Grenzbedingungen  gem&ss  zu  wÄh- 
als  simultane  unserer  Gleichung  zu  be-  ^  ^^^  ^.^  f^^^f^^  ^»  ^.„^  ^^.^^^^ 
trachten,  und  aus  ihnen  die  übngen  nach  3^^^^  .  .^  Allgemeinen  die  Spe^ 
einer  der  bei  den  partiellen  Differenzial-  cialisirung  derselben  eine  der  schwierig^ 
SÄef  abz^^^^^^^^^^                  gWbenen  .^en  Auf|aben  bildet  ^ 

In    ähnlicher  Weise  wie   im  vorigen       Znnftchst  geben  wir  folgenden  allge- 
Abschnitte  könnte   man  auch  die  Am-  meinen  Satz,  welcher  oft  gestattet,   ans 


«o'  =  «' 

»■"(*). 

V  =  «* 

*"'(*) 

u.  a.  w. 
Es  ist  Bftmltch: 

also: 

. 
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pttiücnl&ren  Integralen  allgemeine  abzn-   Ordnung  ist,   and    die  daher  ein  allge* 
leiten.  meines  Integral  mit  einer  willkürlichen 

Sei:  Fanction  hat.    Sei  (ür: 

eine  gegebene  Differenzialgleichnng,  wo   so  ist  nach  dem   BCaclanrin^schen  Satz: 
s   die   abh&ngige  Variable,  pi,  Pt  *  •  -  t* 

deren    Differenzialqnotienten    nach    den  ti  =  7(*)4-'«o'+i — Q**«""^   •  *  ' 
nnabhftngigen  Variablen  «|,  «,...«.  ^'  ^ 

^  „         V      j       ..v     j»     wo   t»o',    «."  ...    die    Werthe   von: 
genommen  vorstellen,  ohne  dass  über  die  -^   ^  j*  '      * 

Ordnung     derselben     etwas    festgeseUt   _   ^-^  .  .  .,  für  u=0,  andeuten, 
wird,  auch  das  nicht,  dass  sie  etwa  alle   "'    ^'                         /^,  .  ,            v      • 
Ton  gleicher  Ordnung  sein  sollen ;  seien       Vermöge  unserer  Gleichung  aber  ist : 
femer  die  Coeffidenten  Ä^,  A^  .  .  .  B 
nur  von  den  unabhängigen. Variablen«,, 
£,   .  .  .  abhängig.    Sind  dann  t',  i'\  . . 
Werthe   von   t,   welche  diese  Gleichung 
erfüllen,   also  particuläre   Integrale,   so 
ist  auch  s=fii|  »'+^9^''  ...  ein  Inte- 
gral,  wo  m.,   m,  beliebige  Constanten 
sind,  denn  offenbar  macht  das  Einsetzen 
dieses  Werthes   von   z   in  unseve  Glei« 
chung   dieselbe    identisch.     Enthalt   das                         •*    f//  \,  <»*<  ^V'^^W 
particuläre  Integral  »^  eine  willkariiche   «=yW+a"<y    W+ jVg 

Constante  a,  so  kann  man  also  auch  «•  I*  y*^^  (a?)  , 

setzen,  wo  sich  a  In  den  einaekien  Glie-  ^''*V^^ir''^ä'ÄÄ 

dem  nach  einem  beliebigen  Gesetze  an-   -^  J^.Äirkf  dals  dSe  c^^ 

dert,  und  die  Coefflcienten  m^  beliebige   2:?/^:^^^^ 

Constanten  sind.    Femer  sind  wie  leicht  der  Convergenz  der  Potenzreihen  maass- 
zu  sehen,  Integrale  die  Ausdrucke:  gebend  sind. 

^2  Würde    man    aber    dem  Ausdruck  « 

^_ ü!!^  einen   Anfangswerth    für   «  =  0    geben, 

**  da'  so  müsste  das  Integral  zwei  willkürliche 

^^.  Functionen  enthalten,  da  die  Gleichung 

nach  X   von   der  zweiten  Ordnung  ist. 
Kehmen  wir  an,  es  sei  gleichzeitig: 

«=0,    %=zf(f\ 
das  letztere  in  beliebigen  Grenzen  und 

auf  beliebigem  Wege  genommen,  voraus-  ^^^  •  v 

gesetzt,  dass  i     auf  letzterem  nicht  dis-  f!f^ff'/|^^ 

continuirlich  wird,  welcher  Fall  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordern   würde.  ^^  "•*  man: 

Was  die  Entwicklung  in  Reihen  an-  «»/  \  .    *' 

betrifft,  so  bedient  man  sich  in  der  Ee-  »»=r(0+«'^(0+j-72S    + 

gel  der  unbestimmten  Coefflcienten,  einer  ^ 

Methode,    welche  jedoch    zunächst  nur  ^      *        ii  '"+ 

particuläre  Integrale  liefert ,    auf  welche  1  •  2  •  3    ^          *  -  *> 

dann   der  voriiergehende  Satz  anzuwen-  ^^^  u^'\  u^"^  ...   die   Differenzialquo- 

den  ist,  um  sie  den  Bedingungen  der  tjenten  von  u  nach  z  genommen  beden- 

Aufgabe     gemäss    zu    verallgemeinem,  jen,  wenn  man  «=0  settt.    Nun  ist: 

Zuweilen  gibt    der  Moclanrin'sche   oder  ^^          1   ^«. 

Taylor'sche  Satz  das  allgemeine  Integral  _  =  A  fü, 

unmittelbar.  ^Jf*      «"  ^*' 

I)  Sei  ■.  B.  gegeben  die  Gleichung:  d*«_  1    ^  (^\ 

du_    ,  d*u  dx*  ■**  a*  dt  KSiP 

eine  Gleichung,  die  nach  t  hin  erster 


=/*„^» 


dio: 
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also: 


»*     -  . .  .      X* 


u=m+,F(i)+^  r  (0+17278  '"<')+r:ä:F4*"'<'>+ 


Um  die  Identität  beider  Reihenentwicklangeii  sa  zeigen,  entwickelt  Polsson  die 
Function  f(J)  und  F(t)  nach  ganzen  Potenzen  von  I,  nnd  setzt: 


*•(«)=«. +4*  «+i1^«*+  •• 


Kan  hat  dann: 

nnd  setzt  man  die  willkürliche  Function: 

i4o+Äo  «+^ijT2'+^i  17273+^,  jTgToTl"*"  '  *  '  =^W' 

so  erhSlt  man  wieder  die  zuerst  gegebene  Beihenentwicklnng  für  u. 

Wir  wollen  jetzt  die   zuerst  gegebene  Entwicklung  von  u  in  ein  bestimmtes 

Integral  verwandeln. 
Man  hat: 

+00 


•OD 

nnd: 

+00 


/•.-«•«»*+»A,=0. 

•/      —Bö 


•OD 
+  00 


e        a    da  — .  r^» 

— «  9* 


liit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  kann  man  dem  Werthe  von  u  die  Form 
geben : 

+  .  .  .]  e        dar, 


d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Taylor*schen  Satzes: 

Wit  M       ' 

00 


'-y^J  9{»+2aaYi)e    ^  da. 
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Bb«ii  SO  gut  hätte  man  den  mit  nngraden  Potenzen  von  Y*  moltiplicirten  Glie- 
dern, welche  verschwinden,  das  negative  Voneichen  geben  können,  und  somit 
erhalten : 

•'=i^J    y  (*-2ailVl)e-«  da. 
Es  ist  also  auch: 

Diese  Foim  ist  f(lr  negatives  t  die  angemessenste,  da  die  beiden  snerst  gegebe- 
nen Ausdrücke  einen  imaginären  Theil  enthalten,  welcher  in  dem  letaten  Werthe 
von  ti  aber  sich  weghebt. 

Betrachten  wir  jeut  die  Gleichung : 
Sei  ftr  i=0,  ti=9(«),  so  hat  man: 


also: 


=9(')+ff(')<^+rhff'fi')'^*+i^J'ff<ii')^'+  •  •  • 


In  dieser  Form  ist  allerdings  sunächst  nur  eine  willkftrliche  Function  vorhanden, 
indess  wird  durch  jedes  Integral  eine  neue  vrillk&rliche  Constante,  also  deren  un- 
endlich viel,  eingeführt.    Seien  bezügfich: 

n(*)»  yi(*)»  7>a(*)»  yi(*)  •  •  • 
die  Werthe  von: 

wenn  man  Null  als  untere  Grenze  sämmtlicher  Integrale  nimmt,  und  in  der 
Gleichung: 

a  so  bestimmt»  daat  <p^  (0)=0  wird.    Bs  ist  dann  allgemein: 


J  fp(x)d»=a^+ax  +  f^(x), 


fffQc) 


*«*  =«i+«i*+j:2+v«(*). 


yj(y  ,(*)  <fa»  =«,+«,,+«,  j?iL+<,  j^+y,  (,^ 


ICan  hat  nun: 
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+  «i«+«.j-r2+«i  J7273+  .  .  . 

.      X»     .  I»  i*  <» 


(•i  1  -O-Q^"*«  1    o.a  .  ^+**«i    o.a.A-R"*"    •  •  •) 


^1*2^"'1.2.3^  '1.2-3.4^  •1.2. 84.5 

I  •  •  •  •  • 

Setsen  wir  nan : 

•' r?2+'' OT"*"^»  r7s^+ •••=//' w*=^^ 


/   0 


BO  kommt: 

+ViW+«yi(«)+j-72yt(«)+  •    ■ 

ein  Aasdrack,  worin    zwei  willkllrliche  Fonctioneii   (jti(x)  nnd   if/i(i)    enthalten. 
Für; 

»=rO  und  C=:0    wird    «sa, 
für 

x=0    ist    11=11 +  ^,(«), 

f&r 

r=0,        ii  =  a  +  <jr,(jr). 

Nach  diesen  Bedingungen  lassen  sich  die  Functionen  y^,  nnd  ^,  mittels  der  An- 
fangszust&nde  bestimmen. 

Um  diesen  Werth  tob  u  in  ein  bestimmtes  Integral  au  verwaiidehi,  bemerke 
man,  dass  man  hat: 

wo  y/,  0/  die  Differenzialquotiettten  von  7^  und  ^^  sind.    Offenbar  gibt  näm- 
lich die  «mal  wiederholte  theilweise  Integration! 

+(«-l)(i-2)  .  .  .  S.2.i^,_j(«). 
An  der  Qrenze  0=  0  aber  Terschwinden  alle  Functionen  ^.  (<»),  und  an  der  Grense 
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a=x  alle  Glieder,  welche  mit  x—a  moltiplielrt  sind,  d.  h.  alle  bis  aufs  letzte. — 
Dies  in  den  Werth  Ton  «  einsetzend,  erhält  man: 

xi       «* «"  X*  t* 

»=«(l+IT  +  (j:^. +(1.2.3).+  •  •  0 


Es  ist  aber,  wie  leicht  zu  verificiren: 

2 


sin     «d«  =  — 5 — tr— 5 5 — • 

0  1 •2*3  ...  äs 


~jry 


(1  •  2-  3    .  .  .  »)»       1  -  2-  »  .   .    .  2f/   0 


d.  h.: 

n 

0 

Es  kann  also  der  erste  Theil  von  u  anf  die  Form  gebracht  werden: 

^7  0  ^^"'T72-"'^*«+l72:374«^^^«+  '  ■  '^^^nU  ,^'''^ 

Für  die  beiden  andern  Theile  von  «,  die  ganz  iUinliche  Werthe  annehmen,  kann 
man  die  ExponentalgrÖssen  in  trigonometrische  verwandeln,  und  erhftlt  schliesslich : 

n 

^^±  r    r^^y(xi)Bin^a^^-2y(xt)m»a]da 
^  J  a 


n 
2 


nß  Q  J    0 
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+— /*    /*      C082  V«  (/J-0  sin  *  a  i/»/  (^)  fto  rf/J. 


2 

Die  Gleichung: 

"^  57^  =  **   IS^  +  V  +  d^/ 

drückt  den  Schwingangszustand  eines  InftfOrmigen  homogenen  Körpers  ans.  — 
Um  für  w  einen  mögUchst  bequemen  Ansdrack  abzuleiten,  ist  es  jedoch  suvor 
nöthig,  das  Doppelintegral: 

I       F\l  cos  ^ +«•  sin  ^  cos  •/» +»  sin  ^  sin  ^]  sin  ^  «f.*^  </^ 

in  ein  einfaches  zu  verwandeln. 

ly  m^  n  sind  hier  beliebige  Constanten,  F  eine  ganz  wiilkürHdie  Function. 
Wir  setzen: 
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j=jkco8^^    iii=:Jk8iii^'co8V^,    nzzk Bin yamtp'j 
also: 

t=V(/'+m»+n«), 
80  hat  unser  Integral  den  Werth: 


/r    F[Arco8A]sin5<2»tf^, 
0*^    0 


wo : 

cos  Jl  =  cos  ^  C08  y + sin  ^  sin  ^' COS  (^ — ^). 

Es  ist  nnn  bekanntlich :  sin  ^  dd-  dtp  das  Element  der  Oberfläche  einer  Kugel, 
welche  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  Radius  1  beschrieben  ist,  Jl  der 
Winkel,  welchen  2  durch  &  ^,  &'  \p'  bestimmte  grade  Linien  mit  einander  machen, 
vorausgesetzt,  dass  man  .unter  1,  ^,  \p  die  Polarcoordinaten  der  Kugelfl&che 
versteht. 

Da  sich  vermöge  der  Greuzbedingungen  unser  Integral  ftber  die  ganze  Kugel 
erstreckt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sein  Werth  von  der  Wahl  der  Axen  g^ns 
unabhängig  ist,  denn  weder  das  Element  der  Kngelfläche,  noch  der  Winkel  Z 
wird  durch  diese  berührt.  Man  kann  also  als  Axe  der  x  die  durch  die  Winkel 
^\  y/  bestinmite,  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  Richtung  neh- 
men, so  dass  man  hat: 

also : 

\      I     F(kcoa&)Bm^d&dy/^ 

ein  Ausdruck,  der  leicht  nach  tp  integrirt  werden  kann.    Man  erhält: 

2n  I      F(k  008  ^)  sin  &  d», 
J  0 

oder  wenn  man: 

008^  =  ^ 

setzt: 

F(k  fA)  dfA  =  2nJ      FO*  V  /«  +  «•+  «•)  dfi. 

Kommen  wir  jetzt  auf  unsere  Gleichung  zurück.  Dieselbe  ist  nach  jeder  der 
Variablen  zweiter  Ordnung  und  enthält  also  auch  zwei  willkürliche  Functionen, 
um  dieselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  für: 

1  =  0,        t«  =  ^(«,  y,  «), 
und: 

werden  mögen. 

Setzen  wir  voraus,  dass: 

ein  particuläres  Integral  sei,  und  fuhren  diesen  Werth  in  die  Differenzialgleichnng 
ein,  so  verschwinden  alle  Variablen,  und  man  erhält  die  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Constanten: 

welche  mithin  ausreichend  ist,  damit  die  gegebene  Exponentialgrösse  wirklieh  ein 
particuläres  Integral  gebe. 

Da  diese  Gleichung  quadratisch  ist,  so  gibt  es  also  zwei  Werthe  von  «,  xlxA 
ihre  Differenz,  mit  einer  Constanten  multiplidrt: 
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IT       «      .  •  «*  — «# 


ist  ebenfalls  ein  Integral,  welches  sich  auch  sshreiben  l&sst: 

Wenn    wir   c"'^   statt   der  Function   F[uy/*+m«-f-fi»]   betrachten,    so    kann 

genommene  Integral  nach   dem  oben  gegebenen 

Satse  in  ein  Doppelintegral  von  den  Grenzen  0  und  n,  0  und  2n  verwandeln,  so 
dass  man  hat: 


oder: 


J    O*'    0 


u^t"  f  ''j|fic^(*+«*«>«^)+r(y+«'"»*co8V')+<^(*+«'8»n^sinV')g.^^^^^^^ 

Eine  Snmme  von  solchen  Ausdrücken,  in  welchen  j9,  y,  cf,  Jlf  sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  ändern,  mass  ebenfalls  der  partiellen  Differenaialgleichong  genftgen. 
Da  man  aber  jede  Function  von  drei  Variablen  «,  v,  «o  in  eine  Beihe : 

nach  dem  Fonrrier'schen  Satse  verwandeln  kann,;  so  kann  man  setzen: 
« jl^  jj  («-f-alcos  ^)+y  (y+ö  Isin  ^cos  *)  +  (f  (s+a  I  sin  ^sin  ^) 

=:F\x^aicoB^y  y +  a<sin^cos^»  s+a<sin^sin^], 
und  man  hat  mithin: 

^^TZ  I      I      l8in^tf^tf^F[as-|-alcos  J^,  y+alsin^cosy>,  s+a<sin^sin^]« 

1  du 

Der  Factor  j-  hat  den  Zweck,  zu  bewirken,  dass  für  l-rO,  ^  =  F(a;,y,2)  werde, 

I      sin  9-  d$^  dip    gleich 

0*'    0 

der  Oberfl&che  einer  Kugel  mit  Badius  1,  also  gleich  4/i  ist.  Der  gefundene 
Werth  von  u  erfüllt  also  die  zweite  der  Grenzbedingungen,  w&hrend  für  #=0, 
u=zO  wird. 

Kann  man  nun  ein  zweites  Integral  finden,  welches  für  f  =:0,    uzzf(x,  y,  s) 

du 
gibt,  wfthrend  ^  für  f=:0  verschwindet,  so  wird  die  Summe  beider  Integrale  offen- 
bar beiden  Bedingungen  genügen,  und  also  das  allgemeine  Integral  sein. 

Diese  Bemerkung,  welche  sich  überhaupt  auf  lineare  Differenzialgleichungen 
leicht  anwenden  lasst,  gestattet  gewissermaassen,  die  Grenzbedingungen  zu  theilen 
und  so  das  allgemeine  Integral  ans  einer  Anzahl  particul&rer  zusammenzusetzen. 
Ein  solches  zweites  Integral  ist  hier  leicht  zu  finden.  Denn  wenn  irgend  ein 
Ausdruck  unserer  Differenzialgleichung  genügt,  so  muss  seine  Ableitung  nach  i 
derselben  auch  genügen,  wie  man  ersieht,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  t 
differenzürt,  und 

du 

51  =  *' 

setzt,  wodurch  man  die  ganz  gleiche  Form : 
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erhftlt.    Es  ist  also  ein  Integral: 

1    d    /•*»   /»*'» 
«esj-j-l       f      tsin  j^</i'^  </^/^(«+af  COS  J^,  y+af  sinJ^cosy»,  t+afsin^sin^), 

wo  die  Function  F  dnrch  f  ersetst  warde.  Man  sieht  aber  sogleich ,  dass  dieser 
Ausdruck  für  f=:0,  u^:=.f{x^y^  %)  g^bt,  während  sein  Dififerensialqnotient  in  Bezug 
auf  t  fCLr  diesen  Werth  verschwindet.  Unsre  Gleichung  hat  also  das  allgemeine 
Integral: 

1«=:^-  /      /      t9\tk^d9AipF{x'^mtQOB9^^  y-f-alsin^cos^,  s-f-afsin^sin^) 
-fj-T-  /      /      iBXVL&d&dip f(x-\-a i CO» 9^ j  y-\-at Bin ^eoB^f  B-\-aiBm&Bin^), 

ViOiJ    qJ    q 

Dieser  Werth  von  u  ertüllt  die  vorgeschriebenen  Bedingungen,  dass  für  1=0 
wird: 

M=f(x,  y,  «),    5-j=^(«,  Jf,  »). 

IXeses  Resultat  ist  von  Poisson;  es  ist  mitgetheilt  in  den  Notneauae  m^mmres 
de  VaemddmiB  de$  Bcuneei,  ioms  IIL 

IV)  Eine  Methode,  welche  in  Tielen  TUlen  anwendbar  ist,  geben  folgende 
Betrachtungen. 

Gehen  wir  von  der  Gleichung: 

d<»""    dar» 

ans,  welche  ein  besonderer  Fall  der  vorigen  ist,  und  aus  dieser  entsteht,  wenn 
man  y  und  %  constant  annimmt,  also  voraufge^tzt,  dass  die  gesuchte  Wellenbe- 
wegung nur  parallel  der  Aze  der  x  stattfinde.    Es  sei  für:     ' 

«=0,       u-fde),     ~^=F^x). 

Es  kommt  sun&chst  darauf  an,  ein  particul&res  Integral  su  gewinnen,  und 
dieses  ist  offenbar: 

II  =  cos  a  fft  f  cos  m(ap—  6), 

wo  m,  h  willkfirliche  Constanten  sind. 

Multiplidrt  man  diesen  Ausdruck  mit  einer  willkürlichen,  nur  von  den  Con- 
stanten abh&ngigen  GrOsse,  z.  B.  y(6).  so  hat  man  ebenfalls  ein  Integral,  und 
auch  das  Integnd  dieser  Grösse  nach  Constanten  ist  ein  solches,  was  auch  die 
Integrationsgrenzen  seien. 

Man  kann  also  setzen: 


u 
Fflr  1  =  0  hat  man: 


=  1 1  <f(if)  cos  amtcoBm(X''b)dmdb, 


rn  j  I  (f  {b)eoBm(x^b)  dm  dbj 


es  soll  aber  u^f(x)  f&r  diesen  Werth  sein. 

Nach  der  bekannten  Fourrier^schen  Formel  (vergleiche  den  Artikel :  „Qnadim^ 
turen**,  Abschnitt  48)  hat  man: 

f{b) = ^y  _     J  JW  CO«  »  («-*)  dm  dh. 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  von  «,  so  sind  also  —  oo , 
-f-oo  als  Ghrenzen  beider  Integrationen  zu  nehmea,  und  aasserdem  su  aetien: 
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SO  dass  man  hat: 

.  +  00     /•  +  0O 


2^*/    —00"'   —00 

womit  dor  ersten  Bedingung  genügt  ist.    ^  wird  =0  für  m=0. 

Nach  der  im  vorhin  hehandelten   allgemeinem  Falle  angewandten  Methode  ist 

dtf 
nun  ein  ahnlicher  Ausdruck  sn  finden,  der  für  1=0  verschwindet,  und  ■^=F(ai) 

für  diesen  Fall  giht. 

Ist  u  ein  Integral  unserer  Gleichung,   so  ist,  wie  sich  unmittelbar  verifidren 


/udt  ei 
ü 


lisst,  auch    I    udi  em  solches.    Wir  könnten  daher  in  der  Torigen  Formel,    in 

welcher  wir  f  mit  F  vertauschen,  das  Integral  nach  f  nehmen,  und  selbstverstftnd- 
lidi  wird  dann  den  obigen  Bedingungen  genügt  sein.    Es  ergibt  sich: 

l      ^+Q0   ^+<»      sin  ami  ,       . ,  ,     .. 

nnd  der  allgemeine  Werth  von  u  ist  also : 

1      /»+^     /.+  0O 

u=  --  I  I      f(Ji).coB am I cos m (x^b) dm db 

Da  wir  bereits  früher  ein  Integral  dieser  Gleichung  ohne  Quadraturen  gefunden 
haben,  so  muss  dies  hier  gegebene  damit  übereinstimmen,  was  leicht  zu  veri- 
ficiren  ist 

V)  Die  schon  betrachtete  Gleichung: 

du      ,^ 

di^^    da?«' 

welche  ein  vOllig  bestimmtes  Integral  hat,  wenn  man  für: 

1=0,       ii=F(«) 
satst,  wollen  wir  nach  derselben  Methode  behandeln. 
Ein  particuläres  Integral  ist: 

11=  e         cos  m  («—*), 

nnd  durch  Verification  findet  man,  dass  die  Constanten  der  Bedingung  genfigen 
müssen : 

«  =  a*»*; 

ein  allgemeines  Integral  also  ist: 

uzz^  r  rF(A)«"'*'^**cosm(ar-Ä)dmrf6, 

2/iJ  — oo»/   —00 

nnd  dies  gibt  für  1=0: 

1     /»+«     /»+Q0 

1»=^/  /   F(A)cosm(ar-6)*»d6=F(»>, 

nach  dem  Foonder'seheB  Satae,  womit  die  Aufgabe  gelOtC  ist.    Bs  fragt  sich  noeb, 
in  wiefern  dieser  Ausdruck  sich  vereinfachen  lässL 
Es  ist: 


/j 
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+  Q0  p* 


OD 


und  somit: 


idso: 


+00  (x'-by 

—00  **f* 


tt> 


OD 

Früher  hatten  wir  gefunden: 

fl:       *        ' 

MVtr    #        •■ 

Auf  diesen  Ausdmck   ULsst  sich  das   obige  Resultat  leicht  surfickführen,    weim 
man  setzt: 

also: 

b=x±2aaYt. 
.Nimmt  man  das  obere  oder  untere  Zeichen,  so  erhUt  man : 

^.+00 

Vir    M 

-CO 

und   die  halbe  Summe  beider  Werthe  kann  also  f&r  u  gesetst  werden,   was  mit 
der  angeführten  Formel  übereinstimmt. 

y^  In  gleicher  Weise  Iftsst  sich  auch  die  Qleichnng : 


1     /»+Q0       , 


d 

behandeln,   sie  drückt  die  Fortpflanzung  der  Wärme  in  einem  homogenen  KOrper 
ans.    Die  vorhin  behandelte  Gleichung  entspricht  dem  Falle,  wo    der  Körper  in 
allen  der  (ys)  Ebene  parallelen  Richtungen  gleichmftssig  erw&rmt  ist 
Sei  für: 

1=0,        u=F(x,  y,  z). 

Nehmen  wir  zunüchst  das  particulftre  Integral: 

«=«  C08a(jf— |)co8jff(y— v)cosy(z— C)> 

so  erhalt  man  durch  Einsetzen  in  die  Di£ferenzialgleichung : 

Es  ist  nun  nach  dem  Fonrrier'schen  Sätze: 

1    r+°^ 

^(*.  y»  *)  =  g5i«y    ^(^»  ^'  C)coBa{x'-^)coBß{if^ti.c09y(»-C)dadßdydididC, 

wo  das  Integralzeichen  eine  sechsfache  Integration,  jede  in  den  (Trensen  —00  und 
+  00  anzeigt.  Man  erhält  diese  Formel,  wenn  man  erst  y,  t  constant  denkt  und 
^(^»  y*  ^)  durch  ein  doppeltes  Integral  nach  dem  Fonrrier'schen  Satze  ausdrückt, 
in  diesem  Resultate  y  variabel  denkt,  das  Verfahren  wiederholt,  und  endlich  mit 
ft  ebenso  verfährt 

Somit  wird  der  Ausdrudc: 


coBy(»—C)dadßdydfd^dC 
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der  Grenzbedingnng  genügen  und  das  allgemeine  Besultat  sein.  —  I>arch  dieselben 
Betrachtangen,  welche  wir  in  dem  vorigen  speciellen  Falle  angewendet  haben, 
redndren  wir  dies  sechsfache  Integral  aaf  ein  dreifaches.    Es  ergibt  sich: 

Vn)  Die  Gleichung: 

drOckt  die  Fortpflanzung  des  Tones  in  einem  elastischen  Stabe  ans. 
Sei  fflr': 

Ein  particulftres  Integral  ist: 

« = cos  «*  «f  cos  « («— Ö, 
und  dureh  gani  dieselben  Betrachtungen,  wie  bei  der  schwingenden  Seite,  erhalt  man: 

^-qzI  I    coso*alcosa(x-|)^(|)<i|<<ir, 

einen  Ausdruck,  welcher  der  ersten  Bedingung  genügt,  und  dessen  Differenzial  für 
1=0  verschwindet.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  nach  t  in  den  Grenzen  0  und 
I,  in  welchem  man  F  statt  f  schreibt,  wird  für  tsrO  verschwinden,  und  derDiffe- 
reniialquotient  davon  den  Werth  F(x)  geben.  Man  hat  also  das  allgemeine  In- 
tegral: 

1      y»+0O     y»+QO 

u:z—  I  I    coBtt*  at cos  a(x—^)f{i)di da 


1      r-rw    r-rw  sin  a«al  ,      t^Pft^A^A 


■00  «^    —00 
Nun  hat  man  bekanntlich:  ' 

/_co2«««lco8 «(*-{)*,=  [  CO.  ^^)*  +8m  ^J  ]  y^. 

Setzt  man  also: 

■0  nimmt  der  erste  Theil  unseres  Integrals  die  Form'  an: 

^y'[«M^»)+cos(il«M*+2AV^;ri)  dL 

Es  ist  dies  der  Ausdruck  für  t«  in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit 

j-  der  Null  gleich  ist. 

VIII)  Einem  ganz  ähnlichen  Verfahren  können  wir  auch  die  Gleichung  unter- 
werfen: 

dtfren  Orentbedingungett  seien: 

1=0,    i«=A*,  jf),    jj=o. 

Es  kommt  also  hier  nur   auf  ein  particuläres  Integral  mit   einer  willkürlichen 
Function  an. 

Man  erhält  ids  particuläres  Integral  zunächst: 

27 


402 

«  ^  C08  «^  «f  oof  « («—I)  c6f  ß  (y—ij), 
nnd  darch  EinBetzen: 

also : 

1      /•+°^ 
11  =  3— r  /    C09(o*+^»)alco8tf(je-|)co8^(y-j7)/'(f,  ti)4i(diidadß. 


00 

Es  ist  aber: 


/  +  Q0 
— oo 

/+Q0 
[co8a'«lco8/l««l— sina'Ä/sin/t«  al],  C08«r(jr— |)co8^  {y—f^jdndf. 
—00 

Integrirt  man  zanllchst  nach  er,  was  mittels  der  Ausdrücke  für  diejenigen  in  den 
Grenzen  —  oo  und  -f-oo  genommenen  bestimmten  Integrale,  welche  den  Gosinns 
oder  Sinus  eines  Quadrates  der  Variablen  enthalten,  leicht  geschehen  kaaii,  ao 
erhält  man : 

/•-foo 

I     (cosa^aicoB/3*  ai— sin  a*a<  8in/9*a<)  cos  a(«—|)<2a 

•/     —00 

nl/Z  r  cos  ß*  ai  sin  ^i+  A«)-sln/J«  «Isin  ^-2—  l*\Y 

wo  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  setzt: 

f=jr  +  2JlV(flO- 
Das  Doppelintegral  erh&lt  also  den  Werthc 

y^  sin  ^i+Jl»)y  coBß*aico8ß(j^-'n)dß 


^ih^'""  {^•^^*)f  ^P^^^^^P(S-n)dß. 


■00 

Man  yerrichtet  die  Integrationen  in  Bezog  auf  ß  gans  in  der  obigen  Weise ;  setzt 
man  also: 

«o  hat  man  den  Werth: 

und  also  für  den  Werth  yon  u : 

^  •/    — oo*'     —00 

Ist: 

|^,  =  ^(*»  y)        «ir        «=0, 

so  kann  man  Ähnlich  wie  im  yorigen  Beispiele  Terfahren«  Es  fladtt  aber  eine 
Beduction  des  zn  u  hinzukommenden  Theiles  nicht  in  der  Weise  wie  die  des  ersten 
Theiles  sutt. 

IX)  Sei  noch  gegeben  die  Qleichnng: 
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und  Ar: 

«  =  0,         I«  =  F(«). 
Setzt  man: 

61 

80  nimmt  diese  Gleichuog  die  Gestalt  an: 

TT'*   §P' 

and  die  Grenxbedingang  wird: 

1  =  0,        v=F(x), 

Man  hat  also  gans  ein  bereits  angestelltes  Verfahren  za  wiederholen ,  nnd  ist  das 
Besnltat: 

• = 2^/_*~'''[*'(«+2«/Jvo+^(«-2'»/»yo]  <^>. 

mit  e     zu  mnltipliciren,  wodurch  u  gegeben  ist. 
X)  Sei  zu  integriren  die  Gleichung: 

Wir  setzen  als  particuläres  Integral: 

u=Fe        , 

wo  P  nicht  von  f  abhangig  sein  soll,  sonst  indess  unbestimmt  ist.    Durch  Ein- 
setzen ergibt  sich: 


«> 


Dies  ist  eine  totale  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral  also 
■wei  Constanten  enthält,  lAsst  man  diese  nach  irgend  einem  Gesetze  yariiren, 
so  ist: 

auch  ein  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung. 

Man  sieht,  dass  diese  Methode  der  Zurückfthrung  partieller  Differenzialglei- 
chnngen  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  auf  totale ,  ebenfalls  von  grosser  All- 
gemeinheit ist.  Es  fragt  sich  aber,  in  wiefern  man  hierdurch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  gelangen  kann. 

Die  Gleichung: 

d^P      m(m-l) 

welche  mit  unserer  übereinstimmt,  l&sst  sich  leicht  auf  die  Riccatische  bringen, 
denn  setzt  man  P=zx  «,80  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

d*u      am  *»_ . 

da*  "^   X  dx'^^ 

welche  durch  die  Substitution  I  '^        =:x  gibt: 

wenn  man  setzt: 

üb 

37* 


2«=;^.       »  = 
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Die  letzte  Differenzialgleichung  ist  aber  diejenige,  aaf  welche  man  gewöhnlich  die 
Riccatische  zarfickfiUirt.  Wendet  man  die  Integrationsmethode  der  letsteren  dnrdi 
bestimmte  Integrale  an  (vergleiche  die  vorige  Abhandlung,  Abschnitt  30),  so 
ergibt  sich: 

P=zAz     I       0  sin  AäA  +  ox         I       '  *^^  Xdl. 


Es  ist  nun  bq  nehmen: 
Man  hat  aber  bekanntlich: 

.+00 


1.=:^P*«'*''. 


■QO 

also: 


0 

l/«r   M 

oo 
and  diesen  Werth  in  den  von  u  einsetzend,  erhalten  wir: 

.  +  00 
*■  wn      m 


Setzt  man: 


jr^rf«"**       . .    jrÄ«*^ 


?'(*)=      v^    »      ^(*)  =  ' 


+«^    **/*  r    v(*co8Jl+2aiaV0e'"*''«"i^"'**^^«<'^- 


WO  wegen  der   willkürlichen  Coefficienten  Ä  and  if,  auch  tp  and  ^  wUlkarliche 
Fanctionen  sind,  so  hat  man: 

u=:J^  f  f    y(arcosA.+  2ä»ayO«""*''8in -"•"■' JlAu</A 

J    —CO  J    0 

■00  «^    0 

Dieses  Integral  enth&lt  zwei  willkürliche  gegebene    Grenzen    nicht    über- 

Functionen.      In  der  That  isi   die  par-  überschreiten, 
tielle  Differenzialgleichang  in  Bezog  auf 

X  von  zweiter  Ordnung.     Da  sie  aber  Wir  haben  in  Abschnitt  12)  gezeigt, 

in  Bezog  auf  t  von  der  ersten  ist,  muss  dass  jede  partielle  Differenzialgleichang 

es  auch  möglich   sein ,    ein  allgemeines  pter  Ordnung  auch  ein  allgemeines  Inte- 

Integral  mit  einer  einzigen  willkürlichen  gral  mitp  willkürlichen  Functionen  habe, 

Function  zu  bestimmen.    Wir  unterlassen  deren    jede   eine  Variable   weniger  ent- 

dies,    und    die  Anpassung  der  Willkür-  hält,  alz  unabhängige  Variablen  vorhan- 

lichen  Functionen  an  die  AxSangsz US t&nde.  den  sind. 
Es  mag   dies  der  Wärmetheorie  >  worin 

unsere  Gleichung  vorkommt.  Überlassen  Es  hindert  nicht,  dass  eine  Gleichang 

bleiben.  in  Bezug  auf  die  Variablen  verschiede- 
ner Ordnung  sein  kann,  ihr  Integral  ent- 

21)   Behandlung  der  partiellen  hält  dann  eben  mehr  oder  weniger  will- 

Differenzialgleichungen,      wel-  kürliche  Fanctionen,  je    nach  Auswahl 

che  der  Beschränkung  unterlie-  derjenigen  Variablen,  nach  welcher  man 

gen,  nur  so  lange  zu  gelten,  als  die  Anfangsznstände  bestimmt, 
ein    Theil    der   Variablen    oder 

gewisse     Functionen     derselben  Die  Gleichung: 
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J7=*   äT.  *i  =  «.+('.-«.)»'-5;^, 

z.  B.  bestimmt  die  Bewegung  der  W&rme  d9|i 

in   einem  Stabe,  den  wir  uns  anendlich  **>  =**!+(*»—' i)«^ -r-^ 

lang  denken  wollen,    t   ist  die  Zeit,  x  ' 

die  Entfernung   eines  Panktes  des  Sta- 
bes Yom  Anfangspunkte. 

Bestimmt  man  den  Anfangszustand  so,  «  .  . 

dass  der  Wärmezustand  zu  einer  gewissen  ^i^ 

Zeit,  für  die  man  doch  immer  <=:Onch-       ii=u        ^U  —i        >||«        **""* 
men  kann,   in  jedem  Punkte  des  Stabes         *»      «—1       «     n--V  dx*     * 

gegeben  sei,  also  dass  dann  i«=<if(ar)  sei,       Kennt    man    alle     Werthe    von    u 
so    reicht    diese   Bedingung    vollständig   du^    d*u  * 

aus,    um   den    Wärmezustand   zu  jeder  "^y  "j^j-  •  •  •   wdche  hierin  enthalten 
Zeit  zu    bestimmen,  da  die    Gleichung   _•  j   ft..  .^j^.       „    vi  «v*   «    j- 
in  Bezog  auf  t  erster  Ordnung  ist    In-  T  wi^Ä  \a  '?'•""  *»«'^:i!K«  nur 
des.  kaSn  man  die  8ache  auch  so  be-  ^n J^LkA*  p„'nM?i  '"  ''•"'  "°« 

trachten,  das.  der  Wärmeznstand  in  einem   Ä.l   ,i,  ."n^t!  /""  *  .»'»•?»?<«'• 
beliebigen  Punkte  des  Stabes,  also  tto   f/^!°  '"'  ""'*»''  •"•*•«.  gleich  «, 
etwa   ^  =  0   ist.   zu  jeder   Zeit  gegeben 
sei,  also  dass  in  diesem  Punkte  fi  =  /'(0    °*K       «/.    «a-v^^^"/.  ^^+*'/'.  «      ^ 

sei.    Diese  Bedingung  reicht  nicht  hin,    —  =  J^lJ^Ul ^ ifrfZ^ , 

um   die  Aufgabe   vollständig  zu  bestim-      '  ** 

men,   da  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x   wo   man    sich  y  ins  Unendliche  abneh« 

2ter  Ordnung  ist.    Es  wird  noch  nOthig,    mend  denkt,  u,      v  aber  den  Werth  von 

eine   zweite  willkürliche  Function  einzu-    „     ft;»   *_^  V/.ü.*«iu      \r       j       j    • 
Aiu  Ti    ji>  •    •      wy /m\       1  1.     j       V.    '^  x  =  a    vorstellt,     von    den  drei 

fuhren,  z.  B.  diejenige  F  (0,  welche  den     »  "  "*" 

TO-    *u  ^  .     «    V.  /v         .t-.    ^*®'  vorkommenden  Werthen  von  u    lie- 

Werth  von  y  im  Punkte    a?  =  0  angibt  s 

^^  gen  aber  nur  die  zwei  ersten,  «/       ,    », 

Aber  selbst  dies  ist  nur  so  lange  der  .                                         V'»"+>'/ 

Fall,  als  man  sich  x  bis  ins  Unendliche  "(t, «)  ™  «emjenigen  Baume,  fUr  welchen 

gehend  denkt,  also  diese  Variable  belie-  die'  Diflferenzialgleichung  gilt,  nicht  aber 

bige  reelle  Werthe  —  denn  um  solche  «       _         Diese  Grösse  ist  also   völlig 

handelt  es  sich  doch  nur  bei  dergleichen  v'»  •  , ''; 

Aufgaben  —  geben  kann.    In  der  An-  unbestimmt.    Ebenso  ist,  wenn  man  x=/J 

Wendung  aber  ist  es  nicht  der  FaU.    Un-  •^^^  *• 

tersucht   man    z.  B.  die  Bewegung  der  d*u       u,    ^ ,    x— 3i«/    «%+«,    ^      . 

Wärme  in  einem  Stabe  von  einer  belie-  1=    ^*'P^^) SSiSj^J^iEIIll, 

bigen  Länge,    also  von  «=0  bis  x  =  «,      ^**  »'* 

so   reicht  die  Grenzbedingung,  dass  fttr  und  u,    «  ,    \  ausserhalb  des  gegebenen 

«  =  0,  11  =  y(«)  sei,  nicht  mehr  aus.    Es  „        \*yPjn  „„     , 

wird    nämlich  die   Gleichung   dann   nur  ?»^,««   «^«^  '^"^^^^"^^T   ^^^  ^^ 

für  die   Punkte  des    Stabes  gelten.    In  ^^l  Function  ii  völlig  definirt   sein,  so 

der  That   haben  wir  in  Abschnitt  12)  ™*«'^'*  "^^^  ^'*''  ^«^»«^»««f  «  d»«  Werthe 

dergleichen  Betrachtungen  nicht  angestellt.  "(5,^+,.)'  ^{s,u—v)^^^^^^  *®*^'  ^'  "• 

Gehen    wir    also   von    den    recurrenten  da  v  unendlich  klein  ist,  ea  müssen  zu 

Gleichungen,  in  welche  sich  eine  partielle  der  Bedingung : 
Differenzialgleichnng   zerlegen  lässt,   in  I^_.a  y-_    /^\ 

Bezug  auf  unser   Beispiel   wieder   aus,  '  .  ~^    . 

nehmen  aber  an,  dass  unsere  Gleichung  ^^^  hinzutreten  die  beiden  folgenden: 
nur  so  lange  gdte,   als  x  zwischen  den         xz=ia^  M=if(i\        a?=ft  w  =  F(i). 

O^B>w<»rthen  x=.  und  *=/J  Heg^  wo  pj^  p^^^j^^  ^„^^  ,„  ^^i^^^  Endpunk- 

Beien  ^edor:  "»  bestimmt  sein. 

Offenbar  sind  diese  Schlfisse  nicht  von 

"«>  "1'  "1   '  *  '  "»  der  besondern  Gestalt  unserer  Differenz 

continuirliche  Werthe  von  u,  welche  den  «Wgleidiung  abhingig,  sondern  nur  von 

continuirlichen  Werthen:      '  J«'  Oi^?»»«'.  •!•«  S«  '"  ?*/;?'"{,.* 

hat.    Ware  sie  m  Bezug  auf  diese  va- 

<  =  0,    l  =  *|,    f:=^>  t=:^ti  .  .  .  '=',1  riable    erster  Ordnung,    so    würde   der 
entsprechen.    Dann  ist:  W*'*  \;ß+y)  "'*'"  "'**>""°«"'  •>"*' 
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diejenige  willkürliche  Function  von  t  chnng  sich  über  «inen  begrenzten  Flichen- 
ansreichen,  welche  dc= ff  entspricht.  Wäre  theil  erstreckt,  die  Linie,  welche  diese 
sie  von  dritter  Ordnung,  so  reichten  selbst  Grenze  bildet,  an  die  Stelle  der  eben 
diese  beiden  Grenzwerthe  nicht  hin,  es  betrachteten  Oberfl&che  za  setzen, 
müsste  noch  etwa  der  Werth  von  Aber  die  Schwierigkeiten,  welche  die 
du        ,^    »  3  . .  Anwendung    der  partiellen  Dififerenzial- 

g^=V(0   für   «=o  oder  x=ß  hinzu-  gieichungen    auf  Physik    und  Medianik 
jyß^ga^  darbieten,   sind  hiermit  noch  nicht  ganz 

Nehmen  ^-ir  an ,  dass  es  sich  statt  erschöpft.  Es  kommt  nämlich  oft,  z.  B. 
einer  Stange,  die  wir  uns  unendlich  dünn  in  der  W&rmelehre,  wenn  man  die  Aus- 
dachten, um  einen  sich  nach  allen  Rieh-  ßtrahlnng  der  Körper  berücksichtigt,  vor, 
tungen  gleichmÄssig  ausdehnenden  ho-  dass  die  der  Gleichung  genügende  Func- 
mogenen  Körper  handelte,  und  etwa  die  »ion,  welche  auf  der  Oberfläche  gegeben 
Gleichung:  win  muss,    nicht  direct   eingeführt  ist, 

.  ,^^        ;.,         *,  ^  sondern  durch  eine   andere   toule   oder 

^  =  aM— +  — -f  — )  partielle    Diflferenzialgleichnng    bestimmt 

öi  \dx*      dy«  ^di*r  jgt^  die  nur  eben  auf  dieser  Oberfliche 

gegeben  sei,  welche  ebenfalls  den  Wftrme-  stattfindet. 

zustand  gibt.  Diese    der    eigentlichen    Theorie   der 

Da  man  sich  den  Körper,  wie  auch  partiellen  Differenzialgleichungen  aller- 
seine  Gestalt  sei,  in  unendlich  dünne  dings  nicht  direct  angchöngcn  Bedin- 
Prißmen  getheilt  denken  kann,  welche  gingen  machen  die  Aufgabe,  selbst  wenn 
von  einem  beliebigen  Punkte  der  Be-  es  sich  um  lineare  und  einfache  Glei- 
grenzung  bis  zu  einem  andern  gehen,  chungen  handelt,  zu  einer  der  compliar- 
von  denen  der  erste  dem  Werthe  von  a  testen  der  Analysis  Dennoch  ist  es 
im  vorigen  Beispiel,  der  zweite  dem  Mathematikern  wie  Foumer,  Poisson, 
Werthe  ß  entspricht,  so  muss  ti  fftr  aUe  Lam^  und  Andern  gelungen,  selbst  m 
diese  a  und  ß,  d.  h.  für  die  ganze  Be-  allgemeinen  Fallen  Lösungen  zu  finden, 
grenznng  gegeben  sein,  und  wir  haben  Die  Theorie  des  Schalles  und  der 
also  einen  Satz ,  den  wir  gleich  in  sei-  VTärme  gibt  hiervon  reiche  Anwen- 
ner  Allgemeinheit  hinstellten,  da  nur  die  düng.  Hier  wollen  wir,  ohne  uns 
Ordnung  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x,  bei  Spedellem  zu  verweilen,  eine  allge- 
y,  s  eine  Bolle  spielt:  meine,  von  Poisson  herrührende  Betrach- 

„Ist  eine  partieUe  Diflferenzialgleichnng  t«ng  geben ,  welche  das  Verfahren  ent- 
von  vier  unabhängigen  Variablen  abhto-  wickelt,  dessen  man  sich  namenüich  m 
gig.  die  wir  mit  t,  x,  y,  z  bezeichnen,  allen  FÜlen,  welche  der  Wärmelehre  an- 
und  denken  wir  uns  der  Veranschau-  gehören,  ausserdem  aber  in  vielen  an- 
lichung  wegen  unter  «,  y,  «  rechtwinklige  dem  mit  Glück  bedient  hat,  da  es  an- 
oder andere  Coordinaten,  nehmen  wir  gemessen  scheint,  diese  rem  analytische 
femer  an ,  die  Gleichung  sei  nur  inner-  Betrachtung  dieser  Abhand^ng,  wcldier 
halb  eines  völlig  oder  theilweise  begrenz-  die  Theorie  der  partiellen  Differenzi^glei- 
ten  Raumes  gültig,  so  ist  die  Function  chungen  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
II,  weldie  durch  die  Diflferenzialgleichung  vollständig  geben  soll,  einzuverieiben. 
ausgedrückt  wird,  nur  dann  völlig  defi-  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  be- 
nirt,  wenn  man:  merken  wir  noch,   dass   die  hier  aage- 

1)  die  Function  u  von  «,  y,  z  kennt,   stellten  Untersuchungen    recht   geeignet' 
welche  dem  Anfangswerthe  von  I,  also   sind,  zu  zeigen,  welche  wichtige  Rolle 
z.  B.  «=0  entspricht;  die  Begrenzungen  und  Anfangszastiinde 

2)  die  Function  u  von  «,  y,  z  und  *  in  der  Theorie  der  partiellen  Differen- 
kennt,  welche  auf  der  ganzen  Begren-  zialgleichnngen  spielen.  Es  wird  na- 
zung  sUttfindet,  falls  die  Gleichung  in  mentlich  die  Natur  der  Function,  welche 
Bezug  auf  x,  y,  s  zweiter  Ordnung  ist  eine  solche  definirt,  ganz  verändert,  wenn 
Ist  sie  nur  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  man  den  Raum,  über  den  sie  sich  er- 
diese  Variablen,  so  reicht  ein  Theil  der  streckt,  sich  in  seiner  Begrenzung  än- 
Begrenzung  hin,  ist  sie  von  höherer  Ord-  dem  lässt.  —  Diese  Betrachtungen  er- 
nung,  so  sind  noch  mehr  Bedingungen  strecken  sich  übrigens  nicht  bloss  auf 
nöthig.  Diese  Function  «  enthält  übri-  lineare  DiflTerenzialgleichungen ,  jedoch 
gens  nur  drei  Variablen ,  da  zwischen  sind  die  übrigen  sehr  schwierig  selbst  in 
X,  y,  »  eine  Gleichung,  die  der  Oberfläche,  besondera  Fällen  zu  lösen,  wenn  sie  von 
stattfindet.  höherer  Ordnung  sind.    Die  Behandlung 

Selbstverständlich  ist,  wenn  die  Glci-   eines  besonderu  Falle«  der  hydrodyns- 
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■lifchoD  OleichuDgen,  welche  von  Di-  Allgemeinen  {  eine  Function  von  x,  y, 
richlet  gefonden«  und.  ans  seinen  hinter-  z  und  t,  wo  die  Coordinaten  wieder  durch 
laasenen  Papieren  von  Dedekind  mitge-  die  Gleichung  4)  verbunden  sind, 
theilt  ist  (Grelle,  Band  58),  gehört  daher  Es  lässt  sich  aber  in  den  Anwendun- 
2U  den  schönsten  und  wichtigsten  Resul-  gen  die  allgemeine  Lösung  auf  den  Fall 
taten  dieser  Art.  zurückführen,  wo 

C=0 

22)  Verfahren  bei  der  Aullö-  «t,  was  wir  hier  abnehmen.  rr.Ä.ysind 
sung  einer  partiellen  Differen-  ^j^  Wm\Lel,  welche  die  Normale  an  die 
»lalgleichung,  die  den  im  von-  Oberfläche  mit  den  Axen  macht, 
gen  Abschnitt  untersuchten  Be-  j^^  j^-^^  ^„  gebende  Verfahren  ist 
schränkungen  unterliegt,  in  übrigens  nicht  von  dem  Umstände  ab- 
einem  besondern  FaIIc.  hlngig,    dass  die  Gleichung    in  Berog 

Die  von  Poisson  behandelte  Aufgabe  auf  t  erster  Ordnung  ist,  und  schliesst 
ist  rein  analytisch  dargestellt  die  fol-  sich,  wie  man  leicht  sehen  wird,  auch 
gende:  dem  Falle  an,  wo  statt  der  linken  Seite 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differen-   der  Gleichung  1)  gesetzt  wird: 
z  ialgleichnng :  szzn      ks 

1)  «5":= — jr 1-—   .     — I T ,  wo  die  GrCssen  e    tun  von  x,  y,  x  ab- 

c,k„  »,,  *.  sind  Functionen  von  x,  g,  ^*?«'«  ;?!'"*  .w"'".*    ni   -.k        •  .    k. 
,.    Die  'Oleichnng  I.t   sehr  allgemeinlr   .   ^•'.2',"^^'*'  d?'«'«  *»»B  "*  «'»•° 
Art.  Sie  drückt  dilBewegung  de?  Wärme   b.nptsächlicli  der,  das.  «e  in  Betog  aaf 

in  einem  niclit  liomogeien  Körper  ans.  '  ^^ '  ""^  'f  »«»»«  *"*  *'  »•  »  von 

Wenn  »„  *.,  t,   nichT  gleich  sind,   so  <»"  «'"'"*"  O''»'""'«  "'• 

ist  anzunehmen,   dass  der  KOrper  nach  um  znn&chst  ein  particnlftres  Integral 

den  verschiedenen  Richtungen  sieh  nn-  der  Gleichung  1)   zu  haben,  setzen  wir : 

gleich    gegea   die   Erw&rmung  verbalte,  r\                    ttz=Pe~^'  ^ 

wie  dies   in  den  CrystaUen  der  Fall  ist,  ^^^  ^  ^^^  wiUltürliche  Conetante,  P  eine 

welche    mcht  dem  gleidwxigen  System  j^nction  von  «,  y,  z  ist.    Durch  Ein- 

angehören.    «,  y,  »  sind  rcchtwmUige  ,,t^„   ;„  „^^^^  öleichnng  1)   erhalten 

Coordinaten.                                        x  ^,  ^,^. 

Der  Anfiuigsznstand  ist  gegeben  durch  /     d/>\        /     dP\ 

die  Gleichung:  «\}i  -5^;     «^fc,  ^f 

2)  »=0,    u=F{x,3,t),  6)    -^*''''  =  — ST""*""^ 
wo  F  eine  willk&rliche  Function  ist.  — 
Es  mflsste  jettt  noch  der  Wirmezustand 

des  Körpers  auf  der  ganten  Oberfltdie  +       dx       ' 

gegeben  •«Jn,  um  die  Function «  fflr  den  j,.^^  Gleichung,  welche  nur  drei  unab- 

Köiper  vOlhg  zu  deflniren.     In  der  Na-  ^      .       y^^^  ,„4^1,,     jg,  „nad,,» 

tur  aber   tritt  in  der  Kegel  statt  «heeer  .^^f^^^      y^^^^   diese  Gleichung  in 

Bedii^ung  die  ein,  da«  von  dem  KOrper  ^^       „^  ^  ^.^^   .,      ,^  kann  man 

aus  Aussttahlnng  ,n   eine  Qa«irt,   also  ^      »^       angestellte  Verfahren  wieder- 

,.  B.  in  die  Atmosphäre,  deren  Tempe-  ^^       ^  ^   ^^^ . 

ratur  man  sich  gegeben  denkt,    stattnn- 


d 


i^-'i) 


—  nt 


det.     Diese   Ausstrahlung   ist  bestimmt  Pzie    ^      0, 

durch  die  Differenzialgleiehung :  wo  Q  nur  von  y  und  z  abhängt.     Die 

V                    s                   ^  resultirende    Gleichung  würde    also   nur 

3)  ib|7-co8a+ik,  v-cos/f+ik,  T- cosy  noch  zwei  unabhängige  Variable  enthal- 

^*                  ^y                 ^*  ten.    Ist   diese  auch  in  Bezug  auf  y  li- 

+p(tt— 0=0,  near,  so   ist  das  Verfahren  abermals  zu 

eine  Gleichung,    die   sich    nur   auf  die  wiederholen    und  man  hat  eine  nur  von 

Oberflache  erweckt,  deren  Gleichung:  «abhangige  Function,  die  einer  totalen 

Differenzialgleiehung      genCigt,      welche 

4)  y(«,  yi  »)=0  schliesslich  aufzulösen  ist.  DiesVerfah- 
sei.  In  den  Anwendungen  ist  sogar  ren  findet  immer  Anwendung,  wenn  k^<^ 
jkj=:it,=lp,.  C  ist  die  Temperatur  der  i„  Ar,  Constante  sind,  ausserdem  aber 
Punkte,  welche  mit  der  Oberfl&che  in  in  vielen  F&llen,  wo  man  durch  Trans» 
Wftrmewechsel   stehen.     Es  ist  also  im  formation  der  Coordinaten  x,  y,  z  zu  ü- 
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nearen  Gleichnngen  gelangt.  Wie  dem  aber  auch  sei,  denken  wir  uns  die  OrAsae 
P  durch  diese  Gleichung  beatimmt,  nnd  es  wird  dann  P  eine  Function  der  will- 
kürlichen ConBtante  Jl  sein,  also  =^i*    Damit  der  Werth   yon  «  aber   auch  der 

Gleichung  3)  genüge,  erhalten  wir  durch  Einsetzen,  und  indem  wir  ( =  0  nehmen : 

dp  dp  dp 

7)  Jb,  T— cosß+Ärjg— cosjff+ib,  T— cosy+pP=0. 

Ein  Integral  unserer  Gleichung  ist  offenbar  auch  der  Ausdruck: 

8)  «=^^,P^.-^", 

WO  die   Grössen    Aj.  beliebige  Coeffidenten  sind,  und  diese,  sowie  l  selbst,   den 

Grenzbedingungen  2)  nnd  7)  gemäss  zu  bestimmen  sind.    Sei  jetzt  P     ein  ande- 

_  f^ 

rer  Werth  von  P,  welcher  also  die  Gleichung: 

9)  ,(,;it)  4'^)  4'^) 

~^«p  c  =  — 3 + — r-^^+ — Ä 

(A  ox  oy         *  dz 

erfÜUt. 

Wir  mulUpliciren  diese  Gleichung  mit  F.,  und  integriren  beide  Seiten  dersel- 
ben, indem  wir  das  Integral  über  den  ganzen  Körper  ausdehnen,  für  welchen  die 
Gleichung  1)  gilt.    Es  ergibt  sich: 

dp 

dk^-J^ 

dp  dp^^ 

Es  ist  nun: 

Die  Klammern  i      i  sollen  anzeigen,  dass  in  dem  darin  enthaltenen  Ausdruck 

diejenigen  Werthe  zu  setzen  sind,  die   der  obem  Grenze  von  x  entsprechen,  die 

Klammem  I      I  gehen  auf  die  untere  Grenze. 

Der  geometrischen  Veranschaulichung  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Axe 
der  X  vertical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  sei;  denken  wir  uns  einen 
verticalen  Cjlinder,  welcher  die  Oberfläche  unseres  Körpers  berührt,  so  theilt 
derselbe  den  Körper  in  zwei  Theile,  von  denen  wir  den  obem  mit  ii,  den  untern 

mit  B  bezeichnen  wollen.    Alle  Funkte,  die  den  Klammern  i     I  angehören,  lie- 
gen dann  in  ii,  und  alle  den  Klammern  I      I  angehörigen  in  B. 
Es  ist  nun  ferner: 

Diese  Ausdrücke  sind  noch  nach  den  Variablen  dy  und  dz  zu  integriren.  Stellen  wir 
uns  aber  unter  dto  das  Element  der  Oberfl&che  ror,  so  ist  dy  d*  die  Projection 
desselben  auf  die  Ebene  der  yz,  und  mithin: 

dydz  =  :^dwcoB  er, 
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wo  das  obere  Zeichen  auf  alle  den  Theile  A  des  Körpers  angeMrigen  Elemente« 
das  untere  auf  die  den  Theile  B  angehörigen  geht,  und  «,  wie  schon  angenommen 
wurde,  der  Winkel  der  Normale  in  dw  mit  der  Axe  der  x  ist.  Diese  W«rthe  in 
die  eben  gefundenen  Formeln  einsetzend,  und  nach  dy  d%  integrirend,  erhilt  man 
also: 

rrr     ^''Tr)  r        *'«  t        *** 


i^:^) 


Die  beiden  ersten  Integrale  reehts  vom  Gleichbeitsseichen  erstredien  sich  ftber 
die  ganse  Oberfliche. 

Gans  ähnliche  Formeln  erhalten  wir  ftr: 

vad  dnrch  Addition  dieser  Ansdrtlcke  in  Verbindnng  mii  Gleidrang  10); 
rrr  ^  dF  dp  öP 

-h'JJJ  V/^'*^'=J    ^jl[*|-ä£«>««+*.-^cos/!+»,-ji?cosy]Ar 

r  ^^i  ^^l  ^^l 

"7    ''^t*i-^«os«+*,-^oos/f+*,-^cosy]diP 

Wegen  der  Gleichung  7),  welche  f&r  P.  und  P    gilt,  verschwinden  beide  über 

die  Oberfliche  erstreckten  Integrale,  und  wegen  Gleichung  6)  nimmt  das  letzte 
Integral  rechts  die  Gestalt  an: 

so  dass  man  hat: 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  man  hat: 

oder: 

11)  fff^l  P    edxdy  rft =0, 

und  die  letztere  Gleichung  findet  för  alle  Werthe  von  1  und  fA  statt,  die  nicht 

unter  einander  gleich  sind. 

Ans  diesem  höchst  wichtigen  Resultat  sieben  wir  folgende  Sehlttsse: 

Wir  dachten  uns  die  Gi&sen    P  durch  Gleichung  6)  bestimmt  bis  auf  die 

Oonstante  1 ,  die  Gleichung  7)  ist  dann  eine  im  Allgemeinen  transcendente  Glei- 

diung,  welche  zur  Bestimmung  von  A  dient.     Sie  wird  tmendlich  viel  Wurseln 

haben« 

Setzen  wur  nun  gem&ss  der  Gleichung: 

wo  wir  unter  X  alle  reellen  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung  7)  verstehen, 
so  ist  noch  Gleidinng  2)  zu  eriUlen.    £s  muss  also  sein : 
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In   der  That    lassen   sich  die  Coefficienten  ii.  immer  so  bestimmen,  dass  dieser 

Gleichung  genügt  wird. 

Mttltiplictren  wir  nllmlich  beide  Seiten  derselben  mit  cP    nnd  integriren  über 

den  ganzen  EOrper,  so  kommt: 

yY^cF^F(jf,  y,  »)  dx  dy  di:^SAj^  ffT""^^  P^dxdyd*. 

Auf  der  rechten  Seite  aber  fallen  gemäss  der  Qleichnng  11)  alle  Glieder  ans,  wo 
jl  und  fi  ungleich  sind.    ICao  hat  daher: 

yj^c/>^F(*,  y,  z)dxdydt  =  lÄ^JJ^fcP^*dxdyd^, 


also: 


12)  Ä 


X 


fff^^l^^*^  y»  *)dxdyd% 


Es  ist  somit  di«  GleiöhuDg  1)  derart  gelöst,  dass  sugleich  den  BedingangeB  2)  and 
3)  genügt  wird. 

Gleichung  6)  gibt  n&mlich  die  Werthe  von  P$]s  Functionen  voni,  Qlelcbung 

7)  die  iL  selbst,  Gleichung  12)  die  Coeüfieienten  A.^  und  8)  enthfllt  dann  den  all- 
gemeinen Werth  von  ti. 

Wir  sagten  vorhin,  dass  nor  die  reellen  Wurreln  der  Gleichung  7)  su  neh- 
men sind.  In  der  That  Iftsst  sich  leigen,  dass  diese  Gleichung  entweder  keine 
imaginären  Wutfeln  enthält,  dder  dass  dieselben  do^  in  der  Beihenontwickelnng 

8)  nicht  Yorkommen. 

Denn  da  diese  Gleichung  7)  nur  reelle  Grössen  enthält,  so  muss  jedem  ima- 
ginären Werthe: 

ein  »weiter: 

entsprechen.    Mögen  hierzu  gehören  die  Werthe*. 

setzt  man  dieselben  in  die  G)fie)i«ng  11)  ein,  so  kommt; 


fff 


c(0*+Ä*)<torfyrf«=0. 

Da  aber  alle  Elemente  Q^-\-  R^   positiv  dieser  Theorie  allerdings  noch  den  Stem- 

sind,   und  dasselbe  von  c  gilt,  welcher  pel  der  ünferttgkeit  aufdrückt. 

Ausdruck   die  Dichtigkeit  des  betrachte*  »ov  -»        .    «     «.           :i       /^ 

ten  Körpers  vorstellt,  und  daher  nicht  ^  23)  Beschränkung  der  Grenz- 

negativ  wird,  so  kann  diese  Gleichung  bestimmungen     durch     Einfüh- 

nicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  0  =  Ä=0  ''^'^ß       ^^"^       Stetigkeitsbedin- 

wird.    Es  ,siad  aUo   imaginäre  Werthe  gi>ngen. 

von  X  von  vorn  herein  auszoschliossen.  Purch  Beschränkung  des  Umlanges, 
Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Betradi-  über  den  sich  eine  gegebene  partiaUe 
taugen  macht  eben  nur  der  Umstand,  Differenzialgleichuag  erstreokt,  wird  die 
dass  die  Convergenz  der  Reihenentwick-  Anzahl  der  Grenzbestimmungen  oder  der 
long  8)  im  Allgemeinen  fraglich  ist.  willkürlichen  Functionen  vennehrt. 
Wenn  der  Beweis  dieser  Convergenz  Es  kann  dieselbe  aber  anch  vermindert 
auch  in  einzelnen  sehr  wichtigen  Fällen  weMen,  wenn  man  gewisse  Yoranssetznn- 
gelungen  ist,  so  ist  dies  doch  im  All-  gen,  z.B.  Über  die  Stetigkeit  der  ge- 
gemeinen bis  jetzt  nicht  der  Fall,  eine  suchten  Function  macht.  —  Wir  geben 
Lücke,  welche  den  so  reichen  Besultaten  von  diesem  Falle  ein  Beispiel,   waches 
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einen   nicht  allein  in  den  Anwendungen  ebenfalls  auf  der  Obcrflädie,  wo  f'  eben- 

der  Mathematik  auf  Physik  höchst  wich-  falls     eine    willkürliche   Function,     und 

tigen  Satz  enth&lt,   sondern  auch  in  der  c^u    ,       -^.„ 

neuesten  Zeit  für  die  Analysis  eine  Be-  ^  ^®^   Differcnzialquotient    von   u   ist, 

deutung  erhalten  hat   welche  es  zu  einem  genommen  in  der  Richtung  der  an  irgend 

Fundamentalsatze    für    die  Theorie  der  einen  Punkt  der  OberflÄche  gezogenen 

Functionen  macht.  Normale. 

Es   bezieht   sich   dies  Beispiel  auf  die       jjimmt  man  aber  zu  der  Diffcrenzial- 

partielle     Differenzialgleichung     zweiter  gieichung  die  Bedingung  hinzu,    das«  u 

Ordnung:  ^^  ^^^   ganzen  Körpenraume   continuir- 

^*tt      ü^      £!!f-o  ^^^^  *®^*  *®  ^^*  ^^^  zweite  Grenzbedin- 

dx*       dy*      d*>~    '  g«ng  weg,    und  es  bleibt  nur  die  erste 

wo  wir   uns  der  Anschaulichkeit  wegen  gatz  statt*                        6  'i  «r  wi       ge 
unter  x,  y,  t   rechtwinklige  Goordinaten 

denken.     Es    mOge   sich  die   Gleichung  „Eine  Function   u   ist    völlig   definirt 

über   einen    geschlossenen   körperlichen  Ar    einen  gegebenen   begrenzten  Bwim, 

.  Baum    erstrecken.     Es   drückt   dieselbe  wenn  sie :  1)  auf  der  ganzen  Begrenzung 

z.  B.  den  W&rmezustand  eines  homogenen  einen   gegebenen    continuirlichen  Werth 

Körpers  aus,    welcher  sich   in  Wärme-  ti=:^(x,  y,  2)  hat,  2)  innerhalb  des  gan« 

gleichgewicht    befindet,     wo    also    kein  zen  Raumes  continuirlich  ist,  und  3)  da- 

Punkt  dem  andern  Wärme  abgibt ;  ausser-  selbst  der  Differenzialgleichung: 

dem    aber  ist   durch   sie  die  Anziehung  ^t^      ^t^      ^si, 

bestimmt,   welche   ein  Körper  auf  einen  5~«  "^  T^  "^  T^~^ 

nicht  in  ihm  liegenden  Punkt  nach  dem  «          y          « 

Newton*schen  Gesetze  ausübt.     Endlich,  genügt.*' 

wenn    wir    z    constant  annehmen,   eine  Wir  geben   den  Beweis  dieses  Satzes 

Annahme,    wodurch   sich    unsere    Glei-  nach  seinem  Erfinder  Dirichlet. 

chung  in:  Es  ist  nachzuweisen,  dass  es  für  jede 

d«ti      d«i«_  beliebige   Function  /"(a;,  y,  *),    die    auf 

J^"!  g^-^  der  Begrenzung  gegeben  ist,   eine  allge- 

A  1*              v*  ^-      IV    j-     T^  ji'  ""^^^^  •*  8®^®'  welche  den  Bedingungen 

verwandelt,    so  gibt  dieselbe  die  Bedin-  2)  und  3)  genügt,  und  ausserdem,   dass 

gung  dafür  dass  u  der  reelle  Theil  einer  „„^  eine  solche  Function  existiro. 

Function /^ der  complexen  Grosse  «  +  yi  Zuvörderst  ist    klar,    dass    man    die 

sei,  so  dass :  Function  f{x,  y,  z)  auf  der  Grenze  be- 

f(^+yi)  =  M  +  t>t  liebig  annehmen  kaniii  dann,  indem  man 

gesetzt  werden  kann,  während  der  mit  i  ?'®  Grössen  x    y,  z  derart  continuirlich 

multipUcirte  Theil  durch  die  Gleichungen  »ndert,   dass  die  entsprechenden  Punkte 

bestimmt  ist :  ^^  ^^^  Körper  hineinfallen,  dass  man  die 

.           s  Function  u  auch  nach  einem  beliebigen 

Z?-— _  Gesetze   continuirlich    ändern   kann,    so 

^x        dy*  dass  sie  im  ganzen  Räume  continuirlich 

d^        du  bleibt.    Man  erhalt  auf  diese  Weise  also 

T-==— T-.  un  endlieh  viele  Functionen,  welche  con- 

^          ^  tinuirlich  aus  einander  entstehen  und  den 

In   allen   diesen  Bestimmungen  ist  also  Bedingungen    1)  und  2)    genügen.     Es 

nothwendig,  dass  «,  «,  y,  z  reell  seien,  fragt   sich,  welche  von  denselben  auch 

Die  in  Bede  stehende  partielle  Differen-  die   Bedingung  3)    erfüllen.       Zu    dem 

•  zialgleichung  ist  in  Bezug  auf  alle  drei  Endo    betrachten  wir   das  dreifache  In- 

unabhftngigen  Variablen  zweiter  Ordnung;  tegral: 

also    zur  völligen  Definition  von  ti  sind 

zwei     willkürliche     Functionen    nöthig.  fTf^Yx  {°^V,  {^^VIj  j  j  _  ir 

Dieselben   können  ».  B.   durch  die  Be-  J  l\dxJ  "^  K^/  "*■  \Ji/  J^«^«-  *"> 
dingungen   bestimmt  sein,    dass  auf  der 

ganzen  Oberfläche  welches    sich  über  den   ganzen   Körper 

u  —  fC          t.^  erstrecken  soll.    Jeder  der  unendlich  vie- 

— /  V*i  y>    )  ]gn  Functionen  t*  entspricht  ein  F,   alle 

sei,'  wo   f  völlig   willkürlich   ist,   und  diese   V  entstehen  continuirlich  aus  ein- 

ausserdem :  ander.     Da  aber  das  jedenfalls  reelle  und 


du        ,  /du\ 

•r-  =  ijr(jc,  y,  i)  continuirliche  Argument  von    F,    It-I 
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TT/  "^  \^/     ^®B^°^^^   positiv   ist,   so  kann  die  Grösse  V  nicht  unter  ein 

gewisses  Minimum  sinken.  Es  ist  hierbei  indess  zun&chst  der  Fall  nicht  ausge- 
schlossen, dass  mehr  und  selbst  uuendlich  viele  ans  einander  entstehende  Functio- 
nen Ton  II  dem  entsprechenden  V  diesen  kleinsten  Werth  geben  Suchen  wir 
jetzt  die  Bedingung,  der  ein  solcher  dem  kleinsten  K  entsprechende  Werth  von  ic 
genfigt. 

Zu  dem  Ende  mögen  sich  V  und  u  auf  das  Minimum,  V^  und  ti  +  aip  auf 
einen  beliebigen  anderen  Werth  dieser  Grössen  beziehen,  a  ist  hier  eine  belie- 
bige Constante,  h>  eine  Function  von  x,  y,  x.    Man  hat  dann  ofifenbar: 


V       VI  o      ri^^W   ,    du  die       d«dv\   .     .    j 


Es  ist  nun  aber: 

In  das  erste  Integral  kann  man  einsetzen: 

dy  dz  r:  cos  n  dtü,    dx  dz  =  cos  ß  dta^     dy  dx  =  cos  y  da», 

wo  da»  das  Element  der  Oberfläche,  ir,  /9,  y  die  Winkel  der  Normale  an  dieselbe 
mit  den  Asien  vorstellen;  das  erste  Integral  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 


y  «rfa,(^co.«+5^co8/j+5-  co«y) 


und  erstreckt  sich  über  |die  ganze  Oberfl&che.  Der  Definition  von  ii  und  %d  wegen 
ist  aber  auf  derselben: 

u=zf(x,  y,  t)    und    ii  +  «ic  =  ^(jr,  y,  *)• 

also  10=0.    Es  verschwindet  somit  dieses  Oberflächenintegral,  und  man  hat: 

Da  V  ein  Minimumswerth  war,  so  müssen  wenigstens  für  die  ti  benachbarten 
Functionen  U'^aw  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  nicht  negativ  sein.  Indess 
kann  man  a  beliebig  klein  machen,  und  es  fUlt  somit  das  letzte  Glied  ausser  Be- 
tracht   Es  müsste  also  das  zweite  Glied  für  sehr  kleine  a  positiv  sein.    Es  kann 

()*ti     d'u 
indess  a  stets  positiv  gedacht  und  lo  so  genommen  werden,  dass,  falls  j-^  +  t-j 

4-  r-^  positiv  sein  sollte,  lo  negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  10  positiv  ist. 
Dann  ist  dieses  Glied  aber  stets  negativ,  wenn  nicht: 

d*«^ay>  ^dz* 

ist  Da  es  nun  immer  ein  dem  kleinsten  V  entsprechendes  u  gibt,  so  muss  we- 
nigstens eine  der  Functionen  ti  der  Bedingung  8)  genügen.  Es  würde  dies  auch 
selbst  dann  stattfinden ,  wenn  unendlich  viele  auf  einander  continuirlich  folgende 
Werthe  von  u  dem  kleinsten  V  entsprächen.  Es  würde  dann  beim  Uebergang 
von  u  zu  einem  solchen  nächsten  Werthe  der  Zuwachs  von  V  verschwinden,  und 
somit  auch  die  Bedingung  3)  erfüllt  sein.  Wir  beweisen  aber  jetzt,  dass  es  nur 
ein  Minimum  von  V  gebe,  und  mithin  nur  eine  Function  u  den  Bedingungen  1), 
2)  und  3)  genügt  In  der  That  seien  jetzt  u  und  u-f-Ato  dergleichen  Minimums- 
werthe,  so  ist: 
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da  das  erste  Integral  verschwindet.  Es  kann  nun  entweder  V=Vg  sein,  oder 
einer  dieser  beiden  Minimomswerthe  V  oder  Vg  ist  grösser  als  der  andere.  Ware 
letzteres  der  Fall,  und  h&tte  man  K|>F,  so  müsste,  da  auch  ii^=ii+atp  einem 
Minimnm  entspricht,  nnd: 


uzzu^—aw 


gesetst  werden  kann,  in  unserer  Formel  sich  rertauschen  lassen: 

a  mit  — o,        V  mit  F,, 
also: 


F=  F,+a' 


rmr-i^y^m^^^ 


was  unmöglich  ist,  wenn  nicht  das  Inte-  Fl&chenstäcke ,  so   ist  ihnen  yon  beiden 

gral  verschwindet,  also  F=  K|  ist.    Fin-  Seiten  eine  flache  Bedeckung  au  geben, 

det  letsteres  aber  statt,  so  ist:  Diese  Begrenzungen    kommen  dann  cur 

dw      dw      dw  Oberfliiche  hinan,   und   die  Function  u 

^  =  7—  =  x~-=0^  ist  also  nach  dem  Obigen  völlig  gege- 

öx       oy        öz  Xtea^  wenn   mau  ausser  den  drei  Bedin- 

denn  unter  andern  Umständen  kann  das  gungen   noch  die  vierte  hinsufAgt,  daas 

wesentlich  positive  Integral    nicht    ver-  sie  auch  an  diesen  neuen  Ghrensstücken 

schwinden.    Es  wäre  also  to  eine  Con-  bekannt  sei,  d«  h.  dass  man  weiss,  wel- 

stante.    u>  aber  war,  wie  wir  gesehen  chen  Werthen   sich   die  Function   beim 

haben,   auf  der  Oberfläche  gleicä  KuU,  Uebergange    an  die  Unstetigkeitsstellen 

so  dass  to  überhaupt  verschwindet,  und  von  allen  Seiten  nähern  soll.    An  allen 

es  mithin    nur  einen  Werth  von  u  gibt,  übrigen  Stellen  ist  die  Function  nämlich 

welcher  unsem  drei  Bedingungen  genügt,  nun  stetig.    Unser  Sata  heisst  also  in 

Hiermit  ist  unser  Sati  bewiesen.     Um  seiner  gansen  Allgemeinheit: 

demselben    eine     physikalische  Deutung  „Eine    Function   ist    innerhalb  eines 

zu  geben,   so   enthält  er  z.  B.  das  Be-  begrenzten  Baumes  bestimmt,  wenn  sie 

sultat,  dass  ein  Körper^  welcher  sich  im  innerhalb    desselben    unserer   partiellen 

Wärmegleichgewicht     befindet,    seinem  Dififerenzialgleichung    genügt,     auf    der 

Wärmezustande  nach  vOlb'g  gegeben  ist,  gansen  Begrenzung    gegeben    ist,    und 

wenn  derselbe    auf  der  Oberfläche  be-  wenn  man  die  Werthe  kennt,  denen  aie 

kannt  ist.  Bich  in  denjenigen  Stellen  nähert,  wo 

Allgemein   bemerken  wir  noch,  dass  sie  aufhOrt  stetig  zu  sein.** 

diese  Betrachtungen  nicht  voraussetzen.  Dieser  Satz  gilt  natürlich  unverändert 

dass  der  Körper  nur  eine  einfache  Be-  für  die  Gleichung: 

grenzung  habe.    Es  könnte  derselbe  z.  B.  ^sn      d*ti 

auch   eine  Hohlkugel  sein,    oder  sonst  T~i  4-  r~i^^> 

zieh  beliebig  begrenzen.    Diese  Bemer-  ^          ^ 

kung  gibt   eine   höchst  wichtige  Erwei-  nur    sind  unter  den  Begrenzungen  ge* 

terung  unseres  Satzes,  die  von  Riemann  schlossene  Linien   zu  verstehen.     Qeht 

herrührt  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  man   nun  von   der  analytischen  Bedeu- 

Theorie  der  Functionen,  Göttingen,  1851),  tung  dieser  Gleichung  aus,  wie  wir  sie 

und   welche  sich  auf  die  Fälle  erstreckt,  oben  hingestellt  haben,  dass  sie  also  den 

wo  die  Functionen  u  in  gewissen  Punk-  reellen  Theil   einer  Function  von  einer 

ten  oder  selbst  Strecken  oder  Flächen-  complexen  Variablen  darstelle,  und  ver- 

stücken  innerhalb    des  gegebenen  Bau-  binden  wir  damit  die  Gleichungen: 

mes     unstetig   wird.     Man   kann   dann  ^          du 

nämlich    diese   Unstetigkeitsstellen    sich  di  ^^  di* 

von   beliebig  wenig  von   ihnen  entfern-  ^ 

ten,  aber  völlig  gesdüossenen  Oberflächen  ^  ^^ 

umgeben,   und   so  aus  dem  Körper  her-  dy  "  dx^ 

aun:enommen  denken.    Sind  die  Unste-  ^^^^^^    ^^^   imaginären    Theil    definirt, 

tigkeitsstellen  Punkte,  so   werden  diese  j^^^^  ^.,  ^^^  Bemerkung  machen,  dass 

Umgebungen  kleme    Kugelschalen    sem  gomii. 

können,  sind  es  Strecken,  so  kann  man  *                               ^ 

dieselben  mit  geschlossenen  Bohren  oder  j^— —  füi^^f??!/« 

Kanälen  umgeben  denken ,  nnd  sind  es  djf       '  d«  ' 
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j0t,    nnd   V    durch  Quadratur   gefunden  mung  derselb«!!  müssen  die  Grens-  und 

werden  kann,  wenn  «  bekannt  ist,    also  Unstetigkeitsbedingungen  also  auch    för 

nur  eine  willkürliche  ConsUnte  enthftlt,  alle  2  Blätter,  die   hier  betrachtet  wer- 

welche   bestimmt   wird,  wenn  man  v  in  den,  gegeben   sein.     (Vergleiche    aach: 

irgend    einem    Punkte    des    begrenzten  Theorie  der  Aberschen  Functionen,  Ton 

Ebnentheils  kennt,    wo  Discontinnit&ten  B.  Riemann,  besonders   abgedruckt  aus 

jedoch  ausgeschlossen  sind,  so  kommen  Crelle's  Journal,  Berlin  1867;  aowie  hier 

wir   auf  den  von  Riemann  in  der  ange-  die  folgende  Abhandlung. 

fUirten  Abhandlung  gegebenen  Sata,  wel-       nM\  r^        «..i..i>t.     -n  i     « 

eher  in  der  Func™ntheorie  von  der  24)  Geschichtliche  Bemertun. 
grössten  Wichtigkeit  geworden  ist:  «««  .<*^«^   .^'^   partiellen  Diff«" 

„Stellt  man  sich  unter  x  und  y recht-   renzialgleichungen  höhererOrd- 
winklige  Coordinaten  vor,  und  will  man  ^(^v?* 

eine  beliebige  Function  /'(x+yi)  für  Wir  haben  oben  einige  Worte  über 
ein  gewisses  Gebiet  untersuchen,  welches  die  Geschichte  der  partiellen  Differen- 
wir  uns  als  rOllig  (einfach  oder  mehr-  zialgleichungen  gesagt.  Es  soll  dies  hier 
ladt)  begrenat  denken,  so  braucht  des-  noch  in  Bezug  auf  die  höherer  Ordnung 
halb  nicht  die  Function  f  für  dies  ganze   ergänzt  werden. 

Gebiet  in  jedem  Punkte  gegeben  m  ^^^  ^j^  Integrale  der  parüellen  Diflfe- 
Min,  Tlelmehr  sind  folgende  Bcdingnn-  penzialgleichungen  überhaupt  willkürliche 
gen  zu  ihrer  Bestimmung  ausreichend  F„,jctionen  enthalten,  hat  auerat  d»Alem- 
und  nothwendig :  |,ert  bei  Behandlung  der  Gleichuag  dar 

1)  Der  ^elleTheil  der  Function  muss   ,^^i     ^nden  Saite"  ^ 
für  jeden  Punkt  der  ganzen  Begrenzung              ^ 

gegeben  sein,  und  es  kann  dies  auf  eine  l^-ui     * 

gans   willkürliche,  jedodi  continuirliche  dt*"      dx* 

Weise  geschehen,  .      gezeigt,  deren  Integral  wir  oben  fanden: 

2)  der  imagin&re  Theil   muss   für  ir-  -,  *       ,  . 
gend  einen  Funkt  des  betrachteten  Bau-               •i=A(«+al}+y  («— «1). 

mes  oder  seiner  Begrenzung  gegeben  Früher  kannte  man  nur  specieUe  Auf- 
sein, und  kann  hier  einen  willkürlidien  lösungen  dieser  Gleichung.  So  einfach 
Werdi  haben.  dies  Resultat  auch  ist,  so  machte  dessen 

8)  Ba  mufs  angeaeigt  sein,  in  welchen  Behandlung  doch   wegen   der   Grenzbe- 

Funkten  die  Function  aufh&re^  stetig  au  Stimmungen  grosse  Schwierigkeiten.    Da 

sem,  und  weldien  Werthen  sie  sich  in  ^io  Saite  n&mlich  begrenzt  ist,  sogeben 

diesen  Funkten  annähere.''  die  Anfangszust&nde  derselben    nur  ge- 

Eine  Schwierigkeit  in  der  Anwendung  wisse  Theile  der  Functionen  f  und  yi 
dieses  Satzes  könnte  entstehen  aus  der  als  willkürlich,  im  üebrigen  sind  diese 
Betrachtung,  dass  ja  Functionen  auch  Functionen  bestimmt,  und  man  kann 
mehrdeutig  sein  können ;  fraglich  daher  nicht  in  Bezug  auf  diese  Aufgabe 
werden  dann  die  Werthe  sein,  welche  annehmen,  dass  f  und '7>  für  jeden  Werth 
man  in  jedem  Punkte  zu  nehmen  hat.  der  Variable  irgend  einem  vorgeachrie- 
Diese  Schwierigkeit  yermeidet  Riemann,  benen  Gesetze  folgen  sollen.  Bisher 
indem  er  sich  bei  mehrdeutigen  Functio-  hatte  man  angenommen,  dass  awei  Func- 
nen  statt  einer  Ebene  deren  eben  so  tionen,  welche  in  einem  gewissen  Räume 
Tiel  Übereinandergelegte  denkt ,  als  die  übereinstimmen,  überhaupt  identisch  sein 
Function  Mehrdeutigkeiten  hat.  Diese  müssten.  Später  hat  man  bewiesen,  dass 
Ebenen  oder  Blätter  werden  als  von  sich  durch  bestimmte  Integrale,  Reihen- 
einander  getrennt  gedacht  in  allen  Pnnk-  entwicklungen  u.  s.  w.  leidit  2  Functio- 
ten,  wo  die  entsprechenden  Werthe  der  nen  herstellen  lassen,  die  in  gewissen 
Function  ungleich  sind,  da  wo  dieselben  R&umen  übereinstimmen,  sonst  aber  ver- 
gleich sind,  aber  als  ausammenhängend.  schieden  sind.  So  z.  B.  ist  der  Aus- 
Ein  solcher  Zusammenhang  fände   also  druck: 

bei  der  i» deutigen  Function  V(*+y»)  ^  qIl /  "THI"» 

den  Werth  «=«  =  0,   also  im  Anfanp-  ^"^  ^       * 

nnnkt  der  Coordinaten  statt.    Die  mehr-  wo  das  Integral  sich  anf  eine  beliebige 

dentige  Function  ist  bei  dieser  Betrach-  geschlossene  Linie   erstrockt,   X=«+»i, 

tuuffsweise  gewissermaassen  zu  einer  ein-  ssar-f-yt,  unter  nv,  ay  rechtwinklige  Co- 

deutigen    geworden,  da  jedem   Werthe  ordinalen  verstanden  werden,   innerhalb 

derselben   für  gegebenes    x  und  y  ein  des  ganzen  von  dieser  Iiinie  begrenzten 

anderes  Blatt  entspricht.     Zur  Bestim-  Baumes  =f(t),  ausserhalb  desselben  aber 
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gMdi  HvH«  d'Alemberts  LOfung  ist  ron  der  zweiten  Ordnung  mit  s  Varia- 
enthalten in  der  Schrift:  Recher ck^  9ur  blen,  hat  Monge  ans  geometrischen  Be- 
les  cordes  Mrantes,    (1748.)  trachtongen    geschöpft    (AppHeation    de 

Diese    Schwierigkeiten    scheinen    La-  VanaU/te  ä   la  gdomeirie).     Wir  haben 

grang^  yeranlasst  zn  haben,   eine  zweite  seine  Methode,  die  Erweiterung   dersel- 

Lösnng     durch   Reihenentwickelung    zu  ben  durch  Ampere  und  die  Anwendung 

suchen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  eine  derselben  auf  Gleichungen  mit  mehr  Ya- 

allgemeine  Form  ron  u  f&r  jeden  Werth  riablen  und  von  höherer  Ordnung  hier 

der  Variablen  zn  geben.    Es  ist  indess  aus  einer  Theorie  abgeleitet ,  die  an  die 

zweifelhaft,   ob   Lagrange   diese   Eigen-  Behandlung    der  partiellen  DICFerenzial- 

schaft  seiner  Beihenentwickeluug  bereits  gleichungen    erster    Ordnung    sich    an- 

TÖUig  gekannt  habe.    Die  Principien,  auf  schliesst.    Auf  die  Lücken  der  Theorie 

wel<£e  sie  sich  stutzt,    sind  die  in  Ab-  der     partiellen     Dififerenzialgleichungen 

schnitt  22)  gegebenen.    Es  warFourrier  haben    wir    bereits    hingewiesen.      Für 

Torbehalten,  in  seinem  Werke:   Th^rie  nicht  ^  lineare  Qleichnngen   von  höherer 

ttHaiytique  de  ehaUur  die  Eigenschaften  als    der    ersten  Ordnung  ist   fast   noch 

«od   die  ungemein   weit  reichende   An-  gar  nichts  gethan.    Eben  so  erliegt  der 

wendbarkeit  dieser  und   'ahnlicher   Ent-  Uebergang  vom  vollständigen   zum  all- 

wicklnngen  zu  zeigen.     Es  werden    da-  gemeinen  Integral,    den   allerdings    La- 

her  die  von  Lagrange  benutzten  Reihen,  grange  angedeutet  hat,  und  welcher  bei 

die  übrigens    sdion   Euler   bei   anderer  den  Gleichungen  erster  Ordnung  so  wich- 

Gelegenheit  anwandte,  gewöhnlich  nach  tig  ist,  hier  den  grössten  Schwierigkei- 

Fourrier  genannt.    Die  Resultate  Four-  ten.    Einen  Theil  derselben  Ifir  spedelle 

rier*s    in  Bezug    auf    die    Gleichungen,  Falle   zu    überwinden,    ist    nach   einem 

welche  die  Verbreitung  der  Wärme  an-  Berichte    der    französischen    Akademie 

zeigen,  sind  noch  vermehrt  worden  durch  Edmond  Bonr  in  einer  Preisschrift  ge- 

Poisson  (Theorie  mathemaiique  de  Cha-  lungen.    Jedoch  ist  gerade  dieser  Theil 

/eiir),  Lam€  und  wenige  Andere.  der  Bour*8chen  Abhandlung  noch  nidit 

Allgemeinere   Betrachtungen  über  li-  veröffentlicht, 
neare  partielle  Gleichnngen,   namentlich 


IV.    Functioiieiilelire  mit  Rücksicht  auf 

complexe  Zahlen. 


Einleitung.      Theorie    des    Imagi-  «=--a  +  y(a*— 6), 

^^®°*  und  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn 

1)  Entstehung  der  imaginären  b  positiv  nnd  grosser  als  a*,  also  etwa 

Zahlen.  a^— 6 =— rr*  ist,  man  immer  einen  Ana- 

Um  in    der  Zahlenlehre  sn  dem  Be-  druck  erh&lt: 

griffe  und  den  Eigenschaften  sammtlicher  «  =— a  +  «  V— 1  =— n  +  VC—«')? 

Zahlen  zu  gelangen,  gibt  es  zwei  Wege,  welcher  in  die  Gleichung  eingesetat,  und 

Der  eme  geht  von  der  Einheit  aus ,  un-  „^^j,  den  gewöhnlichen  Regeln  des  Bech- 

terwirft  dieselbe  den  verschiedenen  Rech-  ^^„^  „j^  ^er  Maassgabe  behandelt,  daas 

nungs- Operationen,    und   gelangt  nach  y/    „,)-„y_i    jng    Quadrat    eriioben 

und   nach   zu  allen  Zahlen.     Ein  Nach-  [^^^    ^^^     ^iese    Gleichung    identisch 

weis     ihrer    Realität,     dass     sie     also  Qi^cht 

wirklich   zur  Erscheinung  kommen,    ist  .^^  '       ^             _  ,          .... 

darum  unnöthig,  weil  alle  diese  Zahlen  Wir   definiren    daher    eine    imagin&re 

sich  dem  g&nzlich  bestimmungslosen  Be-  Grösse   als  die  Wurzel   einer  negativen 

griffe  der   Einheit  selbst  jedenfalls  un-  Zahl.    Eine  solche  lasst  sich  immer  zu- 

terordnen   lassen.      Auf    diesem    Wege  rtickfUhren    auf  den   Ausdruck   aV-l, 

fortschreitend,  wird   hier   das  Imagin&re  ^o"»   «  positiv  oder  negativ  ist.     Eine 

entwickelt.  solche  Grösse  nennen   wir  jetzt  im  Gc- 

Auf   dem   zweiten    Wege    muss   man  gensatz  zu  den  imaginären  reelle  Grössen, 

aber,     statt    bloss     die     Einheit     Tor-  Den  Ausdruck  a  + «  K7 L  der  sich  beim 

auszusetzen,  von  continuiriichcn  Grössen  Auflösen    der  allgemeinen  quadratoschen 

ausgehen.       Dann    sind     Briiche     und  Gleichungen  ergibt,  nennen  wir  complexe 

Irrationalzahlen,    wenn    man   die    Con-  Grösse.    Er  besteht  aus  einer  reellen  und 

tinuitftt     sich    nach    beiden    Richtungen  imaginären  Grösse,  die  durch  das  Addi- 

ins    Unendliche  fortgesetzt  denkt ,  auch  tions-  (oder  Subtractions-)  Zeichen  ver- 

die     negativen    Zahlen    gegeben.      Wie  bunden  sind.    Bezeichnen  wir  noch  den 

durch    Erweiterung    dieser    Betrachtung  Ausdruck  ^-1  durch  •,   so   ist  a%  der 

zu    dem    Imagin&ren    ebenfalls    gelangt  Ausdruck  für  eine  imaginlre,  «r+^t  lur 

werden  kann,  soll  der  Verfolg  dieses  Ar-  «»«  complexe  Grösse,  und  der  Defim- 

tikels  zeigen.  tion  gemäss  ist  »•  =  —1. 

Das  Imagin&re  verdankt  seine  Ein-  Die  Nothwendigkejt ,  mit  Imaginirem 
fahrung  in  die  Analysis  zun&chst  der  zu  rechnen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
Auflösung der  Gleichungen,  nnd  zwar  schiebt,  sic^t  man  ohne  Weiteres  ein. 
kann  es  auf  die  quadratischen  Gleichnn-  igt  z.  B.«  eine  quadratische  Gleiehung 
gen  allein  zurückgeführt  werden.  Schon  ax\t  Buchstaben-Coefflcienten,  über  deren 
die  Auflösung  der  Gleichung:  numerische  Werthe  und  Vorzeichen  man 

a;*-fa*=0  mithin  keine  weitere  Kenntniss  hat,  ge- 
a;i,.*  -«f  Ai^  w^««.  ge^«n,  so  kann  die  Nothwendigkeit  vor- 
fuhrt auf  die  Form:  |^^^^'^  ^^j^^  dieselbe  aufzulösen,    und 

a;»=:V(— a*),  oder:  arrrraV— 1,  ^^^r   in   ihrer   Allgemeinheit,    wAhrend 

und   man    sieht  leicht,  wenn  man  einen  die  Werthe  erst  gelegentlich  specialisirt 

dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Glei-  werden   sollen.    Man  verfUirt  dann    so, 

chung  einführt,  die  darin  vorkommenden  dass  man  nur  diejenigen  8&tse  anwen- 

Quadratwurzel  gem&ss  der  Definition  so  det,  welche  sowohl  für  positiv  als  nega- 

behandelt,  dass  (V^^)*  =  -a«,  und  ^l  8»'««  ?**"' «'^^^*?f  ^^1*1!^*'^^ 
(V_l).=  _l  gesetzt  wird,  die  Glei-  5*»«g  «««^«5  ^^JM*  5*  ^"fJT^fLifJ! 
chung  identisch  ^wird.  Eben  so  fuhrt  die  F^^toren  eines  ^^«^-  J^^"»^?^ 
Auflösung  der  quadratischen  Gieichung:   ^^^J^^^^l^""^^^^^ 

««4-2<i»+6  =  0  ^iie  diese  Satze  kann  man  anwenden 

zu  der  Wunel:  nnd  hat    sie  bereits   angewandt,    wenn 
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«ine  SpecMliairmig  der  Aufgabe  leigt,  B«  sdieint  aonecfa,  wenn  man  nur 
dass  deren  AnflOrang  eine  imagin&re  das  eben  Gesagte  berOckgichtigt,  das 
Zahl  gibt    Hieraus  folgt:  Rechnen   mit   dem   Imagin&ren   nur  die 

T      n..  n^k..«  _.:»  :_..ri«*....  „»j   Bedeutung   so    haben,    dass    wenn   ein 
I.  „Das  Bahnen  mit  .mapu»ren  und   ^,,„1,,,  ^^^^  ^„^    ^^      ^ 

complexen  Zahlen  geschieht  derart^  dass    komplexe  Zahlen  führt,  damit  angedeutet 

aelt   wie    eine   reelle    und    nnbestimmtc  v-u-^    j«.»  ^a»^iy>a«  «v  •  v    •  u* 

BochBtabengrösse,    aber    der.  Definition  ÄSef  Äi^nt^^^^^^^^ 

und  der  Rechnungsregel  gemäss:  ^^„   „„,  %^  gewählten   Grö^s^nterhält- 

i*=V(i-l)*  =  -l  nisse    so  getroffen  sind,  dass  sie  keine 

setEt,  also  immer,  wo  sich  das  Quadrat  ^J?.*?"«.*?^*"«?-    2.  ß.  sollte  man  den 

Ton  i  einstellt,  dies   mit  der  negativen  ^^lachenmhalt  eines  Dreiecks   berechnen, 

Einheit  Tertanscht."  ™^«°  Seiten  9,  5  und  2  Fuss  sind,  so 

wurde  die  Lösung  auf  einen  imaginären 

Es  ist  also  sonach  z.  B.,  indem  man  Ausdruck  fuhren,  welcher  andentet,  dass 

i  sich  als    willkürlich  denkt   und  einen  zwar   aus    drei    Seiten    eines   Dreieckes 

Satz  vom  Multipliciren  anwendet:  sich  der  Flächeninhalt  desselben  ergebe, 

(a+ßi){y  +  (f%)=zay-{-(ßy+(td)i-\-ß(n^  dass  aber  ein  solches  Dreieck  unmöglich 

-«v-/?*/J.^«v  +  d.inL   *?*    ^®*    ^®"    gewählten    Maassverhält- 
-  «  y    ßff-j-ißy^  auf)  u  ni^g^n^  ^^  .^  ^^^^^^  Dreiecke  die  Summe 

Aus    den  Elementen    der  Algebra    aber  zweier  Seiten   kleiner  als  die  dritte  sein 

erhellt,  dass   eine  negative  Zahl   weder  kann. 

eine  positive  noch  eine  negative  Qua-  Aber  schon  diese  beschränkte  Auf- 
dratwurzel  haben  kann.  Da  nun  alle  Cassung  des  Rechnens  mit  imaginären 
Zahlen,  welche  durch  Vermehren  oder  GrOssen  als  blosser  Nachweis,  dass  eine 
Vermindern  aus  der  Einheit  entstehen,  Aufgabe  unmöglich  sei,  zeigt  die  Noth- 
entweder  negativ  oder  positiv  (ganz  wendigkeit,  sich  mit  diesen  Grössen  zu 
oder  gebrochen)  sind,  so  steht  der  Aus-  beschäftigen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
drock  V(— 1)  oder  Yi—«^)  in  keiner  schehen  muss,  nämlich  der  gegebenen 
GrÖssenbeziehung  zur  Einheit;  er  kann  Regel  I.  gemäss.  Namentlich  aber  muss 
nicht  im  eigentlichen  Sinne  als  Grösse  man  wissen,  wann  durch  Verbindung 
oder  Quantität  bezeichnet  werden.  We-  imaginärer  Ausdrficke  sich  ein  reelles 
aenüich  unterscheidet  sich  hierdurch  das  Resultat  ergibt,  wie  dies  ja  geschehen 
Imaginäre  von  allen  den  Ausdrücken,  kann,  in  welchem  Falle  dann  die  Auf- 
negativen  Zahlen,  Brächen,  Irrational-  gäbe  einer  Lösung  zugänglich  ist.  Es 
sahlen,  welche  sich  beim  indirecten  Ope-  kommt  daher  darauf  an ,  mit  Benutzung 
riren  ergeben.  Während  nämlich  bei  der  Regel  I.  die  Resultate  der  Rech- 
gewissen  Anwendungen  diesen  Grössen  nung  mit  complexen  und  imaginären 
möglicherweisedieRealität  nicht  zukommt,  Zahlen  auf  ihre  einfachsten  Formen  zu- 
so  ist  dies  doch  bei  gewissen  andern  An-  rückzufflhren,  und  ist  dabei  ein  Erwägen 
Wendungen  jedesmal  der  Fall,  und  na-  der  Bedeutung  der  einzelnen  Operationen 
menüich  in  der  allgemeinen  Grössen-  in  Bezug  auf  das  Imaginäre  nöthig. 
oder  Zahlenlehre  kommt  ihnen  diese  Das  Resultat  dieser  Erwägung  ist  dann 
Realität  zu,  indem  sie  immer  eine  an  in  dem  sogleich  zu  begründenden,  höchst 
sich  einen  Sinn  habende  Operation  an-  wichtigen  Satze  enthalten: 
zeigen,  z.  B.  die  negative  Zahl  die  des  H.  „Alles  Rechnen  mit  complexen 
Abziehens,  der  Bruch  die  des  Theilens.  Zahlen  von  der  Form  n-^ßi  führt  immer 
Beim  Imaginären  ist  dies  nie  der  Fall,  auf  eine  ähnliche  Form  zurück." 
Es  kann  keine  Grösse  geben,  welche  Aber  noch  von  einem  andern  Gesichts- 
durch  Ausziehen  der  Wurzel  ans  —1  punkte  aus  zeigt  sich  die  Nothwendig- 
entstände.  Sprechen  wir  daher  Von  ima-  keit  des  Operirens  mit  complexen  Zah- 
ginären  Grössen  oder  Quantitäten,  so  len.  wenngleich  dieser  Gesichtspunkt  sich 
ist  dies  ein  uneigentlicher  Ausdruck,  den  nicht  a  priori  ergibt,  sondern  erst  mit 
wir  eben  nur  des  Gebrauchs  wegen  an-  dem  Fortschreiten  der  mathematischen 
nehmen.  Der  Ausdruck  imaginäre  Zahl  Wissenschaften  gefunden  werden  konnte, 
ist  richtiger,  weil  wir  bei  dem  Worte  Es  finden  nämlich  zwischen  verschiede- 
Zahl  in  seiner  allgemeinen  Bedeutung  nen  Functionen  und  Grössen,  auf  die 
eben  nur  an  die  Resultate  von  Rech-  man  von  ganz  verschiedenen  Betrachtun- 
nungsoperationen,  gleichviel,  ob  diesel-  gen  aus  gekommen  ist,  Beziehungen 
ben  auf  reelle  Grössen  Aihren  oder  nicht,  statt,  welche  erst  durch  den  Gebrauch 
zu  denken  veranlasst  sind.  des  Imaginären  vermittelt  und  aufgefun- 

28* 
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d«ii  werden  kann.     Als  Beispiel    diene  der  gewöhnlichen  Bechnangsgetetse  diese 

die  Besiehang   zwischen  den   Ezponen-  Oleichnng  die  Form  annehmen: 
tial-GrOssen  und  den  trigonometrischen,  a=— /ft, 

welche  bestimmt  ist  dnrch die  Gleichnng:  ^^^    ^^^^   ^^  ^^^  ^.^^^  ^^^   .^^ 

«"•  =  cos«+»sina.  Quadrat  eihebt: 

Femer    lassen    sich    gewisse  S&tse   erst  a'=:^*i*=— ^•. 

bequem  aussprechen,  wenn  man  das  Ima-  Es  wftrde  also,  da  a*  und  ß*  nicht  ne- 
ginäre  einführt,  z.  B  der  Satz,  dass  jede  gativ  sind,  diese  Gleichung  auf  den  Wi- 
Gleichung  nten  Grades  auch  n  Wurzeln  dersinn  fahren ,  dass  eine  positive  Zahl 
habe,  die  Beziehung  zwischen  quadra-  einer  negativen  identisch  ist,  und  dieaem 
tischen  Factoren  eines  Polynoms  und  igt  nur  zu  entgehen,  wenn  man  a=:/?=0 
den  Wurzeln  einer  Gleichung  (siehe  den   setzt. 

Artikel:  quadratischer  Factor)  würde  aber  „Wir  kOnnen  also  jede  Gleichung  Ton 
ganz  wegfallen,  wenn  das  Imagin&re  nicht  der  Form  tt-\-ßi=0  lediglich  als  ein 
in  Betracht  kiime.  Dass  dieser  Gesichts-  Sjmbol  fassen ,  welches  unter  einer  ge- 
punkt  von  Wichtigkeit  ist,  zeigt  der  Um-  meinschafdichen  Form  die  beiden  Glei- 
stand, dass  er  auch  in  anderer  Weise  sich  chungen : 
bewährt  hat.    Ganz fthnlichen Betrach tun-  a=0,    ß=zO 

gen,  auf  Congruenzen  angewendet,  ver-   n^fasst** 

danken  das  Galois'scbe  Imaginire  in  der  p.^  Anwendung  der  Additions-  und 
Zahlenlehre  und  die  Kummer'schcnidea-  Subtractionsregel  auf  complexe  Zahlen 
len  Zahlen  ihre  Entstehung,  von  denen  ^^^^  ^^.^^  Schwierigkeit.  Denken  wir 
namentlich  die  letzteren  so  wichtig  ge-  ^^^  „^  ^^^j  ^^^  vorigen  Abschnittes 
worden  smd.  —  Endlich,  und  dieser  Ge-  j^nachst  i  aU  eine  willkürliche  Grösse, 
Sichtspunkt  ist  namentlich  in  der  neuesten   ^^  ^^ . 

Zeit   eröffnet  worden ,   sind  gewisse  Ge-  '  .   ,  ,     ,    «.v  ,       ,  /^  i  jv- 

setze  der  Functionen  nur  zu  finden,  wenn  «  +  ^ » ±  (y  +  «^  V = «  ±  /  +  Cp  ±  <^;»» 
man  neben  dem  Beeilen  auch  das  Ima-  and  somit  hat  man  immer  folgenden 
ginäre  berücksichtigt.  Die  Mehrdeutig-  Satz,  der  die  Summen  und  Differenzen 
keit  der  Integrale  hat  nur  bei  dessen  complexer  Zahlen  so  finden  lehrt,  dass 
Gebrauch  einen  Sinn.  Die  Grenzen  der  sich  Satz  II.  des  vorigen  Absdinittes 
Convergenz  einer  Potenzreihe  kann  nur   dabei  bestätigt. 

gefunden  worden ,  wenn  man  neben  den  H.  „  Zwei  complexe  Zahlen  werden 
reellen  Werdien  der  Variablen  auch  die  addirt  und  subtrahirt,  wenn  man  im 
complexen  in  Betracht  lieht  u.  s.  f.  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle 

Es    ist    somit    nothwendig,    die  Zahl   ^«  Differenz   des  reellen  und  des  mit  i 
i  =  V-1  als  neues  Element  in  die  Rech-  multipUdrten  Theils  einzeln  bildet." 
nung  einzuführen,  ohne  sich  um  die  Be-       Bs   folgt  hieraus  auch,  dass  man  die 
deutung  dieses  Ausdruckes  zu  kümmern.   Gleichung: 
Der  mit  I.  bezeichnete  Satz  gewährt  die  a+/H=^+crt 

Möglichkeit  des  Bechnens  mit  i.  ^^  ^j^  Form* 

Es   bleibt  noch  übrig,   den  Sinn  und  '  

die    Bedeutung  der  verschiedenen   Ope-  («— y)+OJ— <^)»— 0 

rationen  mit  Bezug  auf  complexe  Zah-   bringen  kann,  woraus  sich  nach  Satz  L 
len  zu  prüfen,  und  den  mit  II.  bezeich-   ergibt: 
neten  Satz  zu  beweisen.  «  =  /,    ß^^9 

2)  Die  Operationen  mit  com-  d.h.: 

plexen  Zahlen.  „Zwei    complexe  Zahlen  können  nur 

fT-v-^v         i         .j       j.    /^i«  dann  gleich  sein,  wenn  die  reellen  und 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Glei-  i^iaginären  Thefle  einzeln  gleich  sind.« 

<^^S-  Seien  jetzt  die  Ausdrilcke  a-^ßi  und 

a-(-^tssO  y-\-di  zvL  multipliciren. 

nur   die  Bedeutung   haben    kann,    dass  ^?^*  man  wieder  zunächst  i  allge- 

sowohl  a  als  ^  einzeln  gleich  Null  sind,  «««i«™»  «<>  »^*  ^^^'^ 

oder :  («  +  /^)  •  (y  +  <^»)  =  «X +» (ßY  +  «<^) 

I.    „Eine    complexe    Zahl    kann    nur  ^  ja  ß^ 

dann  der  Null  gleich  sein,    wenn   dies 

mit    dem   reellen   und   dem  hnaginären  ^^  ^^^^  """*' 

Theile  einzeln  sUttfindet.«  i*  =  —1 

In  der   That  würde  bei  Anwendung  setzt: 
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(«+/9t)(y4-<^i)  =  «y  — ^cf +i(^y+«<f). 

Dies  gibt  folgenden  Säte,  der  allerdings  besser  dnrch  die  eben  hingeschriebene 
Formel  als  dnrdi  Worte  ansgedrftckt  wird: 

III.  ,,Da8  Prodnet  sweier  complexen  Zahlen  ist  gleich  einer  andern  com- 
plexen  Zahl ,  deren  reeller  Theil  ans  der  Differeni  der  Prodncce  der  reellen  nnd 
imaginären  Theile,  und  dessen  imagin&rer  Theil  aas  der  Summe  der  Prodncte  der 
imaginären  Theile  jedes  Factors  in  die  reellen  des  andern  Factors  besteht/' 

Namentlich  ist  hiemach: 

Auch  hier  findet  also  Sats  II.  des  yorigen  Abschnittes  statt    Ebenso  bei  der  Di- 

Vision.    Denn  es  kann  - — ^,   wenn  wir  %  allgemein  denken    und  den  Sats  an- 

y-f-ö» 

wenden,    dass  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches  beide  mit  derselben,  aber  gani 

beliebigen  Zahl  multiplicirt  werden  kOnnen,  auf  die  Form  gebracht  werden: 


y+<fi     (y+crt)(y-<ff)' 

und  dies  gibt  nach  vorigem  Satze: 

d.  h.: 

€t^fti_  «y+ccT      ßr-a^, 

y+cTi  "  y*-{-d*  "^  y*+<^» 
Durch  diese  Formel  ist  das  Dividiren  mit  complexen  Zahlen  völlig  deflnirt. 

Grössere  Schwierigkeiten  macht  die  Definition  des  Fotenzirens,  des  Wurzel- 
ausziehens  und  des  Berechnens  der  Logarithmen  von  imagin&ren  Zahlen.  Da- 
gegen führen  aber  auch  diese  Rechnungen  zu  den  wichtigsten  Resultaten. 

Wir  werden  zunächst  mit  Zuhülfenahme  des  Satzes  I.  des  vorigen  Abschnittes 
diese  Operationen  definiren* 

Es  sind  dasn  jedoch  einige  Hdlfsbetrachtungen  nOthig. 

2)  Ueber  ExponentialgrOssen  mit  reellen  und  imaginären 
Exponenten, 

Entwickeln  wir  die  Grösse  (  IH — )  nach  dem  Binomialsatze ,  indem  wir 
Yoranssetzen,  n  sei  eine  positive  ganze  Zahl,    Es  ergibt  sich: 

\       11/   \       n)  *  '      \         n   /    $  n 

+  1 — o : «  +    .  .  .    4-«  . 

1  •  Sf  .  .  .  s 

Mit  wachsendem  n  wächst  die  GUederanzahl  dieser  Reihe.  Es  wird  behauptet, 
dass  sie  sich  trotzdem  einer  gewissen,  von  n  unabhängigen  Grenze  nähert,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Reihe  convergire,  wenn  ii=ao  wird. 

Eine  bekannte  Regel  für  die  Convergenz  ist  die,  d&ss  der  Quotient  eines  Glie- 
des dividirt  durch  das  Vorhergehende  sich  einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  1 
ist,  wenn  die  Ordnung  dieses  Gliedes  wächst. 

Es  ist  nun,  wenn  wir  mit   Ä    das  ste  Glied  bezeichnen : 

v.('4)('-I)-('-^)('-t)''^''-^-- 

-•   %.....,  (,^«(,-I^-l)...(x-l^).-    • 

d.  h.: 

29 
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$  m  jB        1 

A  1 —  =  »»    — =--'   »  =  **» 

«4-  in  X  m        $ 

ii  f^l      '  wo  X  poiitiv  aber  beliebig  und  s  nsend- 

'  lieb  gross  ist.     Also: 

In   diesem  Ansdmeke  ist  immer  s  klei-  /        ^\^  /        l\ix 

s  ,^      «      i.    Hmll4-  — I    =liml  H — i 

ner  als  n,  also   1 ein  echter  Bruch,  \       m/  \        »/ 

s+l  wachst  über  jede  Grenze,    so  dass  _.  funj  (  i^  JLVl*. 

sich   — ^ —  der  Null  nfihert,  was  auch   ^jp  geUcn  nun: 

X  sei.  lim  (l  +  —)   =^ 

Man  hat  also:  ^^  ^   ^.^^  bestimmte  Irrationalaahl  ist, 

(x\n  ap'         j:^  deren  Wcrth   sich   aus  Gleichung  I)   cr- 

1+^  =^"*'* +l72"*'iT2^"*'*  *   P^*»    '^^"'^  ™***  daselbst   x=l    setEt, 

und  man  hat:        , 

12  11 

indem  man  die  Grössen  — , —  .  .  .  ver-  »jn        1.-14.14.  i_4 - 

n'  n  ";  ^    ^   ^1.2     1-2-3 

nachl&ssigt,    da  dieselben    gegen  1  rer- 

schwinden,  so  lange  s  gegen  n  unendlich  1    ^  i^   .  _  4.  .  .  .^ 

klein  ist,  die  Glieder  aber,  wo  dies  nicht  1  •  2* 3«  4 

der  Fall  ist,  nach    dem  oben  Gesagten  ^^^  ^^^^.J^  numerische  Berechnung: 
auf  die  Summe   der  Reihe   keinen  Ein-  0.71 0001  qckmrq 

fluss     ausüben.      Da    der    Werth    von  «  =  2,718281828409  .  .  . 

lim  (1+—)*  unabhlngig  ist  von  n,  vor-   III)  lim  (  1+— j"=c*, 

ausgesetzt,  dass  man  diese  Grösse  posi-  ^j^^  ^.^  Benutzung  von  Formel  I.: 
tiv   ganz  und  ins  Unendliche  wachsend  ^  ^ 

sich  vorstellt,   so  ist  unter  dieser  Bedin-  jj|  ^     /^  ^i^JL  ^—  ^  — \. . . . 

gung  offenbar:  1        1»2       1*2*3 

/        x\n  l       x\m,  Sei  jetzt  x  eine  beliebige  negative  Zahl, 

lim  I  IH — I   =liml  H — I     .         so  ist,  wenn  man  x=r— t  setzt: 

(i_y)«(i+JL)-=(i_g)-. 

Ist  jetzt  «  =  —  ein  beliebiger  positi-  ^       n/x       «/        \       »/ 

-^      ,  *!. ,       .    ^  ,,.  ,    Der  Werth  fttr  den  Ausdruck  rechts  er- 

tiver  Bruch,  so  ^bt  es  immer  nnendlich  ^^  ^  ^^^  ^     ^^^^  ^^  j^ 

viel  Zahlen  m,  die  so  beschaffen  smd,  ^  • 

m       m©     .        ^         „..    ,  .  ,    derselben  x  mit  —^    vertauscht,     wo- 
dass   —  =  —  einer  ganzen  Zahl  gleich  n 

*,•*,,,  ,    ^,  ^.,     durch,  wenn  n  wächst,  alle  Glieder  bis 

ist,  man   braucht  eben  nur  m  als  theil-   ^^^  ^^^  ^^^^^  verschwinden,  und  man  bat 
bar   durch    u  anzunehmen.     Lasst  man    ^.l^,.. 

nun  in  x= — Zahler  und  Nenner  wachsen,  /       v\it/-     v\n    ^ 

»  lim  11-^1    114--/  =1, 

so    kann  man   sich  diesen  Bruch  immer  \       n/     \       n/ 

als    bis    auf  eine   beliebige   Grenze  mit  ^^  y^^. 

einer  gegebenen  Irrationalzahl  zosammen-  ^ 

fallend  denken,  da  eine  solche  ja  immer  Um  /  1— ä^-Vsslim  -z r- 

die  Form  eines  Bruches  mit  wachsendem  \       «/  (14«?.)'* 

Z&hler    und   Nenner    annimmt.     Immer  \       n/ 

dann  aber  kann  m  so  gew&hlt  werden,  /       iv^yn 

dass  der  Ausdruck  •*'—  sidi  nur  um  eine  \       fi  / 

u 

beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ganzen  oder: 

Zahl    unterscheidet,    jedoch    mass    die  u     /••     y\*-  ""^ 

ganze  Zahl  m,  welche  den  Factor  u  ent-  lfm  ^1--^  -«      . 

hftlt,    aus  diesem  Grande   im  Wa<^S6n 

sein.     Wie  dem  auch  sei ,  es  l&sst  sich  Damit  siüd  die  Formeln  III.  und  III  a. 

also  seuen :  anch  erwiesen,  wenn  x  negativ  ist.  Die» 
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selben  galten  also  fftr  jeden  reellen  Werth  III  a.  gegeben  sein  8olI/<     Da  die  For- 

von  X.    Ueber  die  Fonnel  III  a.  ist  aber  niel  Illa.  nur  Potenzen  von  x  enthalt,  so 

eine    wichtige    Bemerkung    zu   machen,  gibt   sie   nach  dem  Obigen   wieder  eine 

Bmcbpotenzen  sind,  wie  wir  im  vorigen  complexe   Grösse.     Die  Identität  beider 

Artikel    gesehen     haben,     mehrdeutige  Definitionen  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
Grossen,  und  Potenzen   mit  irrationalen  /       x\n 

Exponenten    sogar  unendlich  vieldeutig,  Entwicklung  von  \^1+— j   nach  dem  Bi- 

da  der  Nenner  des  Exponenten   unend-  nomischen  SaUe  richtig  bleibt,  wenn  auch 

heb  gross  zu   denken  ist.    Definirt  man  ^  imaginär  ist.    Denn  wenn  man  n  als 

dagegen  die  Grösse  e"^  immer  durch  For-  ganze  Zahl   denkt,  so  drückt  ja  der  Bi- 

1  TTT  .  .     «    •  j     ..      j  nomische  Satz  nur  die  Kegel  für  ein  wie- 

mel  ni.,  so  ist   e     eindeutig,  da  n  eme  ^ 

ganze  Zahl  ist  und  daher  nur  einen  Werth  derholtes   Multipliciren  von    l-\ —  mit 

gibt.    Gleiches  folgt,  wenn  man  c*  durch  sich  selbst  aus ,  welche  Regel  ihre  volle 

Reihe  Illa.  definirt.  Anwendung  auch  iur  imaginäres  x  nach 

„Der   Ausd^ck  e*   wird   also   immer  ^^^  ^^^K.^^'l  ^?'^®*-  .... 
als  eine  eindeutige  Function  von  x  auf-       ^^  '»*  J«^®^^  ^^^^  2«  ^«'8««.  dass  die 

gefasst,    welchen    reellen  Werth  auch  x  Entwicklung  von  c*  in  Illa,  noch  einen 

habe,  und  ist  durch  Formel  III  a.  völlig  bestimmten  Werth  gebe,  also  convergire, 

bestimmt.    Dieser  Werth  von  e*  ist  aber  7!.^^^  f  imaginftr  wird.    Dieser  Beweia 

immer  positiv,  so  lange  x  reell  bleibt"  ^""  «*^  *<>  fuhren: 

In    der  That  sind:    lim^l+-j      und  ergibt  «ich: 

um  I  1 I     beide  positiv,  wenn  man  e  =l-\ — -—J^^--"^^^ 


n  wachsend  und  positiv  denkt.    Da  nun 


(a+W) 


t 


jede  Wurzel  nur  höchstens  einen  reellen  -f.  >_ 3-— d   «j.  ,  ,  , 

und  positiven  Weith  hat,  so  ist,  falls  x  1  •  2  •  3 

ein  Bruch  ist,   leicht  aus  der  Reihe  der  Haben  a  und    b  die  absoluten   Werthe 

Werthe  von   e*,  welche  man   bei   einer  Jl  ^»"^   h  J""   ^^^   %  «"^   ß  P^^^ve 

andern  Definition  dieser  Grösse  erhalten  ^''^f*^'»  f'''^  •<>  '.«*  ^^^^^^^^  1?^<>W  der 

würde,  der   zu  besümmen,  welcher   der  "^^®    "^    ^®'     imaginäre    Theil    von 

jetzigen  Definition  entspricht.  (a-f6t)',    abgesehen    vom    Vorzeichen, 

Um   nun   die  Definition    von   e^   auf  kleiner  als  (n+^)'.   Denn  die  einzelnen 

imaginäres    x    auszudehnen ,    bemerken  Glieder  des  erstem  Ausdruckes ,   wie  sie 

wir,  dass  zunächst  der  Ausdruck  («+/Si)'  ^®''  ß??™»»<^^«  Satz  ^ergibt ,   unterschei- 

immcr  eine  Bedeutung  hat,  wenn  $  eine  f  *^  «***    ^^°   ^®5   entsprechenden   des 

positive  ganze  Zahl  ist,  denn  in  diesem  ^f^^IJ"  nur  durch  das  Zeichen  oder  durch 

Falle  hat  man   es  ja  mit  einem  wieder-  f«^.  Umstand,  dass  sie  noch  mit  .  mul- 

holten  Multipliciren  zu  thun,    und  kann  *\P\f  ^  V"^'      ^»^«Vi^M*^'®'*    ^^''^*' 

die  R«gel  III.   des  vorigen  Abschnittes  ^^^^^J,^    *""    ""f®"«?    ^^^'h   ß*^'    ^«ß- 

anwenden.    Auch   kann  *  eine  negative  ^«"J^'   "^fj*  «Vf.  ^^«^  P^"*^^  genommen 

ganze  Zahl  sein;  man  setzt  dann:  *ii  demselben  hinzugefhgt,  so  wird  der- 

**  «elbe  vergrossert,  und  dasselbe  geschieht, 

Ca  I  ;;t)""^=  wenn    man   die    negativen   Glieder   mit 

^      '^  ^  .    x^.kS  verändertem  Zeichen   nimmt.     Im  ima- 

\^~rpV  ginären  Theil  dagegen,  wo  die  nicht  mit 

und  die  Sätze  III.  und  IV.  des  vorigen  i  mnltiplidrten  Glieder  wegbleiben,  wer- 

Abschnittes  geben  das  Ifföthige,  so  dass  den  diese  hinzugefügt  und  ebenfalls  alle 

in  diesen  Fällen  Glieder  positiv  genommen.    Setzen   wir 

•  c  also: 

(a+^t)'  oder  {a+fii)     * 

sich  immer  wieder  auf  complexe  Grössen  (^+W)    =P  +  ^*» 

a-{'h%  zurückfahren  lassen.  so  ist: 
Diese  Betrachtungen  machen  es  mög-  •  • 

lieh,  die  Grrösse  e     fiir  complexes  a;  zu     , 

'^         ^  also  wenn  man  setzt : 
deflniren,  indem  wir  sagen:  „dass  e    flir  n-^bi 

beliebiges  *  durch  die  Formel  m.  oder  e  '*"^=P4-ßi, 

29* 
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«o  ist  auch : 


und: 


Da  'nan  die  Reihen  rechts  convergiren,  ao  müssen  auch  die  für  P 
und  Q  convergiren.  Denn  die  Conrergenz  einer  Reihe  hesteht  ja  darin, 
dass  die  Summe  aller  Glieder  yon  einem,  dem  ften,  an  mit  wachsendem  s 
yerschwindet,    nnd   dies   wird  natürlich  noch  der  Fall  sein,   wenn  der  absolute 

Werth  aller  dieser  Glieder  verringert  wird.  Nachdem  also  der  Ausdruck  e'  für 
oomplexes  x  vollst&ndig  definirt  ist,  bleibt  es  noch  übrig,  die  Regeln  des  Po- 
tenzirens  für  diesen  Ausdruck  zu  beweisen;  denn  da  die  Entstehung  desselben  eine 
andere  als  bei  reellen  Zahlen  ist,  fragt  es  sich,  welche  S&tKO  von  Potenzen  für 
solche  Ausdrücke  noch  gelten.  Während  bei  den  vier  ersten  Operationen  die  Gül- 
tigkeit der  allgemeinen  Gesetze  für  reelle  Zahlen  auch  für  die  ooraplexen  einfach 
aus  der  Definition  folgt.  Die  Gleichungen,  welche  diese  Sfttze  ausdrücken,  sind 
immer  richtig,  wenn  man  i  als  beliebige  reelle  Zahl  denkt;  es  findet  also  auch 
Gleichheit  zwischen  den  Goefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  i  statt,  und  diese 
wird  nicht  aufgehoben,  wenn  man  i^  mit  —1,  also  i*  mit  — «,  i*  mit  -f-1  u.  s.  w. 
vertauscht. 

Für  die  Potenzen  beweisen  wir  sunftchat  die  Sfttze: 

für  complexe  x  und  y.    Man  hat: 

fl 

Diese  Gleichung  gilt  für  complexes  x  und  y  auch.  Man  sieht  aber  leicht ,  wenn 
man  den  iiusdruck: 

\  ^n(fH-«+y)/ 

nach  dem  Satze  Illa.  entwickelt,  alle  Glieder,  bis  auf  das  erste,  welehea  gleich 
der  Einheit  ist,  für  wachsendes  n  verschwinden.    Es  ist  somit : 

X 

Was  den  Ausdruck  —  anbetrifft,  so  bemerken  wir,  dass  die  Betrachtungen,  welche 
die  Formel  (l— iL)  =r  -7 — — ^—  oder  e  ^=  —  ergaben,  auch  für  Imaein&res 
y  gültig  sind,  und  somit  hat  man: 

nach  dem  vorigen  Satze: 

so  dass  beide  Formeln  erwiesen  sind. 


42» 

«  .^ 


Wenden  wir  nns  jetzt  zu  den  Formeln : 

$  X 

/  XkS       ix    1/  X      $ 

wo  $  znnftchst  eine  reelle  ganze  Zalil>  x  beliebig  sein  soU. 
Es  ]0t: 


Da  n  auch  eine  ganze  Zahl  ist,  so  stellt  die  Formel,  was  aach  x  sei,  nur  ein  wie- 
derholtes Mnltipliciren  vor,  nnd  .da  die  Sätze  Über  diese  Bechnnng  allgemein 
gelten : 

Was  den  Ansdruck  V  e'  anbetrifft,  so  ist  er  definirt  durch  die  Oleichnng : 


$x 
Offenbar    aber    ist  \e'/   nach    dem  Obigen   =e'=:e^,  also: 


ist  \e*/ 


y  «'=.'. 


X 

Es  ist  aber  wohl  zn  bemerken,  dass  e     eine  eindeutige  Function  ist,  und  daher 

s 

▼on  den  t  Wurzeln,  welche  y  e^  haben  kann ,  nur  eine  ganz  bestimmt   durch 
diese  Gleichung  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  s  =  -  ein  positiver  reeller  Bruch,    für  den  auch  eine  Irrationalzahl 

gesetzt  werden  kann,  wenn  man  Zähler  und  Kenner  gleichzeitig  zunehmen  lässt. 

Immer  ist  der  Ausdruck:  («')  ^  zu  definiren  durch  die  Gleichung: 

P_ 

und  da  auch:  (e^)^z:e^*  ist,  so  hat  man: 

P      P* 

also  den  obigen  Satz  auch  iHr  diesen  Fall  bewiesen. 

Da   wir  den  Begriff  der  Wurzeln  mit  gebrochenen  Exponenten  nicht  einge- 
führt haben  und  derselbe  mittels  der  Potenzen  mit  gebrodienen  Exponenten  immer 

s  X 

umgangen  werden  kann,  so  ist  der  Formel:  f  e*ne'    keine  Allgemeingftltigkeit 
beizulegen. 

Sei  nun  —i  immer  eine  beliebige  negative  Zahl,  so  ist  noch  immer  (^)  "^  * 
zu  definiren  durch  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

(e  )       = 


(e*)' 
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und  da: 


1 

1 

'Xt 

^^ 

e 

(«')' 

x$ 

e 

ist,  60  ist  unsere  Fonnel  für  jeden  reellen  Werth  von  s  bewiesen. 

Sei  jetzt  s  imaginär,  so  verlieren  alle  diese  Definitionen  von  (e  )  ihre  Be- 
deutung. Es  steht  uns  daher  frei,  diesen  Ausdruck  neu  zu  definiren  durch  die 
Gleichung: 

(.-,'=[(i.J)"]'=(u?)". 

Die  völlig  bestimmte,    in  convergirender  Reihe  zu  entwickelnde  Grösse  rechte  be- 
stätigt dann  die  Gleichung  (e^)'  =  e'^  auch  ifiir  diesen  Fall. 

Wii*  haben  bisher  nur  solche  Potenzen  betrachtet,  wo  entweder  der  Exponent 
reell,  oder  der  Exponent  eine  beliebige  complexe  2^hl,  die  Basis  aber  gleich  der 
gegebenen  Zahl  e  ist.  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  den  Uebeigang  auf  eine  belie- 
bige Potenz  a^  zu  machen,  wo  a  und  x  complexe  Zahlen  sind.  Ehe  wir  dies  je- 
doch thun,  sind  die  Potenzen  von  e  etwas  genauer  zu  untersuchen.  —  Sei  zu- 
nächst in: 

X  x^  X*        , 

X  reell  und  positiv,  so  sind  alle  Glieder  der  Reihe  rechts  ebenfalls  positiv,  und  neh- 
men  mit  wachsendem  x  zu,    e    wird  also  immer  grösser  werden,  wenn  x  wächst: 

für  arssO    ist    e*=l,    fvLrx=co,     «*  =  oo. 
Also: 

„Für  positives  x  wächst  der  Ausdruck  e^  gleichzeitig  mit  x,  und  zwar  von 
Null  bis  unendlich.** 

Sei  jetzt  x=z^y  negativ,  so  ist: 

-y^l^ 1 

Da  der  Kenner  positiv  ist,  wird  auch  e"^  positiv  sein,  für  y=rO  den  Werth  1, 
für  yr=QO  den  Werth  Null  haben,  und  je  grösser  der  absolute  Werth  von  y  wird, 

desto  kleiner  wird  e~~^  werden,  also: 

„Für  negatives  x  fUlt  e'  von  1  bis  0,  bleibt  somit  immer  positiv.** 
Und  allgemein: 

„Durchschreitet  x  alle  Werthc  von  —  x  bis  -|-Q0,  so  wird  e  alle  positiven 
Werthe  von  0  bis  oo  annehmen,  jeden  nur  einmal,  und  immer  im  Wachaen 
bleiben,  wenn  x  algebraisch  genommen  zunimmt.** 

4)  Einführung  der  trigonometrischen  Functionen  in  die 
Analysis. 

Sei  jetzt  «=at  eine  rein  imaginäre  Zahl,  so  hat  man: 
e    =1+0»--—- -_-_  +  -_-^  + 


1-2      1.2.3  '  1.2.3.4  '  1.2.3.4.5      •  *  • 

Die  Reihe  rechts  zerfällt  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil.  Den  erste- 
ren  bezeichnet  man  mit  dem  Ausdrucke  Cosinus  von  a  (cosrc),  den  letztem  mit 
dem  Ausdrucke  Sinus  von  a  (sin  «r).  Diese  Bezeichnungen  sind  mit  denen,  welche 
in  der  Trigonometrie  vorkommen,  identisch.  Jedoch  ist  diese  Identität  in  letzterer 
Wissenschaft  zu  beweisen,  nicht  hier,  wo  es  uns  auf  die  geometrische  Bedeutung 
der  definirten  Functionen  nicht  ankommt.    Es  ist  nun: 


rV.  e     =co8flr+*  Binir, 
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««  «* 


nr».  ^««-1-]— 2  **■  1.2.3.4  ■"F2.3.4.5.6"*'     '  ' 

IV  6.  Bin€(=.a 


1.2.3  •  1.2.3.4.5      '  •  • 

Die  Ansdrücke  für  cos«   and  sina  conyergiren  immer.    Sie  selbst  genügen  rer- 

•  » 

schiedenen  Gleichungen.  Znnftchst  wird  sich  der  Werth  Ton  e'^'*^  nur  von  e^*  da- 
durch oaterscheideD ,  dass  die  mit  t  mnltiplicirten  Glieder  negatir  sind.  Es  ist 
also: 

V.  e         =C0SM~isina. 
Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  in  IV.,  so  kommt: 

e'    «""  "  =  (cos  a+i  sin  «)  (cos  a— i  sin  «^, 
oder: 

VI.  l=:co8«^+6ina'. 
Es  ist  femer : 

/'%''•=  e('*+^^*«C08(a+/J)+isin(«+^), 
und  gleichzeitig: 

e**  *  «'^*=(co8  «  +  i  sin«)(co8  ß-^ismß)  =  cos  neos /f— sin  n  sin^  +  i(sinacos  ß 

+<:ososin^), 
woraus  sich  die  beiden  Grundformeln  der  Trigonometrie  ergeben : 

VII.  cos  (r< + ^)  =  cos  4x  cos  ^ — sin  a  sin  /9» 
Vlla.  sin(a  +  A  =  »nffC08^-|-cosii8in^. 
Da  man  femer  der  Definition  gem&ss  auch  setsen  kann: 

e        =:co8(— a)4- isin(— «), 

so  hat  man  wegen  Formel  V. : 

Vm.  cos(— «)  =  cos«,    sitt(— «r)  =  — sinir. 

Die  Formel  VI.  gibt  uns  aunftchst  das  Resultat,  dass  von  den  Grössen  cos«  und 
sin«,  so  lange  a  reell  bleibt,  keine  grösser  als  +1  werden  kann»  und  keine  un* 
ter  —1  sinken  wird.    D.  h.: 

„Cosinus  und  Sinus  reeller  Zahlen  sind  immer  echte  positive  oder  negative 
Brüche.*' 

Kennt  man  von  beiden  Functionen  die  eine,  so  ist  die  andere  bis  auf  das 
Voraeicben  gegeben  durch  die  Formel  VI. 

Was  nun  die  Aenderang  dieser  Functionen,  wenn  a  seinen  Werth  ändert,  an- 
betrifft, so  bemerken  wir  sun&chst,  dass  nach  den  Formeln  IV  a.  und  IV  b. : 

co8(0)  =  l,    sin(0)=0 

sich  ergibt,  und  man  für  kleine  Werthe  von  azsif  setsen  kann: 

co8(»')  =  l,     sin(K)  =  i', 

indem  man  alle  Potenzen,  die  höher  als  die  erste  sind,  gegen  1,  bezüglich  y,  ver- 
nachlässigt. 

Bekannt  ist  femer  der  Sats,  dass  jede  Beihe : 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und  wo  immer  das  nächste 
Glied  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  den  Bedingungen  genügt: 

denn  offenbar  ist  der  ersten  Beihe  rechts  noch  zuzuzählen,  um  S  zu  erhalten: 

wovon  alle  Glieder  in  den  Klammern  positiv  sind,  während  von  der  sweiten  Beihe 
rechts  abzuziehen  ist  die  Beihe  mit  ebenfalls  positiven  Gliedem: 
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Dies  angewandt  anf  die  Beihe  IV  b.  zeigt,    dass  deren  Werth  wenigstens  so  lange 
positiT  ist,  als  a  positiv  und  kleiner  als  2  ist    Offenbar  nftmlich  luuDn  man  setsen : 

'""-S-T*F?Tri"#-Tl*  •  •■ 

Die  Nenner  dieser  Qlieder  sind  aUe  grösser  als  1,  die  ZlUer  bilden  die  Beihe : 

\2/'  V2/  '  \2/  '  \2/  ' 

WO  ^  kleiner  als  1  ist;  sie  nehmen  also  ab,  und  somit  ist,    wenn  man  in  den 
Grenawerthen  fUr  8,  S=^sinir,  s=l  setst: 

«                      «     \2/ 
^sincr<=r  und  \9\iia'>^ —, 

d.  h.: 


sinff<ft  nnd*sinA>a- 


und  da  a  nach  der  Annahme  positiv  ist,  so  wird  dies   auch  mit  sin«  der  Fall 

«' 
sein.    Es  ist  nämlich  Ar  4x=2,  «— ^    ^  o=2— |  noch  positiv. 

1  •  2*  o 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Cosinus  von  o,  und  vergleichen  wir  zwei  Wertfae 
cosa  und  co8(a-f*i^),  wo  <e  und  y  positiv,  also  cr-|-y>a,  keiner  dieser  Werthe 
aber  grösser  als  2  ist. 

Man  hat: 

cos  («+ k) = cos  a  cos  y->  sinir  sin  y. 

Der  Ausdruck  sin o sin v  ist  nach  dem  Obigen  immer  positiv,  also: 

cos  {a-^y)  <cos  a  cos  y, 

eo%y  wird  nie  grösser  als  1  sein,  und  sich  übrigens  mit  abnehmendem  y  bis  anf 
jede  Grenze  der  Einheit  nlihem,  woraus  dann  folgt,  dass  man  hat,  wenn  y  eine 
gewisse  Grenze  nicht  flberschreitet : 

cos(a+»')<co8ir,  cos(a+2*')<co8a-{-i'  .  .   ., 

es  wird  also  mit  zunehmendem  «  der  Ausdruck  cos«  immer  kleiner  im  analy- 
tischen Sinne,  und  dies  wird  wenigstens  so  lange  dauern,  als  a  den  Werth  2 
nicht  tiberschräitet. 

Es  ist  nnn,  wie  wir  gesehen  haben: 

OO8(0)=l, 

also  f&r  «=0  ist  der  Cosinus  positiv.  Dies  findet  Ar  jeden  Werth  awifchen  Nnll 
und  Eins  statt,  da  die  Glieder  der  Beihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind 
und  abnehmen.    Somit  hat  man: 

co.«>l-— j, 

was  fftr  «=1  noch  gibt: 

cosa>^. 
Setzt  man  nun  aber  «=2,  so  ist: 

.     2«  2*  2« 

costt  =  l—=r  + 


1.2.3-4     1.2.3.4.5.6'      * 

^_ij.      2*       ,^     2«  2*        ,  . 

■^1.2.3.4^^    6^  ■*■  1.2.9.4"^  •  •  '^' 

Die  Beihe   in  der  Klammer  besteht  offenbar  ans  abnehmenden  Gliedern;  ea  ist 
also: 
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» 

Der  Ansdrack  rechts  Ut  aber  gleich  >-^,  also  negatir.  Da  nun  posa  zwischen 
a=l  nnd  a:r2  mit  sanehmendem  a  immer  abnimmt,  an  der  einen  Grenze  aber 
positiT,  an  der  andern  negatir  ist,  so  folgt  hieraas: 

„Es  mnss  einen  Werth  Ton  «r,  nnd  zwar  nnr  ehien  geben,  welcher  zwischen 
1  nnd  2  liegt,  für  den  der  Cosinus  gleich  0  ist/« 

Wir  bezeichnen  diesen  Werth  Ton  a  dem  einmal  eingeAhrten  Gebrauche  ge- 

miss  mit  r-.    Wir  haben  also : 

IX.  cos  5=0. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  wegen  Gleichung  IV.: 

mm  tfm 

und  da  der  Sinns  ron  x-  positir  sein  mnss,  da  7<2  ist: 

IZa.  8in^=l, 

femer: 

ni 

IXb.  «^=t. 

Ist  nun  t  eine  beliebige  ganse  Zahl,  so  hat  man : 


.2  )     =."«=i*'=l. 


w  .v«»+« 


n  .v4«+l  n  . 


oder  allgemein: 


X.  s^  =1,  i,   -1,   -i, 

wo  der  erste,  zweite,  dritte  oder  yierte  Werth  gilt,  je  nadidem  «=0,  1,  9  oder 
Bist. 

Dnrch  Trennung  des  Beeilen  vom  Imaginären  bat  man  noch : 

Xa.  cos|(4f+«)=l,  0,  -1,  0, 

Xb.  sing(4f+a)=0,  1,  0,  -1, 

wo  ebenfalb  a=0,  1,  2,  8  in  setzen  ist.    Hieraus  folgen  aber  auch  die  höchst 
wicfatigea  Formeln,  die  sich  ans  Gleichung: 

e*+y=e'ey 
ergeben,  wenn  man  iftr  jf  ein  Vieliachef  Ton  ^  setzt: 
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n 


and  wenn  man  in  diesen  Formel  x  mit  x%  vertauscht,  und  das  Reelle  vom  Ima- 
giniren  trennt: 

XII.  COB(x+2f  7l)33sC08X,  co8(d?4-(2<  +  l)i)=— co>^» 

00»  (*  -f  (4  «  +  l)ö)  =  ""  '"^  *j  ^^^  (* + (4» + 3)5") = sin  x. 
XII a.  Bin(a;+2<n)  =  8inap,  nn{x  +  {2s+l)n)-=:'-B\nx, 

sin  (x  +{is+l)-)=:coaXy  sin (x 4- (4» +3)^)= -cos«. 

In    diesen  Formeln    stecken  wichtige  wo  x  reell  ist,  oder  was  dasselbe  ist  in 

Eigenschaften     der     ExponentialgrOssen  Bezug  auf  die  beiden  Functionen  coso? 

und  der  trigonometrischen  Functionen.  und  sinx,  nnd  zwar  ohne  diejenigen  geo- 

Unter  einer  periodischen  Function /'(x)  metrischen  Betrachtungen,  weldie  man 

versteht    man  eine  solche,     welche  die  in    der    Trigonometrie    anfangt.      Wir 

Eigenschaft  hat,  dass  sie  fnr  jeden  Werth  wissen  bereits,  dass  beide  Avsdrttoke  im- 

von  X  die  Gleichung:  mer  zwischen  ~1  und  +1  liegen. 

f(x4*a)=f(x)  ,  .                .  -            ^     A 

.„                   ;            \         ^  cos(o)war  =+1,    cos^  =  0. 

erfallt,  wo   a   eine  gegebene  Constante  ^ 

ist.    Aus  dieser  Formel  folgt  leicht,  dass  Zwischen  diesen  beiden  Werthen  0  und 

jede  periodische  Function  atich  die  Glei-  ^ 

chnng:  Ä    ^^^  ^^^  Cosinus   immer  im    Fallen. 

fCx+$a):=f(x)  ,     w    ,        ,,  . 

Ist  nun  X  grösser  als  =r  aber  kiemer  als 

verificirt,   wo  «  eine  beliebige  ganze  po-  ^ 

sitive  oder  negative  Zahl  ist.    Die  Zahl  ^^  ^jg^   x  =  n-y,  wo  y  kleiner   als    ? 

a  heisst  „Periode  der  Function.*'  —  Die  2 

erste  Formel  XI.  zeigt  nun,  dass  die  Ex-  ist,  so  gibt  die  zweite  Formel  XII.,  wenn 

*.•  1    «         *    •           •  j.    i.^  1?  ™an  s  =  0  und  x=— y  setzt: 

ponentialgrOsse  e    eme  periodische  Func-  ^ 

tion  ist  und  die  Periode  2;f»  hat.    Die  cos(7j-y)= -co8(-y)= -cosy, 

letztere  ist  also  imaginär.    Dagegen  zei-  da  nach  Formel  YIII.: 

gen  die  ersten  Formeln  XII.  und  XII a.,  cos^— v)=C08V 

dass  die  Functionen  cos  x  und  sin  x  die  ,                            .    . 

reelle  Periode  2i  haben.  war.     Es    wird   also,    wenn  x  zwischen 

Führt  man   nodi  analog  den  trigono-  »  ^^^  ^  j.    ^    ^^^  Cosinus  immer  noch 

metrischen  Betrachtungen  em  die  Func-  2 

tion  Tangens    von    x    (tgx)    durch    die  abnehmen,  also  negativ  werden ;  ffir  x  =  ;r 

Gleichung:  also  y  =  0,  erhftlt  man: 

,  ^     sin  X  cos  TT  =  —1. 

^  '^    cosx'  Liegt  X   zwischen   n  und  2/r,    ist   also 

so  hrt  man,   wenn  man  in  der  zweiten  x=Ä+f »  »«J«!  Jf  j^^^J«^*  »^»  »»   »<>  gibt 

Formel  XII.  und  XII a.  «=0  setzt:  <l>e  zweite  iormel  XI.,  wenn  man  «  =  0 

.    ,    .     V  setzt: 

,    .    .     sin  (x+7i)      sin  X  ,        . 

g]gQ.  Der  Cosinus    durchlftnft    also   die  oben 

.         .  _      .  .  durchschriebene   Werthreihe   mit  umge- 

tg(x+7i}  —  tg(x;.  kehrtem  Vorzeichen,  er  wird  also  wachsen 

Die  Function  tg(x)  hat  also  n  zur  Pe-  von  cosff  =  — 1  bis    zu    cos  2/r  =— cos  n 

riode,  d.  h.  die  Hälfte  der  Periode  von  =  +  1.     Hier  Ist  die  Periode  ^n  einge- 

sinx  nnd  cos*.  treten,  und  die  Werthe  des  Cosinus  wer- 

Im  vorigen  Abschnitte  hatten  wir  den  den  sich  also  einfach  wiederholen. 

Gang  der  Function  e*  untersucht  für  je-  Ist  x  negativ,  so  hat  man  die  Formel: 
den  reellen  Werth  von  x.    Diese  Betrach-  cos  ( — x)  =:  cos  «, 
tnngen  setzen  uns  in  den  Sund.  Gleiches  ^j^^  ^.^  ^^^^^^^  ^^^  negativen  Varia- 
in Bezug  auf  die  Function  e^  *  zu  thun,  blen    haben    dieselben  Werthe    als  die 
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entaprecfaenden  poritiTen.    Was  den  8i-  1  tein.    Sei  jetst  «im— y,  und  y  klei- 
nns  anbeirifit^   lo   gibt   s.  B.  die  dritte  ■     ^     ,  ,«  .  .  . 

Formel  XU.,  wenn  man  *=0  wtrt,  da«  ^«'  ^  2'  ^^^  *  ^^'""^^  ■*'  "'  *^  ^** 

176thige;  es  ift:  man: 

\  Ai  -ov  /       CO«  (»— *)  CO«X 

aUo :  also : 

«in«  »-CO«  (*+  1),  tg(;r-j:)=~tgx. 

^  Die  Tangente  wird  von  s*  bi«    — «    ne- 

d.  h. :   Der  8ina«  wicb«t  von  0  bi«  ^r  ^  ^,    ^ 

2  gativ  «ein,  und  von  —00   bi«  0  wach- 

-       WT   ..         .    //x\    /v      .   '^     «  •®"»  wobei : 
Ton  den   Wertben  8in(0)=0,   «in^=l, 

sinkt  von  =r  bi«  n  bi«  anf  0,  von  n  bi«  ^ 

«  „  wird.    Da  n  die  Periode  ist,  wiederholen 

^  «inkt  er  weiter  bis  -1,  von  ^  bis  »><*  die«e  Werthc.   —   £«  folgt  hieran« 

«         .  «  Folgende«: 

2;v  iteigt  er  bi«  NnJl ,  und  wegen  der       „Jede  reelle  Zahl  kann  einem  Werthe 

eingetretenen  Periode  wiederholen   «ich  and  nnr  einem  von  tg(*)  gleicbgesetot 

die«e  Werthe,   wenn  a?  gro««er  al«  2ä  werden,   wo  x  »wi«chen  0  nnd  w  liegt 

i«t.     Für   negative    Vanablcn    gibt   die  igt  die  gegebene  Zahl  po«itiv ,  so  liegt 
Formel :  ^ 

sin(-a:)=-»ina:  *  awi«chen  0  und  ^,  i«t  «ie  kleiner  al« 

da«  Möthige.  1  «wiechen  0  und  ^,    sonst  swiachen  -j 

Untersuchen   wir    noch    die  Function  ^ 

sin  X  .     .       ,,       _,  .  und  =7.    Ist  die  gegebene  Zahl  negativ, 

tff«  = m  derselben  Weise.  2  ©       » 

^       cos*  ^ 

Man  bat:  so  liegt  x   «wischen  ^  und  tt,  und  zwar 

*^®^=**'  •   ,.       «      ^  3"     ^  ,.3« 

^  zwischen  ^  und  -^    oder  «wischen  -^ 

da  «wischen  0  und  ^    der   Zlhler    von        ,        •         1.;,     V,.    «  ui       •    u      a 

2  und  TT,  je  nachdem  die  Zahl  Bwi«chen  0 

tg(x)  immer  grOseer,  der  Nenner   aber  und    —1    und   zwischen   —1  und    —  co 

kleiner  wird,  so  wird  in  diesen  Grenzen  liegt.'* 

tg(x)  immer^wachsen,  und  wenn  x  sich       y^^  ^.^  ^^^^^   ^x\   ^^^^^^   ^^^  ^^ 

der  Grenze  ^   n&hert,    da  dann  co8(x)  *clbe     immer    gleich    einem    Ausdruck 

^  A-\-B\  ist,   wo  A  und  E  zwischen  +1 

•ich    der  Null  nihert,  positiv  unendlich  und  —1  liegen,  nnd  die  Gleichung: 

werden.    Wir  bemerken  noch,  das«,  wenn  ^ «  .  »t  - 1 

man    in    die  dritte  Formel  Xu.  setzt,  ü  +ä  -i 

7f  .  ^  ,  erfüllen.    Es  ist  nämlich: 

x=--j-,  s  =  0;  man  erhält: 

4  yl=:C08<r,   0  =  Bin  ff 

(n      n\ *   /     ^\  Leicht  einzusehen  ist  auch,   das«^  wenn 

2  "  i/""*"'"'\"  ir  »7«  Zahlen  Ä  und  B  die«e  beiden  Be- 
dingungen erfüllen,   man  immer  «etzen 

«^•o-  kann: 

coflj  =  flinj,  ii+ir»=e*\ 

und  daher:  ^^  '  einen  ganz  beatimmten,  awieehen 

0  und  2  n  liegenden  Werth  hat,  und  nur 

tg?r:l,  einen  solchen  haben  kann. 

5)  Von  den  Logari  thmen  reel- 

also  unterhalb  ^  wird  die  Tangente  klei-  ler  und  complexer  Grössen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

ner,  zwischen  7  nnd  -=:  aber  grosser  als  ^ 

4  2  e  =:y. 
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BO  kann  man   sich  x  als  abh&neie  von  _.    ,.  i.     ^9t       (tn-^ß^i         . 

Sf,  also  als  Function  dieser  Grösle  den-  ^^'<^\^  .  ^  =  «^      ^/^  w''^.».*'r* 

ken.    Man  nennt  x  den  natürlichen  Lo-  "^^P"cl^f  Je<iem  negatiren  Werthe  des 

garitbmus  von  y  oder   kurz  den  Loga-  Exponenten,    der    zwischen  0  und    -n 

rithmus  dieser  (Jrösse.    Es  ist  also:  ^'^^^  ^»"^^  zwischen  n  und  2;r.)    ^ 

1^'^  Man  hat  n&mlich : 

«=lgy  oder.«*^  =y.  a4-fii       aji      a 

In  der  Analysis  kommen  nämlich  in  der  *          =e   iJ'  =e  (cos^+tsin^), 

Begel   keine   andern  als  die  natürlichen   ..  .  ,.  .i„^  «,.««  «,„«  «^«u  ^«--.  .^*.*. 
X  "    .*u     -  «v      j   V  •  1      **  >*'  also,  wenn  man  noch  e  =r  setst: 

Logarithmen  vor,   w&hrend   beim  prak-  ' 

tischen  Rechnen  die   künstlichen  Loga«  A  =zr cos  fl,     Bssrsinß, 

rithmen  herrschend  sind.  *)  wo  r   positir  ist  und  jeden  Werth  Ton 

üeber    die    Logarithmen   lassen   sich  Q  bis  ao  annehmen  kann ,  und  ß  immer 

nun  folgende  Betrachtungen  anstellen:  ajg  zwischen  0  und  2n  liegend  betrach- 

„Ist  y  reell  und  positiv,  so  hat  r  =  lgy  tet  werden  kann, 

immer    einen    und  nur  einen  reellen  Erhebt    man    beide    Gleichungen    ins 

Werth,  welcher  positiv  ist,  wenn  y  grösser  Quadrat  und  addirt  sie ,  so  erhSlt  man : 

als  1,  negativ,  wenn  y  kleiner  als  1  ist.  aimR*—  i 

Wir  haben  nämlich  zu  Schlnss  des  Ab-  ^  +ä  -r  . 

Schnittes  3)  gezeigt,   dass  der  Ausdruck  Durch  diese  Formel  ist  r  völlig  bestimmt, 

X                 /\  L-      .           1.x       .1.      j  vi^d  was  auch  A  und  B  seien,  immer 

«  =y  von  0  bis   +0P  geht,   während  j^^^  ^^^^  ^j^  „„^  nur  ein  entsprechen- 

«von   -00    bis   +00   sich  ändert,  und  ^^^  positiver  Werth   von   r  finden,   so 
jeder  dieser  Werthe  von  y   nur  einmal 

berührt  wird."  dass  mittels  der  Gleichung  e  =r,    sich 

Sei  jetzt  «=:a+/8i  eine  beliebige  reelle  ein  reeller  Werth  von  «,  und  zwar  eben- 

(positive  oder  negative),  imaginäre  oder  falls  nur  ein  einziger,  ergibt.    Was  nun 

complexe  Zahl,    Fälle,   welche  alle  in  ß  anbetrifft,  so  hat  man: 

diesem  Werthe  enthalten  sind,  wenn  man  ^                  ß 

die,   wo   a  oder/?  gleich  Kuli  sind,  mit  sin/5  =  — ,     cos /?  =  -—. 
einschliesst.     Man    kann    dann    immer 

setzen :  Diese  Ausdrücke  sind  immer  echte  Brüche, 

,^.  dar  grösser  als A  und i?  ist    Das Zei- 

e  "^^  =:>l4-Bt,  eben  der  Ausdrücke  rechts  kann  belie- 

und  es  ist  dann:  ^'fi?   sein,  da  A  und  B  positiv  und  ne- 

I   *•'        /Ain-\  8*^^  wJß  können,  r  immer  positiv  ist. 

aH-^»=lg(il+Ä»).  Femer    realisiren   die  Ausdrücke  rechts 

Wir  behaupten  nun :  „dass  jedem  reellen  die  Gleichung : 

Werthe  von  A   und  B  ein    Werthpaar,  A'^-^-B^ 

nnd  zwar  nnr  eins  a  und  ß  entspricht,  8in/f*  +  co8/8'  = j —  =  1. 

welche  beide  reell  sind,  und  wo  ß  zwi-  ^ 

sehen  0  und  2;r,   oder  wenn  man  will  Die  Bedingungen,  dass  sich  ein  zwischen 

zwischen  -^n  und   +n  liegt.*'    (Es  ist  0   und  2n  (oder  zwischen   ^n  nnd  n) 

liegender  Werth  von  ß  ergebe,  wie  sie 
am    Schlüsse    des    vorigen   Abschnittes 

•'S  Die  Formeln-  gegeben  wurden,  sind  also  erfiiUt. 

;  mt  iJormeln.  ^  ^.^^  ^^^^  2ahl  y  lässt  sich  also  ein 

J^  complexer  Werth  von: 

«  «^=«      >       ^=«     ^'  lg(y)=«+/Ji 

finden,    und    zwar    ist    in    demselben: 

• *  A)  ^=0,  wenn  y  reell  nnd  positiv  ist, 

/  «n1 $x    '\l  jn^   «  B)  «=0,   wenn  y  =  i4+Äi  ist   und  A 

V.«  ;  — «     >    r  «  -«  ,  und  Ä  beide  echte  Brüche  sind,  welche 

gestaltet  man  dann  leicht  in  die  bekann-  die  Gleichung  i4«+Ä*  =  l   erfüllen.     In 

ten  Formeln  um:  jedem  Falle  sind  «  und  ß  völlig  bestimmt, 

IC  wenn  man  die  Bedingung  hinzufügt,  dass 

lg(iie)  =  lgti+lge,     lg-  =  lg«i-lgt),  p  nicht  kleiner  als  -n  und  nicht  grösser 

(als  +;r  sein  soll." 
'    I  =ilffii  N**'  iftiskTL   — y  eine  reelle  nnd.  nega* 

^,    ,        ^   .      ^    yuf     s    *   *        tive  Zahl  ist,  hat  man,  wegen  der  Formel: 

wenn  man  •*=is  t^:^v  setzt.  e«+('*+i)«i^  .  ,* 


(t)'=(>)'=-'"-'". 
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also  wenn  e  =y  ist:  «__   s—  t 

also  wenn  »  =  0  und«=— 1  geseUt  wird:  (^*jP-_(^»lg«jF— ^^1«« 

d.  h.:  («*)^  =  a^, 

,  und  wenn  man  lur  p   —  setzt: 

und :  ^  p 

^g{—y)  =  x—7ii;  1       j 

es  sind  also  hier  zwei  Logarithmen  von  /  <nP^    p 

— y  gegeben,  welche  an  dem  Endpunkte  ^                     {^a  j    ^a  . 

des   bezeichneten  Gebietes   liegen.     Um  ferner: 

diesen   Fall  aber   nicht   ausznschliessen,  •      /  lg«  Ig^vS       s  nffn+lirft) 

sagen  wir:    C)  it  und /J  sind  immer  völlig  C«*)   =(e»e»)=e^»^*^, 

bestimmt,  wenn  man  annimmt,  dass  beide  also : 

reell,   und  ß    grösser  als  —  n  und  nicht  (  h\'  -  * k' 

grösser  als  H-;r  sei.  i.^  ^   ~*       » 

Kach    diesen    Betrachtungen    können       ^ 

wir  jetzt  dem  Ausdruck:  a',   wo  a  und         (j^  —  il 1 

f  beliebige  reelle,   imagin&re  oder  com- 
plexe  Zahlen  sind,  immer  einen  ganz  be-     . 
stimmten  Sinn  unterlegen.     Wir  haben      ^^' 
nämlidi  immer:  ( '*\  -"' 

lg«  ^f>^  " iß' 

und  Iga  hat  in  jedem  Falle  wenigstens  Indess  ist  die  Theorie  der  Exponential- 

einen    genau   zu    bestimmenden  Werth.  grossen    und   der   Logarithmen    hiermit 

Also:  aus    dorn  Grunde  noch  nicht  erschöpft» 

a        Iffo^j       «lira  ^^^^  ^^  ^^^  Bedingung,  dass  der  imagi- 

«'=(e*»*0  =«        •  näre   Theil   von    Ig^A+Bi)    innerhalb 

,     jr  .  .  gewisser  Grenzen  liegen  solle,  eine  nidit 

Da  nun   der  Ausdruck  e    immer  einen  nothwendige  Beschrankung  gegeben  ist. 

Sinn  hat,  so  hat  auch  a*  =  e'^^**  einen  In  <l«r  That  hat  der  Logarithmus  einer 

solchen,  und  zwar  ist:  Zahl   unendlich  viel  Werthe,  und  somit 

(,     .  wenigstens  im  Allgemeinen  auch  die  Ez- 

1 +Üi^  r,  ponentialgrosse : 
*   ^  «_  «Iga 

oder:  a  — .e         , 

s  «'(Iga)'     <'(lga)*  ^^^    kommen    hierauf  so^eich   snrück, 

a  =  1  +  « lg  a  +  -}    o    +  -loa  +  •  •  •   bemerken  jedoch  noch  Folgendes. 

l*4         l'^»ö  ^2r   haben    gesehen,  dass  sich  jede 

und  somit  sind  die  Potenzen  mit  belie-   wmplexe  Grösse  i4  und  Bi  auf  die  Form 
biger  Basis  und  beliebigem  Exponenten   bringen  bess : 

• 

immer  auf  die  Grösse  e'  zurfickgef&hrt.  A'j*Bi^re^\ 

Alle  darüber  ausgesagten  Sfttze   gelten  ,  ,,  .^.    .  ^       __. 

Mch  hier.    NMienüioh  ist:  7  '  "»«l  »  rwU.  r  pcitiv  i.t,  y  gröwer 

als  —n  und  nicht  grösser  als  n  war. 
Diese  Verwandlung  kommt  oft  vor,  man 
nennt  r  den  Modul  der  imaginiiren  Ghrösse, 
if  das  Argument  derselben. 

r  und  9>  sind  gegeben  durch  die  Glei- 
dmngen: 

-       «  A     .         B 

r»  =  A*+Ä*i  ooi9>=— ,  iinys:— . 

Die    letsteien  beiden  lassea  sich  aadi 
also:  ersetien  durch  die  eine: 


a 

a'  = 

g*ig«^ngö_ 

,(*+Oig« 

also: 

st       s+ 

a  a  =a 

• 

^^^^  4 

t 

a 

.«lg« 

-l)lgö 
* 
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^B_  gen  mittels  efner  tri^nometriscbeii  Tafel 

^^"^A'  geschehen,  und  bedient  man  sich  in  die- 
sem Falle  lieber  der  Formeln: 

In  dieser  Formel  ist  aber  nicht  angege-  BAß 

ben,   ob  ff-  negativ  oder  positiv  sei;   da  tg»i  =  — ,    r= ^— — , 

tg(— 4»)=tg(n— ff)  ist,  also  sich  für  je-  ^           cosy-       «n  y* 

des  negative  Argument,  welches  hier  in  «...      „        .   .      , 

Betracht   kommt,    ein    positives    finden  ^IL*?*®!"     ^^  ff*  ""  ^^^  angegebe- 

l&sst.    welches   dieselbe    Tangente    hat  ncn  Weise  darzustellen: 

Indess  weiss  man,  dass  in  sin  y=-^  «  =  7,491236+10,123847, 

zn  negativem  B  auch  negatives  7  gehört. 

„E.    wird    .ich  .1.0  d.8  Voneichen  «=6.210099-43^7161. 

von  (fi  immer  nach  dem  von  B  richten.**  Indem  wir   beide  Rechnungen  vereinen. 

Das  Auffinden  von  y-  kann  imUebri-  ist: 

im  ersten:  zweiten  Falle: 

lg  1^ = 0,7095961  0,5164977 

lg  il  =  0,8745535  0,7168460 


lg  tgy  =9.8350426-10  9,7986517-10 

y  =  34*  22' 16",  68  -82*10'11",84 

cos  y.  =  9,9176956  - 10  9,9276129  - 10 


lg  r = 0,9568579  0,7892331 

r= 9,054363  6,155071. 

Da  die  Werthe  von  ^.   in  Winkeln  gegeben  sind,   so  müssen   sie  auf  Theile  von 
n  redncirt  werden.    Man  hat: 

34*  =  0,5934119  32*  =  0,5586054 

22'  =0,0068995  W  =0,0029089 

16" =0,0000776  11" =0,0000538 

0",  68 = 0,0000088  0",  84  =  0,0000041 


y  =  0,5998923  -0,5614717, 

also  im  ersten  Falle: 

«= 9,054363  e^'^^^^*, 


nnd  im  zweiten: 


=6.156071  e-<^5614717i^ 


6)  Mehrdeutigkeit  der  Wurzeln. 

Sei    znn&chst  a    eine   reelle  und  positive   Zahl,  so   hat  immer  die   QrOsse 
ft 
Ya  auch   einen  positiven  Werth,  den  wir  mit  a  bezeichnen  wollen.    £s  ist  dann 

a^=ia.     Da  nun  e''"*=l  ist,  welchen  ganzen  Werth  auch  s  habe,  so  ist  auch: 

2sn%\n 


n    ]        n  2ini 
ae         /    =1«   •         =1 


fi 
und  mithin  jeder  Ausdruck   ein  Werth  von  Va,  welcher  die  Form  hat: 

9s  ni 

ae  •*   . 

Obgleich  hierin  s  jeden   beliebigen  ganzen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  doch 

fi 
leicht  ersichtlich,   dass  sich  fuir  n  verschiedene  Werthe  von  ya    hieraus    ergeben, 
weldie  den  Werthen   von  s  =  0,  1  .  •  .  m— 1    entsprechen,    denn  w&re  s>fi— 1 
oder  s  negntiv,  so  kdnnte  man  immer  setzen:  s  =  fiA+s',  wo  s  einen  der  gegebenen 
Werthe  hat  und  k  eine  negatise  oder  positive  ganze  Zahl  ist.    Es  ist  dann : 
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^-(«Ip+j')        2*711+  

e         =:  e                      =  e  =  e          . 

Also    i)Qr  fi  Werthe  von  t    geben   ein  wm  unmöglich  ist,  wenn  E  nicht  gleich 

yerschiedenes  Resultat.  Null  wird. 

Sei  jeut  a  eine  negatire,  imagin&re  Es  kann  aber  ein  Ausdruck  «tenQra- 

pder  complexe  Zahl,  so  kann  man  immer  .^^     i^     m          .  «^ u     i        •  t  ^u^ 

setzen-  «  —  a  nicht  mehr  als  n  einfache 

Factoren   haben.    Es  ist    somit  in  dem 

<i  r=  r  e^ '  Gesagten    die   Theorie    der  Wunelaus- 

'      ,                  ,  siehung  ans  reellen  und  complexen  Zah- 

wo  r   positiv,    (f.  grösser  als    -;i   und  i^^  erschöpft. 

nicht  grösser    als  n  ist.    Man  hat  also  „           ^           ,.          «    ,.           ,     , 

jedenfalls:  ^^    ^^^^   ^^    dieser  Stelle  noch   der 

^  Beweis   zu  fiihren,   dass  jede  Qleichong 

^        ]L  ^  «ten   Grades   auch  n  complexe  Wnraeln 

yÄ  =  r*e",  *'*^«- 

^  Wegen  dieses  Beweises  verweisen  wir 

—  auf  den  Verfolg  dieses  Artikels, 

wo    r»   immer  als  positiv  gedacht  wer-  y^^^     ^^  nochmals   auf  die  Wurxeln 

den  kann,  und'  das  Argument  -^  stets  »nrückzukommen,    die  Darstellung  der- 

**  selben  anbetrifft,   so  ist,  wenn  a  =  l  ist, 

grösser  als und    nicht  grösser   als  ..,„.._     v       v     r  n         i        i 

^                     n                      ^  ein  Werth  Ton  y<i  ebenfalls    =  1 ,    also 

^  ist.  Gans  wie  vorhin  ergibt  sich  dann  aer   aUgemeine  Ausdruck  Ton  VI  wird 

^  sein: 

der  allgemeine  Werth  von  ya:  2s;ii 

i.  («/+«« yi)i  Vl  —  s  ••   , 
ft           « 

**     ^                 '  und  aus  diesem  Ausdruck,   multiplidrC 

d.  h. :  mit  einem  Werthe  der  itten  Wurzel  ans 

„Jede  Zahl  hat  n  verschiedene  Wur-  «•  ^^^^^^  ^^^  aflgemeinc  Werth  dieser 

zeln  fiter  Ordnung,    welche    die  Form  Wurzel. 

a+6i  haben.*^  Der  Ausdruck: 

Es  können  aber  auch  nicht  mehr  als  2$ni          3s  tt            8s;r 

n  Wurzeln    vorhanden   sein.     Denn  sei - —            — 

X   eine   derselben,    so   realisirt  sie  die  e  ^    =cos  ^  +i8in  ^ 

Gleichung:  -        ^    ^            . 

ist    offenbar  gegeben,    wenn   man  den 

x**— <f  =  0.  ganzen  Kreis  in  n  Theile  theilt,  und  die 

Darstellung  der  nten  Wurzeln  und   die 

Ist   nun  a   ein  Werth  von  x,   so  muss  Theilung    des  Kreises  bilden  daher  das- 

x^-a  durch  *-«  theilbar  sein.  —  Der  »«1*>«   Problem.      Namentlich    wird    die 
n  fite  Wurzel  der  Einheit  immer  durch  Auf- 
Quotient  ^-^  hat  n&mlich  jedenfalls  ^öju'ig    von    quadratischen   Glelchungeii 
x—a  erfolgen,   wenn  der  Kreis  auf  geometn- 
die  Form :  schem  Wege ,   d.  h.  mittels  der  graden 


n— I      .   n— 2  .  „   11—3 


Linie  und  des  Kreises  in   it  Theile  ge- 


x        +i4x      '4*^'        4-*-*  theilt  werden  kann,  und  umgekehrt    Fttr 

ß        die  Darstellung  der  nten  Wurzeln  der  Ein- 
+  Cr+D4-- — ,     heit  in   den  einfacheren  Fällen  bedient 


»— it 


man  sich  derjenigen  Formeln,  welche  aus 
wo  die  Coefficienten  auch  complex  sein  VII.  und  VII  a.  des  Abschnitts*  4)  wie 
können.    Es  ist  also:  in  der  Trigonometrie  abgeleitet  werden, 

^         '^  cos2a  =  cos«* -sma*=2cosa*— 1 


+  C*+D)+E,  =l-2.«.', 


und  es  muss  für  x  =  r  auch  x  =  a  sein,  sin  2a  ss  2  ein  a  cos  er, 
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.   «      ,/l— cos«  a     _/l+ooi« 

•"2=y— 2— •      «»2=y-2— 

A)  Sei  «=2,  Bo  ist  «»«=— 1,  BinffsO,  also  «"•=—1, 

yi=l  und  =—1,        ya=:a  oder  =— «r, 

wo  unter  n  diejenige  Wnnel  rerstanden  ist,  welche  der  Bedentang  genOgt,  das* 
ihr  imaginftrer  Theil  zwischen  —n  und  +»  liegt  (also  ancfa  Null  sein  kann,  waa 
eintritt,  wenn  a  positiv  ist). 

B)  Sei  fi=:3,  so  ist  nach  Formel  VII,  Abschnitt  4): 

8in2/f =sin  fii  cos  |;r— cos  Jtt  sin  }7r. 

Setst  man  also  }n  =  x,  so  ergibt  sich: 

0 = sin  «  cos  2x + cos  X  sin  2«, 

oder: 

sin  X  (1 — 2  sin  «■) -»- 2  sin  «  cos  «■  =  0, 

l-2  8ina?«+2(l-sin««)=0, 

3=4sin«*, 

also: 

smi«  =  JV3, 

(nach  der  Formel  0O8«'+>ii^''  =  l  >>t  das  negatire  Zeichen  an  nehmen,  weil  ^n 
awifchen  ^  nnd  n  liegt). 

e*"*=-i(l-iy3). 
e*"»=(c*"V=i(-2-2iy3)=-4(l+iy3), 
alao: 

ya=-.|.(i-iV3),   -^(i+iy3),  «. 

C)  Sei  n  =  4. 

cos-g-=0,  slny=l, 

e^*=i,e^*:r-l,  •*  *=-i. 

ya=a,    a«,     — «f,    — «•• 

D)  Sei  fi=5. 

sinw  =  0=8in}7icos{7f+cos}:f  8in}fr, 

alsa  wenn  man  x=^9f  setst: 

0 = sin  2«  cos  &C4-C08  2x  sin  3«, 

sin  Sx  =  sin  2;e  cos  «+ oos  2«  sin«, 

0=:sin2«co8  3c  +  8in2«cos2a;cos»+(l— sin2«*)sindr, 

cos  3x=:  cos  2x  cos  «•— sin2x  sin  «, 
0 = 2  sin  2«  008  2  o;  cos  ar— 2  sin2j(*  sin  x+ »n«> 
sin  2»  =:  2  sin  «  008  «, 
also  wenn  man  mit  sin«  hebt: 

0=4 cos«*  cos 2«— 8 sin«*  cos«* +1» 
oder  da: 

C082«  =  2008«*— 1 

ist; 
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4casa?«(2coix«-l)-8oo8**(l-co8«»)+l=0, 

16C08  flt*— 12C08«*  + 1  =0. 
Es  ergibt  sich  hieraus: 

4co8«»=|4:iV5. 

Was  das  Zeichen   anbetrifft,  so  merke  man,  dass  cos-j-^  Vj-i  also  co8-7->y|, 

n  * 
4  cos -7-  >2  ist,  mithin  das  obere  Zeidien  genommen  werden  mn88.    Es  ist  alsp: 

«)»-5-=*V(*+*V5), 

woraus  sich  ergibt: 
yds<r,    a  I cos  •^+»  «a  -g- 1  ,  « I  cos  v-+«  sin  -^1  ,  it  I cos  -^^■•"'* -c"/  > 

C08^+»8m-^l  , 

Aasdrücke, . deren  Berechnung  wir  hier  sparen.    Zugleich  ergibt  sich: 

ya-^tt,  tt  I cos -^+ 1 sm -^1  , 

wo  f  die  Werthe  1  bis  9  annimmt. 
E)  Sei  nr=:15,  so  hat  man: 

co8^=co.(-g.--g-)=cos^co8-g-+..o^  em-g-, 

und  d«: 


n  _  ,/l4-eoi|«_. 


cos 
n 


bekannt  sind,  ebenso  wie  cos  -7-  und  sin -7-,  so  sind  auch  die  löten  Wurzeln  der 

Einheit  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  zu  finden.     Wegen  der  For- 
ce a  -  ■ 
mein,  welche  cos  -^  und    sin  -^  geben,  wenn  cos  a  und  sm  a  bekannt  sind,  kann 

man  jede  2m te  Wurzel  auf  diese  Weite  bestimmen,  wenn  die  fite  bekannt  ist.  Zu 
merken  ist  noch,  dass  auch  die  17 te  Wurzel  der  Einheit  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  gefunden  werden  kann.  (Siehe  den  Artikel:  ,,Kreistheilnng".) 
Bei  wirklicher  numerischer  Berechnung  Ton  Wurzeln  bedient  man  sich  jedoch 
immer  der  trigonometrischen  Tafeln. 

7)  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen. 

Wir  wollen  mit  l(a)  denjenigen  Logarithmus  von  <t  bezeichnep,  von  dessen 
Vorhandensein  wir  uns  in  'jedem  Falle  überzeugt  haben ,  und  dessen  imaginärer 
.Theil  grösser  als  —  tt  und  nicht  grösser  als  n  ist,   während  lg a  jeden  Ausdruck 

X  bezeichnen  soll,  welcher  die  Gleichung  e  =za  verifioirt.    Offenbar  ist  dann: 

e'W=^ 
und.  da  e^'^'^zil  ist:  . 


und  folglich: 
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wo  s  eine  beliebige  positire  oder  negatiTe  ganse  ZaU,  Null  inbegriffen,  yorstelU. 
„Jede   complexe  Qrösse  bat  also   anendlich  viel  Logarithmen,  welche  sich  ans 
einem  derselben  ergeben,  wenn  man  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2  nt  hinzuzählt. 
Namentb'ch  ist: 

«•  =  1,        »(1)=0, 

also : 

femer: 
also: 


lgl=2<nf; 


e"»=-l,  m=:/(-l), 


also: 


Ig(-l)  =  (a.+l)nt; 

n 

9  ff   ,        ,/.v 


lgi=(4*+l)^t; 


=  -•»       '(-0  =  --2-*» 


lg(-0  =  (4i-l)~-i=(4s+3)|-i. 

„Alle  positiven  Zahlen  haben  Logaridimen,  dere«  imaginärer  Theil  stets  ein 
grades  Vielfaches  von  ni  sein  muss'* 

und  wegen  der  Formel  lg(— fl)=lga+lg(— 1): 

„Alle  negativen  Zahlen  haben  aolphe  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil 
ein  nngrades  Vielfaches  von  n  ist.** 

„Alle  rein  imaginären  Zahlen  hJaben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer 

Theil  ein  nngrades  Vielfaches  von  -^  ist,   und  ftwar  wenn  sie  mit  +t  mnltipli- 

cirt  sind,  ein  Vielfaches  von  der  Form  4f+li   wenn  sie  mit  — t  mnltiplicirt  sind, 
von  der  Form  4« +3." 

Ans  der  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen  ergibt  sich  die  der  Exponential- 
grössen.   Welchen  Werth  des  Logarithmus  man  auch  nimmt,  immer  ist: 


X 

a 


=."«-  =  um  (l+^-)-. 


d.  h. : 


X 

a 


=i+xigtf+-j-^2-  +  i-g^a  ^  •  •  •' 


also: 

eine  Beihe,  ^e  im  Allgemeinen  unendlich  viel  Werthe  hat.  Da  jedoch  m'  ein* 
dentig  ist,  wenn  »  eine  ganae  Zahl  ist  und  nur  k  Werthe  hat,  wenn  x  ein  Brach 
mit  dem  Nenner  k  ist,  so  wird  sich  auch  der  Ausdruck  rechts  im  ersten  Falle 
auf  einen,  im  letstera  auf  k  Werthe  Tednciren,  und  diese  Reihe  nur  dann  nnend- 
lieh   viel  Werthe  behalten,  wenn  x  eine  irrationale  oder  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

8)  Berechnung  der  Logarithmen  reeller  und  complezer  Zahlen* 

Wir  haben  bisher  nur  die  Möglichkeit  der  Berechnung  der  Logarithmen  be- 
wiesen, nnd  wollen  jetst  dieselben  wirklich  darstellen. 
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Gehen  wir  ron  der  Formel  am: 

,=.'«•= Um  (1+'-^)". 

•o  erhftlteB  wir: 

1 

Km  [«  («"-!)]  =  lg«. 

1 

Wir  setsen  x^l-fy,  und  berechnen  den  Ansdnick  (l-f-y)"  nach  dem  Binomi- 
schen Satae  fUr  gebrochene  Zahlen.  Da  derselbe  aber  nnr  dann  eine  convergente 
Baihoaentwickelnng  gibt,  wenn  der  Modal  von  y  kleiner  als  1  ist  (vergleiche  den 
Artikel:  „Reihen'*),  so  ist  von  vorn  herein  ersichtlich,  dass  unsere  Entwickelnng 
hOehsteBB  in  diesem  Umlange  gültig  sein  wird.    Es  ist: 


t 


(1+,)  -  =1+^  y  -^Tr^y'+"'  1:28       »•- 

woraus  sich  ergibt: 


•4 ..  («4) (»4) 


n{x      -l)=y-— ._y«+ — 


r»_ 


1-2  '    '  1.2-3 

Um  die  Grenzen  der  Convergens  dieser  Reihe  zn  bestimmen,  nntersachen  wir  den 
Quotienten  des  s+lten  durch  das  ste  Glied: 

('4)('4)-('4)'-»-»-->'^'  ,  ^^ 
(•4)(»4)-(-4)'-'»-"+«''"^'"'''-'' 

_  *y         y 

"•+1     fi(s+l)' 

und  es  ist  klar,  dass  mit  wachsendem  $  das  letztere  Glied  verschwindet,  das 
erstere  sich  der  Grenze  v  n&hert  Diese  Reihe  convergirt  also  in  der  That,  wenn 
y    kleiner    als   1   ist,   ialls   y   reell  ist;    sollte  y  imagin&r   sein,    so  setzt  man 

y=:re^\  und  der  Modul  r   wird  dann  kleiner  als  1  sein  miissen.    Denn  da  alle 

Potenzen  von  y,  also  y    Grossen  ron  der  Gestalt  r  e  ^*  ergeben,  und   diese  in 

einen  reellen  und  imagin&ren  Theil  zerfallen,  r    eosittf,  %r    siniktf,  die  beide  Idei- 

L 

ner  als  r  sind,  so  werden  die  entsprechenden  Reihen  convergiren,  wenn  die- 
jenige convergirt,  welche  entsteht,  wenn  man  y=r  setzt,  was  der  Fall  ist,  wenn 
r  kleiner  als  1  ist.  L&sst  man  nnn  in  unserer  Entwickelang  n  wachsen,  so  ver- 
schwinden die  Ansdrftcke  — ,  nnd  man  hat: 

n 

1)  i«(i+s')=y-i»'+*»'  -*3f*+  •  •  • 

Man  kann  jedoch  mittels  dieser  Reihe  unmittelbar  nur  die  Logarithmen  derjenigen 
reellen  Zahlen  berechnen,  welche  zwischen  0  nnd  2  liegen,  da  diese  nur  sich  anf 
eine  Form  l-f-y  bringen  lassen,  wo  y  zwischen  -*•!  und  -f  1  liegt.  Ebenso  er- 
geben  sich  daraus  nur  die  Logarithmen  der  imaginftren  Zahlen   von  der  Form 

l+re^\  wo  r  kleiner  als  1  ist.    Setzt  man: 

1-l-re^*  :=«+«, 

io  mnss  sein: 

«=l*ft-reof9s    6=rsinqr',    (0-l)*-hA«=r*. 

Bf  Ist  also  die  Bedingong  zn  erlEdlen: 

(a-l)»+A*<l,    oder    (a-l)»<l-6*, 
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welche  Bedingang  man  auch  sdireiben  kann: 

a*~2a<— 6",    oder    2«— «*>6«. 

Indess  lassen  sich  Reihen  für  lg(l+y)  finden,  welche  immer  conrergiren.  Neh- 
men wir  zunächst  an,  x  wäre  reell  nnd  positiv,  so  dass  x  immer  einen  reellen 
Logarithmus  hat,  so  ist: 

lg*  ^^'      l 

e*    =:x,    e  =:  yjr, 

wo  wir  nnter  Yx  immer  die  positive  Wurzel  verstehen.  Es  ist  also  — lg  x  =  Ig/ar, 

und   die  Bedeutung  dieser  uns  schon  bekannten  Formeln  ist  hier  so  beschr&nkt, 

fi  ft 

dass  Iga;  nnd  IgV«  die  reellen  Werthe  l(x)  nnd  /(V«)  dieser  Grössen  bedeuten 
Formel  1)  gibt  dann: 

/(K*)=f«-i-i(K«-i)«+f  (V«-i)»-  . . ., 

also: 

2)  i(«)=»(p«  - l)_A(y,_i).  +.5. (V,-l)»-  .  .  ., 

Welche  positive  Zahl  auch  x  sei,  immer  l&sst  sich  eine  Ute  Wurzel  ans  x  finden, 
welche  um  ein  beliebig  Kleines  von  der  Einheit  abweicht,  nnd  somit  lässt  sich 
etwa  durch  wiederholtes  Qnadratwnrzelansziehen  aas  x  immer  ein  Werth  von  n 
bestimmen,  welcher  der  Reihe  sogar  einen  beliebigen  Grad  der  Convergenz  gibt. 
Fttr  wachsendes  fi   kann  also  die  Reihe  anf  ihr  erstes  Glied  beschrankt  werden, 

1 

wo  sie  dann  mit  dem  oben  fflr  \og.x  gegebenen  Wertk  Um  n(x  ~  1}  zusammen- 
ftllt.  Dass  übrigens  die  Reihe  keinen  andern  Werth  von  Igx  als  l  {x)  gibt^  wenn 
n 

Yx  .iteell  nnd  positiv  ist,  folgt  daraus,  dass  beide  Ausdrücke  links  nnd  rechts  reell 
sind,  und  dies  bei  keinem  andern  Werth  von  Ig(^)  stattfindet  Was  die  Loga- 
rithmen der  negativen  oder  rein  imagin&ren  Zahlen  anbetrifft,  so  ergeben  dieselben 
sich  aus  der  Reihe  2)  ebenfalls  mittels  der  Formeln : 

/(-«)=/(x)+wi, 

/(-ix)=/(*)~i 

Wir  wenden  nns  jetzt  znr  Berechnung   der  Logarithmen   complezer  Zahlen 
Es  sei: 

also : 

a-|-/8i=lg(Ä4-K), 

so  lässt  sich  a  immer  noch  durch  die  Reihenentwiekelung  2)  bestimmen.  Es  ist 
n&mlich : 

also  indem  man  beide  Formeln  mnltiplicirt: 

e*"=:a»  +  i«,    2a  =  /(«»+6'), 

«  =  i  /(«t» 4-  6«), '  oder     =  /(>^a»+6«\ 

also  a  ist  der  reelle  Logarithmus  einer  positiven  ZahL  Es  kommt  also  nur  ail 
die  Bestimmung  von  /9  an.    Wir  haben: 
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wo:  , 

A=—,  B=~    und    r=V(a«+i') 
r  f 

ist.    Ei  ist  also  immer  A*-\-B*  =  l. 

Da  die  Entwickelnng  nach  Reihe  1)  möglich  war,  wenn  (A — 1)*<1— i?* 
war,  so  ist  hier  (A—iy<A*  die  Bedingung.  Sie  wird  erfüllt,  wenn  A,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  grösser  als  ^  ist. 

Ans  der  Formel    e^=A+Bi  ergibt  sich: 

il=cos/9,    B  =  8mß. 

Nun  ist  cos  -0-  =  1*  ^^  Abschnitt  6)  wurde  nämlich  berechnet :  cos  }  ;i  =  —  |,  also  ist : 
o 

cos  ^  n  =  cos  (if — }  w)  = + 1. 
Ferner  nimmt  der  Cosinus  zwischen  0  und  n  immer  ab,  also  ist  die  Reihe  1)  zu 

gebrauchen,  so  lange  ß=l(A-\-  Bi)  kleiner  als  -^   ist.     Da    diese  Entwicklung, 

welche  wegen  des  complexen  Ausdruckes  nach  dessen  Potenzen  geschieht, 
nicht  sehr  bequem  ist,  so  bedient  man  sieh  in  der  Regel  einer  anderen.  Sei 
wieder: 

««+^=0+«,     also    «*"'•=  a-6i. 
Die  Diyision  beider  Formeln  gibt: 

2/^*  -  ^  +  ^  _  g 

•       "-«-6i-  ,     b  .' 

1 • 

a 

also  wenn  — ,  ein  Ausdruck ,  der  jeden  reellen  Werth  annehmen  kann,  gleich  u 
gesetzt  wird: 

»/«=!«  fzji=l«(l+«9-l«(l-««i). 

also  wenn  man  beiife  Logarithmen  nach  Formel  1)  entwickelt,  so  ergibt  sich: 

lg(l  +  iii)=«i+ii«'-*i«*i-iti*+Jti*i-  .  .  ., 

lg(l-m)=-w+iii"  +  4tiM-i«*-Ji«»i4-  .  .  ., 
also: 

b 
11  =  — . 

a  . 

Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchen  Grenzen  diese  Reihe  convergirt.  Die  Bedin- 
gnngsgleichung  gibt:  ti*<l,  also  6 «1,  abgesehen  Tom  Vorzeichen.     Da  übrigens: 

a  b 

Az:cotß= —     und      Ä  =  BinÄ=-- 

war,  so  mnss  auch  8in/)<cos^,  abgesehen  Tom  Vorzeichen,  sein.  Da  nun  der 
Sinus  zwischen  0  und  -^  wächst,  der  Cosinus  in  dieselben  Grenzen  fällt,  aber: 

ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Entwickelnng  so  lange  statt  hat,  als  ß  zwischen 
—  -j-  und  +  -j  liegt.  Aendert  nämlich  u  sein  Vorzeichen,  so  geschieht  dies  offenbar 
auch  mit  ß,  ohne  dass  diese  Grösse  ihren  absoluten  Werth  ändert,  also  jedem  ß 
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zwischen  0  und  -^  entspricht  ein  ß  zwischen  0  und  — ^.    Der  Gebranch  dieser 

4  4 

Gleichung  gilt  noch  fUr  dio  Grenzen  -^  und  — ?- selbst.  Esist  nämlich  dort«  =  — 

4  4  m 

sm  -^  sm  (^-  -jj 

=  1,  und  i«  = j r-=--l.    Die  Glieder  der  Reihe  nehmen  für  nsl 


71 

T 


cos-^  cos(^-^j 


4 

ab,   und  haben  abwechselnde   Zeichen,    und   solche  Reihen  conrergtren  immer. 
Man  hat  also: 


•  • 


Die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe,  welche  zur  Bestimmung  von  n  dient.  Da  diese 
Reihe  jedoch  nur  äusserst  langsam  convergirt,  so  bedient  man  sich  anderer  Enl- 
wickelungen  zur  Bestimmung  von  n. 

Wir  hatten  allgemein: 
also: 

«+^»=:lg(4l+4i). 

Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  welchen  Logarithmus  unsere  Reihenentwickelung  Tor- 
stellt  Es  ist  nftmlich  in  allen  Logarithmen,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ß  ver- 
schieden. —  Offenbar  sind  die  Darstellungen  von  lg(l+t(0  und  lg(l— tii)  conti- 
nnirliche  Functionen  von  «,  so  lange  die  Reihen  convergiren,  welche  f&r  «=^0 
verschwinden.  Für  diesen  Werth  steUen  sie  also  1(1-^  vi)  und  /(l— vi)  vor.  Sie 
können  aber  für  keinen  Werth  von  u  einen  andern  Logarithmus  vorstellen.  Denn 
wiire  etwa  die  erste  Reihenentwickelung  von  «=0  bis  «=«,  gleich  /(l+«i)  und 
für  «=a+r  gleich  l(i'^ui)-i-2snu  Da  dies  ja  der  allgemeine  Ausdruck  ist,  so 
konnte  dieser  Ausdruck  nur  aus  dem  erstem  hervorgehen,  wenn  man  eine  endliche 
Zahl  29  ni  zuzählt,  würde  also  nicht  continuirlich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  imaginären  Theile  beider  Reihen  der  eine  zwischen 
0  und  n,  der  andere  zwischen  —n  und  0  liegt  (sie  haben  nämlich  angleiche  Vor- 
zeichen).   Es  wird  also: 

2;4=;(l  +  Mi)-/(l-m) 

zwischen  2ni  und  — Stis,  d.  h»  ß  swischen  -^n  und  +7i  liegen.  Es  wird  also 
auf  diese  Weise  inmier  /(a+M)  gefunden.     Diese  Betrachtung  ist  bei  Bestimmung 

der  Grenzen  der  ConTergens  von  ß  und  der  Reihenentwickelung  fBr  -j-  bereits 
anticipirt. 

Noch  ist  ß  zu  bestimmen  ftlr  den  Fall,  dass  6>a,  ß>'T'  iBt.     Es  ist  dann 

4 

noch  immer: 

alsot 

2ßi     a^bi 

•      ^a-\-bi' 

also  wenn  mun  Zähler  nnd  Nenner  rechts  mit  i  mnltiplicirt: 

^Sfli_    b+ai 

*  -  ^b-\-ai' 

oder  wenn  man  mit  e^*=-^l  mliltiplicirt: 

«  — T     ! —      - 


Ä— at 


» 


1      '  • 
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und  wenn  man  -r=^  setat: 

Die  Bntwickeloog  aber  gibt  gans  wie  oben: 

a 

•=T' 

eine  Beihe,  welche  convergirt,  wenn  v^<l,  also  a»  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
kleiner  aU  b,  oder  wenn  -^—ß  awiachen  — »>  and  -j-,  also  swischen  In  nnd 
}  71  liegt.    In  diesem  Falle  hat  man  also : 

4)  /»=!■-•'+*•*-*«'•+  . . . 

a 

Immer  wird  eine  der  Beihen  8)  oder  4)  den  Werth  Ton  ß  geben.  Wir  haben 
nämlich  die  FÜle,  in  welchen  beide  conrergiren,  noch  nicht  röUig  erschöpft.  Die 
Beihe  3)  conTcrgirte,  so  lange  sin/l<oos/9  war,  abgesehen  vom  Vorseichen.   Dies 

ist  nicht  allein  in  den  Grenzen  — j-  und   4--^  der  Fall,    sondern  anch  in  den 

4  4 

Grenzen  }7f  nnd  n,   denn  eine  Grösse  in  diesen  Grenzen  ist  gleich  n^a,  wo  a 

zwischen  0  nnd  ^n  liegt,  aber: 

sin ()i — a)  =  sin a,    nnd    cos  (n^a)  =  —cos  a. 

Gleiches  gilt  in  den  Grenaen  ~|ii  nnd  — nr,  denn: 

sin  (—«)=: --sin  ff,    und    cos(— a)=cosa. 

Der  Umstand,  dass  der  Winkel  positiT  oder  negativ  ist,  hat  also  auf  unsere  Schlüsse 
keinen  Einflnss*  Die  Convergeni  der  Beihe  4)  findet  ans  diesem  Grunde  auch  in 
den  Grenien  —  |n  und  -*|n  statt,  wie  sich  auch  von  selbst  ergibt,  da  die  Beihe 

f&r  -^1 — ß  in  diesen  Grenzen  nnr  ihr  Zeichen  tadert. 

Man  hat  also  allgemein : 

wo  «=/(/«*+&*)  immer  durch  die  Formel 2)  zu  bestimmen  ist,  und/9  sich  durch 
Formel  S)  ergibt,  wenn  b  kleiner  als  o,  dagegen  durch  Formel  4)»  wenn  a  kleiner 
als  b  ist,  abgesehen  Tom  Vorzeichen. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  man  wie  in  der  Trigonometrie  setat: 

3f=arcsinjr,  wenn  xasiny, 

jf=arccos«>  wenn  x=:cosjf, 

y^aretg«,  wenn  «=tgy. 


Da  man  nun  hat: 


also: 


ßi  *.  •  .    •       ^ß^     l+»tg^ 

e**  =cos^+t8mft    e  *-  ^fz^^f 


tarcsin«     ^./^       .%  ,     . 

iarccosa      ^  ,  iM/z-t      ■^\ 

siarctg«      l+i« 
e  ^    == — r-, 


so  ist: 
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arc8in«  =  -:-lg[y(l— «»)  +  «t],  "J^'^'T**  *"'  ^*®  angegebene   Weise 

■t  mit   d   multiplicirt ,    ca-('<^^^=<^(<*+^*) 
arcco8a=-r-lg[a+i  V(l~a^)]i  gibt,  so  stellt  obiger  Ausdruck  das  ver- 
*      ^     .  langte  Product  vor,  auch  kann  der  Mili- 
are tga=--^  lg —^-4^,  tiplicator    eine   Irrationalsahl    sein,    die 
2%     1—ia  man  sich  als  Grenze  eines  Bruches  denkt, 
und  diese  drei  Functionen  sind  also  eben-  —  I>ftgegen    verlangt  das  Multipliciren 
falls  Ausdrücke,    denen    unendlich  viel  »»*    complexem  Multiplicator   eine  neue 
Werthe  zukommen.  Definition.     Sie   ist  gegeben  durch   die 

Sfttze: 

9)  Betrachtungen  überdioNa-  i.    Ein  Ausdruck  a+&t  wirdmitc+fft 

tur  des  Imagin&ren.  multiplicirt,  wenn  man  ihn   erst  mit  c 

Wir  haben  in  den  vorigen  Betraditun-  ved  dann  mit  di  multiplicirt,  und  die  Pro- 
gen dem  Imaginären  eine  rein  formelle  ducte  addirt.  —  Die  Multiplication  mit 
Bedeutung  gegeben,  die  sich  etwa  auch  e  ist  nach  dem  Obigen  ausführbar;  was 
so  fassen  lisst,  dass  jede  Gleichung  von  die  mit  di  anbetriflFt,  so  geben  wir  die 
der  Form   a+ßi^yi-dii   eben  nur   ein  Begel: 

anderer  Ausdruck   für   die   Gleichungen  U-     « +  *»  w>rd   mit   di  multiplicirt, 

a  =  y,   ßsszd  sei.     Dass  aber  mit  den  wenn   man    erst  mit  d  multiplicirt   und 

Ausdrücken    rechts    und    links  in  dieser  das  Product  abermals  mit  i  multiplicirt. 

Gleichung  nach  den  gewöhnlichen,    für  I>ie  erste  Multiplication   ist  ausführbar 

reelle  Zahlen  gültigen  Regeln  gerechnet  »nd  führt  sn  einem  Ausdrucke  von  der- 

werden  könne,   also  auch  andere  Glei-  »«Jben  Form.    Es  bleibt  nur  die  Multi- 

chungen  gebildet   werden  dürfen,  wenn  plication  mit  i  übrig, 

man  damit  die  Gleichung  t«  =  — 1  ver-  HI.  ä+W  wird  mit  i  multiplicirt,  wenn 

bindet,  also  rein  formell  immer  i^  mit  man  erst  a  und  dann  6i  mit  i  multipli- 

-1  veruuscht.    Das  Resultat  jeder  sol-  cirt,   und   die  Thcilprodncte   addirt.    — 

eben  Rechnung  ist  dann  immer  wieder  I^e™  Product   ai   Iftsst   man  seine  for- 

ein  Ausdruck  von  der  Form  «i+W,  und  moUe  Bedeutung.    Das  Product  bi%=ln* 

es   ist   dies    die   wichtigste   Eigenschaft  ^^^  definirt,  eben  mittels  der  Gleichong 

imagin&rer  Ausdrücke,    dass  man  eben  i>^— 1. 

«u  keinen  neuen  Formen,  weder  dnrch  j,ie  Diririon    itUirt  >u  keiner  neuen 

gÄ  Sird.                         Operationen  ^nniAme,  denn  der  Quotient : 

Ueberlegt    man,     welche   Annahmen  **       .^g-^ßi 

nOthig  sind,  um  sämmtliche  einfachen  Ope-  c+di 

rationen   mit  imaginüren  Grössen   voll-  "*  definirt  durch  die  Gleichung: 
führen  zu   können,  so  kommt  man  auf  a  +  6t  =  (a+j9i)(c+di), 

folgende  wenigen  Regeln:  ^^^  ^^  j^.^^^„^  ^.^^. 

A)  Beim  Addiren.  (a+W)(e-ili)=(«+/N)(c»+rf*) 

^r'  ^J^'f"^''«*  ^''"'f'"'  ^""1™  "i";.^  «mittels  der  Multiplications  -  Sfttze  ergibt 
werden  addirt,  wenn  man  die  reellen  und  die    __  .  _^  _._  .„^u. 

mit  i  multiplicirtenTheile  für  sieh  addirt.  '^  ^'^^  ™*"  *"^'*' 

Dieselbe  Regel  gilt  auch  für  die  Sub-  ,  ^.__(a+^(g-<*V 

traction,   die  ja  eine  Addition  von  zwei  ""^"^  c*-i-</* 

Zahlen  ist,   deren  eine  negativ  genom-  ^  ac+bd-\-{cb—ad)i 

men  wird.  -"         c*+d*  ' 

B)  Bei  der  Multiplication.  ^j^  Formel,  welche  wir  oben  fanden. 
Der  Ausdruck  a-^-bi  kann  mit  jeder       G)  Was  das  Potenziren  anbetrifft,  so 

ganzen  Zahl  ffi  durch  die  Formel  am -f  &>ni  ist  bloss  die  Definition  nöthig: 
multiplicirt  werden,  welches  sich  aus   A  «4-81  /        ti4-8i\n 

ergibt,  da  das .  Multipliciren  nur  ein  wie-  e      ^  =  lim  ( 1  -| ^  j  , 

derholtes  Addiren  ist.  \  n    / 

Das  Multipliciren  mit  reellen  Brüchen  und  nach  der  Definition  der  Logarith- 
macht auch  keine  neuen  Betrachtungen  men  und  dem  Nachweise,  dass  alle  Lo- 
nöthig.      Denn    es    ist    der   Ausdruck  garithmcn  compleze  Zahlen  sind: 

^  (a 4-At)=a+j8»  definirt  durch  die  Glei-        («+6»)''+^=  «('*"*•  ^•J  lg(«+W) 

chung  c(a+6i)=(2  (a  +  /'.0*      ^^  ^^^  Wenn   somit   die  Gesetze  des  Rechneiu 
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mit  Imaginärem  ▼oUständig  prftcisirt  sind,  and    —f.      Offenbar   rnnss   aber    dabei 
so  l&88t  sich   nicht   leugnen ,   dass  dem  postnlirt  werden,  dass  die  Einheit  i  allc- 
Begriffe   des  Imagin&ren    selbst  eine  ge-  mal  den  Uebergang  Ton  einem  gegebenen 
wisse  Dunkelheit  anzukleben  scheint,  die  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestimmten 
darin  beruht,  dass  die  Ausdrücke,  welche  Gliede     der    anmittelbar    angrenzenden 
in   diesen  Rechnungen   Yorkommen ,   an  Reihe  bezeichne.    Auf  diese  Weise  wird 
sich  nie  zur  Geltung  in  irgend  einer  An-  also  das  System   auf  eine   doppelte  Art 
Wendung   kommen,    sondern  immer  nur  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
die  Resultate,  insofern  sie  reelle  Zahlen  kOnnen.  —  Der  Mathematiker  abstrahirt 
mit  einander  vergleichen.    Man  hat  sich  gänzlich  von  der  Besdiaffenheit  der  G^ 
daher    wiederholentlich   bemüht,    diesen  genstände  nnd  dem  Inhalt  ihrer  Relatio- 
Rechnungen    gewissermaassen   eine  Dar-  nen;   er  hat  es  blos  mit  der  Abzahlung 
Stellung  zu  geben,  d.  h.  den  Ausdrücken  und   Vcrgleichung  der  Relationen  unter 
a+M    eine    nicht  bloss  formelle  Beden-  sich  za  thnn;  insofern  ist  er  ebenso  wie 
tung    zu   verleihen.     Gauss   sagt   unter  er  den  durch  -f  1  nnd  -*1  bezeichneten 
Anderm  über  diesen  Gegenstand  (Göttin-  Relationen,   an   sich  betrachtet,   Gleich- 
ger gelehrte  Anzeigen,  Stück  64,  Jahr-  artigkeit  beilegt,  solche  auf  alle  vier  Ele- 
gang  1831):  „Positive  nnd  negative  Zah-  mente    -f-1,    —1,  +t   und    —  i  zu  er- 
len  können  nur  da  eine  Anwendung  fin-  strecken  befugt/* 

den ,  wo  das  Gezählte  ein  Entgegenge-  Wie  leicht  zu  sehen,  kommt  also  diese 
setztes  hat,  was  mit  ihm  vereiitigt  ge-  Betrachtung  darauf  hinaus,  dass  man 
dacht,  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  von  einem  Gebiete,  worin  sich  alle  Zah- 
lst. Genaa  besehen  findet  diese  Voraus-  lenvcrhältnisse,  reelle  und  imaginäre,  be- 
setzung  nur  da  statt,  wo  nicht  Snbstan-  reits  vorfinden,  ausgeht.  —  Nur  in  geo- 
zen  (für  sich  denkbare  Gegenstände),  metrischen  Vorstellungen,  nnd  zwar  in 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Gc-  der  Ebene,  ist  ein  Bild,  dieses  Gebietes 
genständen  das  Gezählte  sind.  Postulirt  zu  suchen ;  in  geometrischen  Vorstellnn- 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstande  auf  gen  darum,  weil  nur  dieselben  zwei  Di- 
eine  bestimmte  Art  in  eine  Reihe  geord-  mensionen  darbieten,  in  der  Ebene 
net  sind,  b.  B.  ^4,  J9,  C,  D  .  .  .,  und  darum,  weil  der  Uebergang  von  einem 
dass  die  Relation  des  A  nnd  B  als  der  Gliede  zum  andern ,  also  z.  B.  von  a 
Relation  des  B  zu  C  .  .  »  gleich  be-  zu  na  und  von  a+^t  sn  fi(a+/9«)  immer 
trachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  in  gleicher  Weise  geschehen  muss,  und 
zu  dem  Begriff  der  Entgegensetzung  dies  nur  in  der  Ebene  dnreh  Vermitte- 
nichts  weiter,  als  der  Umtausch  der  Glie-  lung  der  graden  Linie  geschehen  kann, 
der  der  Relation,  so  dass  wenn  die  Re-  Diese  Betrachtungen  führen  also  in 
lation,  oder  der  Uebergang  von  A  zu  B  ihrem  Verfolge  dahin,  ein  Bild  des  Com- 
als  -|-1  gilt,  die  Relation  von  B  tu  A  plexen  in  der  Ebene  zu  suchen.  An- 
als  —1  dargestellt  werden  muss.  9nso-  dere  Mathematiker  sind  so  weit  gegan* 
fem  also  eine  solche  Reihe  auf  beiden  gen,  diese  räumlichen  Vorstellungen  nicht 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede  allein  zur  Versinnlichnng  des  Imaginären 
reelle  ganze  Zahl  die  Relation  eines  be-  zu  benutzen,  sondern  sie  mit  demselben 
liebig  als  Anfang  gewählten  Gliedes  zn  völlig  zu  identificiren ,  und  wir  werden 
einem  bestimmten  Gliede  der  Reihe.  —  die  Grnndzüge  einer  solchen  Theorie  in 
Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  dem  nächsten  Abschnitte  geben. 
Art,  dass  sie  nicht  in  eine,  wenn  gleich  ^n\  n  •  v  a  re 
unbegrenzte  Reihe  geordnet  werden  kön-  ^  ^^)  Geometrische  Auffassuag 
nen,  sondern  sich  nur  in  Reihen  von  ^^^  complcxen  Zahlen. 
Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe  Es  sind  diese  Betrachtungen  einer  Ab- 
ist, bilden  s:e  eine  Mannigfaltigkeit  von  handlnng  von  Cauchy  (Memoire  sur  /es 
zwei  Dimensionen,  verhält  es  sich  dann  quantUes  g^ometriques  in  den  Exereicei 
mit  den  Relationen  einer  Reihe  zn  einer  eTAtiahte  et  de  phytique  mathimatique, 
andern,  oder  den  Uebergängen  ans  einer  Tome  iV)  entnommen.  Die  imaginäre 
in  die  andere  anf  eine  ähnliche  Weise,  Grösse  wird  hierbei  ganz  durch  die  geo- 
wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von  pietrische  ersetzt 
einem  Gliede  einer  Reihe  zn  einem  an-  A)  Definition, 
dem  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf  Von  einem  Punkt  0  in  der  Ebene, 
es  offenbar  snr  Abmessung  des  Ueber-  der.  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ganges  von  einem  Gliede  des  Systems  betrachtet  wird,  ziehe  man  eine  feste 
zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Ein-  Grade  Ox,  Sei  r  der  Abstand  von  O 
heiten  +1  und  ~1  noch  zweier  andern  und  einem  beliebigen  Fnnkte  A  in  der 
unter   sich    auch  entgegengesetzten    -h«  Ebene,  y*  der  Winkel  zwischen  den  Rieh- 


tniigen  r  nnd  Ox,  wie  er  dnrch  die  Dre-  Fig.  59, 

hang  •/■  der  Lioie  Ox  in  einem  oder 
dem  Andern  Sinne  begiimmt  wird.  Den 
Radial   Vcctor   r    =OA     nennen     wir 

1 
i.geomeCneche  QrOfie".  Bb  aind  also  In 
einer  1  eichen  nli  Elemente  cnihalten 
der  nomeriicha  Werlh  der  Lange  r.  anch 
Modn]  von  r  genannt,  und  der  Winkel 
if-,  welcben  wir  ÄrgamenC  der  geome- 
triicben  Gröise  nennen.  Gleicli  werden 
twei  geonetrigche'GrOMen  genannt,  wenn 
ihre  Modulen  und  ihre  Argumente  Über-   oder; 

einittmmen,   aita   Liugs    und  Kicbtang       „UmdieSamnemehrerergeomelriadien 

dietelbo  iat.     Ei  muu  also  lein:  Oräsien  in  finden,  gelit  manToneinembe- 

R  =  r,  ■/•  — (/+2nn,  liebigen  Funkte   ans   nnd  trigt  jede   der 

«.  dl.  g..„.„.o>.„  G,6.... «,.  rr^XnÄv-i^rrs 

und   r     gleich    sind ,    wo   n  eine  ganie  Diejenige  Linie,  weicbe  dM  Poljgon  voll- 

~  . ,    '     ,.     .    , „  , ,  endet,  stellt  dann  die  Samme  vor " 

Zahl,  n  die  bekannte  Ludolph' sehe  Zahl  Tt-.Z.,  „.„  j-     t>-  .'•r^"  '"'^-  „,  , 

i«.     Die  Grö8»e  r.    liegt   «L    auf   der  „?.      '  ^^  i"  ^"Jf?""«"  ^"  Tfi" 

A«    Ox    »elb.t   in  einer  Richtung,   die  •«'".   '"',r'^^'l'«der  letatea  Seite  gleich 

alB    die    anmnelic.ho    zu    betrachleu    Ul,  i^„  ^If^!""*'''   ^''"'™*    ''"'  "*>"«"' 

die  GrOsse  r     auf  dcnelben  Linie,  aber  ' 

Rco9p  =  rcoa(f +r'cos«.'  +  r"oo»'i"4- . 

in  entgegenge»eliler  KichWng  fr    iat  also  „    .              .     ',        ',               '    ^    • 

■■  ^  "  /iBinp  =  raiDy  +  r'Bin»'+r"»inii"+  .. 

«inef    negativen     GrOese    identisch     lu  . 
setsen).  —   Stau   vom  Pnnkte  O    kann 

man  such  »on  einem  beliebigen  Punkte  X  =  x+x'  +  i^'+ ...,  ¥=)/+/+/'+  ... 

«nggchen,  und  Jit  dann  in  r     fOr  r  die  und  X,  *,  «*  .  .  .,  Y,   s.  s'  ■  ■  ■    äai 

Llnge    des    Abitandea    iweier    Punkte,  ^'*   eoMprecbendetv  Projectionen. 

für   7.   der  Winkel    ihrer    Verbindnngi-  ß'«     ßnmme     iwaior      geonetriichen 

linie  mit  Richtung  Ox  in  tetien.  —  Be-  wOiien   bildet   mit  denaelben  ein  Drei- 

traehtet   man   noch   Ox  al»  Axe   dor  x,  ^"^p    deaaen    Seiten     die   Moduln    sind, 

nnd   nimmt   »enkracht    darauf    Axe   Ou  Hierana  folgt  offenbar  der  SaU: 

an,   >u   sind  j:  =  rco»7i,   g  =  r  »in-/,   die  »^•''     Modul    einer    Summe     iweier 

FroJectionendergeometriBchenaräBser  GrOaaen  liegt   »wiachen  der  Summe  tind 

parillel  den  beiden  Aiten.                       *  Diff*eni  der  Moduln." 

B)     Direcce    Operal 
geonetrischen  GrCaai 

Oeometrische  GrOaien  r  .  r'   ,,  r"   „  „Xiet    Modul     einer    Summe     iit    nie 

n.  i.  w.  werden  in  folgender  Weiae  ad-  K^?^"«'»'»  ^ie  Summe  der  Modnln.« 

diru     An.  dem  Endpunkt  B  der  Streck.  D^ProductTongeometnachenGrö««« 

AB,  weicbe  in  Be»g  auf  Richtung  und  '^"^  ^"^""^  ^'"''^  "^'^  Gleichung: 

Abaiand  von  A    durch  die  Qrbeae  r  r   r*  .r"  „=(r.r'-r")     ,     ,^    „. 

definirt  Iat,  »leha  man  LiniefiC.  welche  Kn  eolchei  Prod««  Iat  alM  eine veo. 

in  Being  auf  IbcbUng  und  Abatand  voo  meiriiche  Oröaae,  deren  Modul  daa  al- 

B  durch  r^,  definirt  iat,  durch  C  Linie  gebraiiche  Prodnct  der  Uoduln,   deaaen 

CD=r"  „,  wo  r"  wieder  die  Llnge  Argument  die  Summe  der  Argumente  iat," 

«    j-    'n.  , .                                          ,  '  Algebraiache  (poaitive    oder  negative) 

a"   die    Huüilung   anwigt  u,   .    w.     Iat  Gammen   werden,    wie    wir  wiaaet,  mii 

K   der  letite  Punkt     welcher    auf  dieie  einer   aigehraiachen    GrSaao   mnlBpIicirt, 

Weise    entateht      nnd   verbindet  man   A  ,,„„  „„  ^^^  qh^^  j^it  „inltiplicirt 

mit  A,  so  crhUt  man  ein  geachloieene»  „nj  „  iia«  aich  laicht  leigen,  dk»a  Olei. 

PoWgoo,   und  die  lelite  Seite  de.aelben  d,ea  für   die  geometriache  Gr&iieD  gilb 

AK  heiaat  Summe  der  übrigen  (Fig.  59).  Sei  nlmlich  gegeben:                       " 

lit  R  die  Lftage  von  AK,  p  der  Win-  .                 ,'        ,, 

i  UA,  ao  eetzE  man.  «      »^    a-          m"^ 


R  x^T  +r'   ,+r" 


Soll   jeder   der   AtudiUcke   recht*  nnd 
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Unks  mit  einer  Grösse  p^  mnltiplicirt  werden,  imd  Ist  Modul  q  gletdi  der  Ein- 
heit, so  brascht  man  nnr  alle  Argumente  um  &  an  vermehren.  Diese  Vermehrang 
entspricht  aber  einer  Drehung  jedes  Badins  Jl,  r,  r',  r''  .  .  .  um  diesen  Win- 
kel ;  es  wird  also  das  ganze  Polygon,  dessen  Seiten  ü,  r,  r'^  r'^  •  .  •  nm  die* 
sen  Winkel  gedreht  werden,  wobei  sich  nat&rlich  die  Form  des  Polygons  nicht 
ändert,  und  es  ist  daher  andi: 

Man  kann  aber  anch,  ohne  dieBichtnng  der  Seiten  des  Polygons  an  ändern,  dem- 
selben ein  ahnliches  snbstituiren ,  dessen  Seiten  das  ^  fache  des  gegebenen  be- 
tragen, und  man  hat  dann: 

oder: 

d.  h.: 

„Man  findet  das  Frodact  einer  Snmme  geometrischer  Grössen  nnd  einer  an- 
dern geometrischen  Grösse,  wann  man  jedes  Glied  einaeln  mit  der  letatem  mnl- 
tiplidrt." 

Darans  folgt  dann  die  Art,  wie  Summe  mit  Summen  mnltiplicirt  werden,  ganz 
wie  bei  algebraischen  Grössen. 

Eine  ganze  Potenz  geometrischer  Grössen  definiren  wir  als  das  Prodnct 
gleicher  Factoren.    Es  ist  somit: 

Hieraus  folgen  ganz  wie  bei  algebraischen  Grössen  die  Sfttse: 


r 


und: 


(-')'=  v". 


aus  welchen  man  leicht  den  Binomischen  Satz  für  ganze  und  positive  Exponenten 
ableiten  kann. 

Man  nennt  zwei  geometrische  Grössen  entgegengesetzt,  wenn  ihre  Summe  Null 
gibt,  und  es  ist  sonach  r    ,      oder  —  r     die  entgegengesetzte  Grösse  von  r  ,  da 

die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  dessen  Seiten  r     und  ~r     sind,  offenbar  Nuu  be- 

trt&gt.  —  Der  umgekehrte  Werth  einer  geometrischen  Grösse  soll  derjenige  sein, 
welcher  mit  ihr  das  Prodnct  1  bildet. 

Die  obigen  Formeln  benutst  man,  um  negative  Potenaen  zu  definiren.    Et 
ist  also: 

also: 

Die  Grösse  ''«>'*=(»')  ZUL  "*  •^^  nidst»  Anderes  als  der  umgekehrte  Werth 


von  r   . 
9 

Es  ist  femer: 


9 


={'%=•• 


Man  kann  analog  der  Bezeichnung  algebraischer  Grössen  auch  die  geometrischen 
immer  mit  einem  einzigen  Baehttaben  bezeiehnen. 
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C)  Indirecte  Operationen. 

Die  Definition  derselben  ergibt  sich  jedesmal,  wio  bei  den  algebraisohen 
Functionen,  als  die  dem  Addircn,  Mnltipliciren  und  Potenziren  entgegengesetate 
Operation,  also  durch  die  Formeln: 


ö  /n  \n 

(a— 6) + A  =  ö,     -^  •  A  -r  a,     \Ya)   =  «. 


Hieraus  folgt: 

„Um  eine  geometrische  Grösse  abzuziehen,  braucht  man  nur  die  entgegen- 
gesetate zu  addiren/^ 

„Um  durch  eine  solche  zu  dividiren,  muss  man  sie  mit  ihrem  umgekehrten 
WerÄe  mnltipliciren/* 

Sei  jetzt  p     die  nte  Wurzel  von  ^  ,  also: 

o  =  r  ,      d.  h. :       I  «>  I     =  r.  , 
eine  Gleichung,  aus  welcher  nach  unserer  Definition  folgt: 

wo  k  eine  ganze  Zahl  ist.    Daraus  folgt  dann: 

1 

n  n 


V 


v)±  +  '^' 


I 


n         n 
also: 

„Jede  geometrische  Grösse  hat  n  Wurzeln  vom  uten  Grade,  zn  denen  allen 
jedoch  derselbe  Modul  gehört/* 

Ist  p  =0    und   r=l,  so  hat  man  als  Ute  Wurzeln  Ton   1^  die  Wertfae  i 

Es  ist  auch  klar,  dass,  obgleich  k  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  sich  doch  nur 
»  Werthe  für  die  Ate  Wunel  ergeben. 

D)  Uebergang  zum  Ausdrucke  4=^—1.    Potenzen,  deren  Expo- 
nenten geometrische  Grössen  sind. 

Wir  wollen  jeUt  die  Grössen  a«  und  a   =  —  a«,  welche  auf  der  Abscissenaxe 

liegen,  mit  den  algebraischen  Grössen  a  und  ~a  identificiren,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  da  die  Längen  dieser  Linien  beide  gleich  a  und  sie  offenbar  entgegenge- 
setzt sind. 

Da  nun  jede  Lauge  r     und  ihre  Frojectionen  anf  die  x  und  y  Axe  ein  Dreieck 

bilden,  so  hat  man  nach  unserer  Definition  des  Addirens:  ! 

r^=roo8y+;(rBin»^, 

2 

r       =:rcosff.— (rsiny)     , 

T 
da: 

(rsiny)      ^  =  (rsiny-)         ^  =  -(rsiny)^ 
ist;  oder  wenn  man  setzt: 
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i~  T 

Es  ist  aber: 

2*  2 

nach  der  Erkl&iung  der  Mnldplication,  und: 


d.  h. : 


Cr)" 


=  -1.    i„=K-l, 


also  wenn  wir  den  TöUig  definirten   Ansdmok   V  — 1    mit  i  bezeichnen,    so  ist 

2 

El  ist  aber,  obgleich  —1  zwei  Wurzeln  hat,  1       und  1        =—1    ,dicgeo- 

metrische  Grösse  i  ydllig  bestimmt,    und  zwar  ist  i  die  auf  der  Ordinatenaxe  im 
Sinne  der  anlanglichen  Drehung  abgetragene  Einheitsrange. 

Man  hat  also: 

a;=i:reos/,         ysrsiny. 
Mit  Einführung   der  geometrischen  Grösse  i  kann  man  nun  dem  Ausdrucke  r 
noch  eine  andere  Form  geben. 
Es  ist: 


V='"«V  V=^   ^^S'*'  *'•='*' 


also: 


fi  •  — 
fi 


V=tx) 


11 


aber: 


1^  srcos-H-isin-. 

9  M  fl 


Man  hat  also: 


n 
r  =r(cos^ +isin9>)r=r(cos-^+isin~) 

Ist  n  sehr  gross,  also  -  sehr  klein,  so  kann  man  der  Grösse  1     leicht  eineu 

n  '  y 

fi 
Flg.  60.  einfacheren  Ausdruck  geben.     Sei  (Fig.  60)    OÄ   der 

Lftnge  nach  der  Einheit  gleich,  und  mache  mit  OX  den 

Winkel  ^:  ist  AX  dann  das  Ton  A   auf  OX  gefUlie 

n 

•  Loth,  so  ist: 

1    =zOX+{AX)^^OX+AXi. 

jtL  ■   .   .  — 
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Ist  aber   ?  sehr  klein,  lo  kann  man  statt  ÄX  den  Kreisbogen  nehmeni  dessen 

n 

Badlas  OA  ist,  und  man  hat  dann:  1     =l«  +  |-^i^i  da  offenbar: 

-St  \  *  /iL 


wird,  also  anch: 


und: 


AO=OX,  AX  =  1 

n 

V.  n 

n 

',=('^V)"  v='('+V)" 

Definirt  man  nun  die  ExponentialgrAsse  «     ,  wo  a^  eine  geometrische  QrOss« 
ist,  dnrch  die  Formel: 

."•=(./# 

so  lassen  sich  an  diesen  Ausdruck  gans  Ähnliche  Betrachtungen  ankn&pfen,  wie 
dies  in  Abschnitt  8)  und  den  folgenden  gesdiehen  ist,  und  sich  damit  die  Theorie 
der  geometrischen  Grössen  in  ihrer  Anwendung  auf  ExponentialgrOsscn  erg&nsen. 
Namentlich   lissl  sieh,  wenn   ^=0  ist,   immer  eine  lügebraische  GrOsse  finden, 

welche  die  Gleichung  r=e^  realisirt.    Man  hat  somit: 
aber  nach  der  Definition  ist: 


und  man  hat; 


0+f)-^x=(^-^^)±=^+^+^' 


wie  sich  ans  der  vorigen  Figur  ergibt,  wenn  man  0^1=1+ —  denkt  und  n  sehr 
gross  annimmt.    Also  da: 

n  '    I» 
ist: 

e«  =  e«+n 
Hieraas  folgt: 

also: 

nnd: 


Ans  4i«Mii  Onmdlonneln  luien  sieb 
dBon  mit  Zuhtllfenihme  dei  Begriffe! 
des  Logarithmas  die  äbrigan  ableiten, 
gani  wie  dies  oben  geschehen  ist,  du 
die  YBrechiedeiiheit  der  Qruudbeaiim- 
gen  im  Uebrigen  keinen  EiDfloti  anaübt. 

Abar  BUch  die  nnagiatren  Wurieln 
der  Gleichangen  lusen  licb  leicht  auf 
geometriiche  QrOasen  inrtickf Uhren. 
CaDcfaf  iCellt  folgende  Betrachtungen  in 
Be»Dg  bieranf  ao, 

8«i; 


=  {'"% 


F  aoll  hier  di^enig«  gutie  fsndioii 
Bein,  welebe  enlstebt,  wenn  mui  aZ 
dorcb  C*"  djyidin.  Sie  wird  sieb  Ar  ( 
gleich  O  einer  CotutaiUe  itUierD,  die 
endlich  und  ungleich  Nnll  fiL  Sei  Ott 
diese  Orenie.  £i  wird  dann  a  die 
Orense  leiu,  der  sieb  ip  nähert.  —  Seien 
(Fig.  61)  A  nnd  B  jeut  die  Endpnnkte 
sweier  ron  O  am  gesogenen  Linien,  die 


\>o  a,  t,  e  ,  .  .  g,  h  geometrisdre  GrDssen 
lind,    e1)enso    wie   Z,      Man   hat   dann 


Fig.  61. 


+6.-«+ •+«-"). 
Wenn  n  gleich  Null  ist,  lo  wird  Z=u. 
In  jedem  andero  Falle  ist  Z  mit  *  ver- 
tnderlich,  and  der  Uodul  von  Z  wird 
unendlich,  wenn  der  von  t  unendlich 
ist.    Denn  sei: 

»  =  r  ,    7.  =  R  . 


i,"  ,  t"  . .  .  abnehmen,  ei  wird  also 
Z  eich  nthera  der  Qrenie  »l^k,  and  Mi« 
Hudol  R  der  Orenie  igr^,  alio  unend- 
lich gross  werden.     D.  h.t 

„Einem  endlichen  Werihe  von   ß  kann 
nur    ein    endlichEr    Werth    von    r    eut- 


wo  Modul  0  sehr  klein  ist.  Sei  dann 
AZ  der  Zuwachs  Ton  ».  Dm  diäten 
Znwachs  in  erhalten,  ersetU  man  t  durch 
1+  Ai,  und  srhilt  nach  dem  BinomischeD 
Satie  eine  nach  Folenaen  von  a*  ge- 
ordnete Beihe,  welche  hüchsteni  Tom 
Grade  ti  ist,  fOr  Z  +  aZ;  also  wenn 
man  Z  abliebt,  ha  wirij  diese  Reihe 
dordi  A>  tbeilbar  sein.  Sei: 
A«  =  t, 


r=(r),. 


den  geometrischen  GrOsien  Z  und 
Z  +  i:i7,  entsprechen,  so  wird  die  t/Inge 
AB  gleich  aZ  sein,  und  ihre  LlDg« 
durch  Pif  gemessen  werden,  und  zwar 
wird  diese  Linie  in  der  Ricbtung  liegen, 
welthe  durch  den  Winkel  ^.+  ml  gege- 
ben wird.  Setzt  man  g  anflnglidi  gleich 
Null,  und  llsst  diese  QrÖHe  daaa 
waehien,  lo  wird  Funkt  B,  welebtr  an- 
llUtglich  in  A  flUl,  einen  Curvenbogen 
beschreiben,  dessen  Sehne  AB  ist,  und 
die  Tangente  AE,  wddie  an  diesen  Bo- 
gen in  Funkt  A  gelogen  wird,  bildet  mit 
OX  einen  Winket,  welcher  dem  Gtcub- 
werlhe  von  ifi  +  ml,  also  a  +  ml  gleich 
iil  —  Denkt  man  sich  nua  mit  Badin« 
O/t  einen  Kreii  beicbriebea,  so  wird 
Lange  OB  kleiner  als  OA  sein,  wenn 
B  innerhalb  diesei  Kreises  fUlt.  fOr 
*ekr  kleine  Wertbe  Ton  f  wird  dieae  Be- 
dingung immer  erfallt  sein,  wenn  Taa- 
S.nte  AE  mit  der  Verltngerung  von 
A  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  d.  b. 

einen  negativen  Counns  hat.  Hat  man 
nun  willkürlich  für  »  einen  Winkel  ge- 
nommen, der  dieser  Bedingung  genügt, 
so  kann  man  durch  passende  Wahl  ton 
i.  immer  der  leiiten  Gleichung  genflgen. 
Also  wenn  der  Hodul  R  ton  Z,  welcher 
einem  endlichen  Wertbe  ron  t  entspricht, 
nicht  Knll  ist,  so  kann  man  Immer  dnich 
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das    bezeichnete   Verfahren    den  Werth  11)  Er setinng  des  Begriff  s  des 

von  R  vermindern,   und  somit  mnss  der  Imaginären  darch  die  algebrai- 

kleinste  Werth   von  R   der  Null   gleich  sehe  Congrnens. 

sein,  woraus  dann  Z=0  folgt.   D.  h.:  jy-^^  Cauchy'sche  Theorie   scheint   ans 

„Jede  ganse   Function  der  geometri-  allerdings  geeignet,  jede  Dunkelheit,  die 

sehen    GrOsse    »    muss    wenigstens   für  dem  Imaginären  anklebt,  gewissermaassen 

einen     Werth     von    2   der   Null   gleich  mit  einem  Schlage  an  beseitigen.  —  Um 

werden/*  das  Folgende  völlig  aufsofassen,  wieder - 

Bekanntlich  nennt  man  solchen  Werth  holen  wir,  dass  der  Begriff  des  Imagi* 

von  z  eine  Wursel  der  Gleichung:  nftren  sich'znerst  bei  der  Gleichung: 

Z=0.  *    ««+1=0 

Hieraus    folgt    dann  leicht ,    dass   jede  einstellt,  welche  keine  reelle  Wurzel  hat. 

Gleichung  n  Wurzeln  habe,  welche  geo-  Die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 

metrische  Grössen    sind.    Dieser  Beweis  •.i_i.9^«._i_a— n 

gilt    noch   dann,    wenn  z  eme  conver- 

girende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po-  ^®*<*«  ^^^  ^^^  ^0™  annimmt: 

tenaen  von  z  ist.  (,+«).+ ^.^«=0, 

Einige      Betrachtungen'    über  /     x+a     \* 

diese  Methode.  \Y (b  —  a^))  "^^^^^f 

Die    Substitution    der    geometrischen  , 

Grösse  an  die  Stelle  der  complexen  Zahl  °®*  welcher  wir  annehmen,  dass  a*  klei- 

führt  natürlich  zu  völlig  richtigen  Schlüs-  ^^  »^«  *  "^  ^»sst  ebenfalls  keine  reelle 

sen.     Sehr  wichtig  wird  sie  dadurch,  dass  Wurzel   zu,  indess   lässt  sie.  sich  durch 

sie  bei  allen  Betrachtungen,  welche  über  «'^ö  lineare  Substitution : 

complexe  Grössen  angestelU  werden,  zu  x-fa 

Veranschaulichungen    führt,   die  sich  in  \(b—aY^^* 

keiner  anderen  Weise  geben  lassen.    Je-  *  j.    L                          «, 

dem  Werthe   der   complexen  Zahl  «+W  P.«**  *"^  ^i«  ^o™  ^^^  «"*««  Gleichung 

entspricht  ein  Punkt  der  Ebene ^,  wol-  bringen.    Höhere  Gleichungen,   insofern 

eher  zur  Abscisse  die  Grösse  a,  zur  Or-  *'«  »oi"« »  ^^^  nicht  lauter  reelle  Wur- 

dinate   die  Grösse  b  hat;  ferner  ist  der  ^}^  hAben,  nehmen  durch  ähnliche  Sab- 

fjl  stitutionen  einen  Factor  von  der  Form 
Modul  r  von  a-\-bi=:re*  gleichdemAb-  ys+i  an,  wie  sich  leicht  darthnn  lässt. 
stand  zwischen  Ä  und  dem  Anfangspunkt  Diese  Betrachtungen  ftihren  auf  den  Ge- 
O  der  Coordinaten,  das  Argument  <jf  danken,  den  imaginären  Grössen  als  sol- 
gleich dem  Winkel  zwischen  OA  und  der  chcn  ganz  zu  entsagen ,  und  dalÄr  zu 
Absdssenaxe.  untersuchen,    welche   Ausdrücke    durch 

Indess  lässt  sich  nicht  leugnen ,  dass  solche  von  der  Form  y*+ltheilbar  sind, 
eine  solche  Veransdiaulichnng  nicht  Auf  diese  Betrachtungen,  wo  lediglich 
durchaus  die  obige  Theorie,  also  das  mit  reellen  Zahlen  gerechnet,  der  Be- 
Identificiren  der  imaginären  Grössen  mit  griff  der  Gleichheit  aber  durch  den  all- 
geometrischen Begriffen  verlangt.  Im  gemeinem  der  Congmenz  ersetzt  wird, 
Sinne  von  Gauss  sollen  die  geometrischen  gründet  Cauchy  seine  eben  so  einfache 
Betrachtungen  auch  nur  eine  Veranschan-  &l6  sinnreiche  Theorie,  die  wir  hier  geben, 
lichung.  die  einzig  mögliche  freilich,  ge-  av-d  wi>j  1  •.  1. 
Währen  für  Reihen,  die  sich  continuirlich  ^^^  Begriff  der  algebraischen 
und  gleichmässig  nach  zwei  Ansdehnun-  Kongruenz, 
gen  hin  ins  Unendliche  erstrecken.  Zwei  ganze  Functionen  y  (x)  und  ^  (x), 

So  vorzüglich  und  fruchtbar  also  auch  ^^^.^  Differenz   y(a:)-^(*)   durch  eine 

die  geometrische  Vorstellung  ist,   wenn  dnlte  ;,.(a:)  theilbar  ist,  nennt  man  con- 

es  sich  um  Versinnlichung  continuirlicher  f^.«"?   '°  ^®*°«    »'^  xif)-     I>»e  alge- 

Begriffe  handelt,  so  möchte  sich  zurBe-  ^r^^chc  Congruenz  entspricht  also  genau 

gründung    des   Imaginären   doch    neben  der  anthmetischen.    Wir  wollen  auf  die 

ihr  noch  eine  andere  Theorie  empfehlen,  «"*«''«  also  auch  die  Gauss'sche  Beaeich- 

deren  Schöpfer  ebenfalls  Cauchy  ist,  und  °'»°«  anwenden: 

die  wir  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegen-  (f{x)  =  t/f(x)modix(')i 

Standes   ebenfalls  hier  kurz  wiedergeben  jq  Worten : 

wollen.      Auch    sie    ist    den    Exercice$  ,.           '              ,  .        ^  -^^  ■»  ^     ,  J 

d^ Analyse  ei  de  Physique  mathemalique,  7  W  kongruent  v(»)  nach  Modul  x(»). 

$om€  fV  entnommen.  Die   Erwähnung    und  das  Hinschreiben 
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des  Modul  kann  uaterlasBen  werden,  ^renn  derselbe  bereits  bekannt  ist.  —  Leicht 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

„Mehrere  Congmenzen  in  Bezng  anf  denselben  Modal  geben  addirt,  snbtrahirt 
nnd  mnltiplicirt  wieder  eine  Congmenc.*^ 

Sei  also: 

^(*)=/(*).    yi(*)=/i(*)»    yt(«)=jriW» 
so  ist  anch: 

y(«)±yi(«)±y*(*)=/(*)±jiri(*)±/a(*)» 

denn  ist  ^(aeyder  gemeinschaftliche  Modul,  so  hat  man: 

<fix)=x(x)-h(t^{x),    yi(jr)=/i(ap)+aiVW;    yi(«)=/a(*)+««V'W  •  •  M 
wo  tty  ir,,  IT,  ganze  Functionen  von  «  sind,  also: 

y(*)yiWy'iW-/(«)/L(«)/i  (*)=/»>(*). 

wo  ß  ebenfalls  eine  ganze  Function  von  x  ist.  Es  sind  also  die  Differenzen  links 
durch  (f.(x)  theilbar. 

Hieraus  folgt  auch,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist : 

Jede  Congmenz  lasst  sich  anf  die  Form  bringen: 
oder: 

Ist  der  Modul  ^(«)  eine  Function  nten  Grades,  so  kann  f(x)  durch  tp{x)  divi- 
dirt  nur  einen  Best  von  der  Form  lassen: 

Ist  nnn  ^(a?)=0,  so  muss  sein: 

was  auch  o^'s^i.    Man  hat  also,  indem  man  a;=0  setzt: 

c,=0, 
nnd  indem  man  durch  x  dividirt  und  dann  d;=:0  setzt: 

indem  man  also  so  fortffthrt: 

„Ist  der  Modul  vom  nten  Grade,  so  lassen  sich  aus  jeder  Congmenz  f(x)  =  0 
n  Gleichungen  bilden,  indem  man  in  dem  Best  von  f(x)  alle  Coefficienten  der 
Kuli  gleich  setzt/' 

Es  ist  z.  B.: 

a.«**_l=Omod(«'*-l), 

wenn  m  nnd  n  beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.    Hieraus  folgt: 

X       zzx» 

Mnltiplicirt  man  anf  beiden  Seiten  mit  x  ,  so  kommt: 

X  zzX   , 

nnd  wenn  man  Ar  1* jede  der:  Zablen  1,  3,  3  .  .  •  n— 1  sifet:    •  I 

X  '~X,    •S:=tr*...X  :z«S  • 

Setst  man  nnn : 

81 
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Bo  hat  man: 
alao: 

+(«„«l+«,»-l+  •  •  .)**"*  niod(«*-l). 

Man  hat  hier  nnmittelbar  den  Rett  von  /'(«)  nach  Modul  a;"— 1.  Hier  kann  selbst 
f(jp)  unendlich  yiel  Glieder  haben,  also  eine  conrergirende  Beihe  Toretellen. 

Sei  jetzt  der  Modul  dP^+1  gegebem,  so  wird  immer: 

M  fl       /       •■\St 
X        -  (- 1) 

durch  denselben  theilbar  sein;  also  wenn  m  ungerade  ist: 

«*•*+! =0,  *"•*=-!, 
also: 

dagegen  wenn  m  grade  ist:  ^ 

«•••-IeO,  «"•*=  +  !, 
also: 

Versteht  man  unter  f{x)  wieder  die  obige  Function,  so  erh&lt  man  gans  anf  dem 
obigen  Wege: 

+<^«""^+«+*ai»+|-  •  •  •)*"-*-  •  •  • 

B)  Anwendung  auf  die  imagiaftren  Grössen. 

Unter  i  wird  jetst  nicht  mehr  der  symbolische  Ansdruck  V— 1  yerstaaden, 
sondern  eine  reelle  aber  unbestimmte  Grösse.  Dagegen  ersetst  man  jede  imagi- 
näre Gleichung  durch  eine  Congmeni  nach  Modul  i'  -fl.  Da  dieser  Modul  jetst 
immer  derselbe  bleibt,  so  werden  wir  ihn  nidit  weiter  hinschreiben.  Der  Begriff 
des  Imaginären  wird  also  gans  ausgeschlossen,  dagegen  soll  eine  imaginäre  Glei- 
chung fortan  nur  ein  Symbol  für  die  entsprechende  Congruenz  sein« 

Offenbar  ist  immer: 


oder: 


i*"*-(-l)"*=0, 


also  auch  wenn  man  mit  •  multiplicirt : 

Setst  man  also  fttr  m  erst  2«  nnd  dann  Shi-f  1,  so  kommt: 

1)  /"•=1,    l**+*=H     t*«+'=-l,    t*"»+^  =  ^s. 

Sei  jetit: 
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2)         r(0='o— «i+«4— «t+  •  •  •  +(«i— «9 -♦"«»-«»+  •••)•» 

eine  Formel,  die  sieh  auch  auf  den  Fall  besieht,  wo  f(i)  eine  unendliche  conrer- 
gireode  Reibe  vorstellt.  Wenn  man  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  das  Congmenx- 
seichen  durch  das  Gleichheitsseichen  ersetste,  so  wfirde  man  diejenigen  Sätse  haben, 
welche  lehren,  die  Function  f(i)  durch  einen  Antdrnok  von  der  Form  a+^  ans- 
sndrileken«    Man  hat: 

also  wenn  man  diesen  Ausdeuck  in  Gleichung  2)  fUr  f(i)  setzt: 
8)  (« + pi)  (y + (Tt)  =  «/-/Jcf +(a€r+/?y)  i. 

Setii  man: 

so  kommt: 

4)  («+#i)(«-i«)  =  «'+iJ«. 

Ersetat  man  in  3}  i  durch  ~t,  so  erhalt  man: 

Da  beide  Glieder  von  i  unabhftngig  sind,  so  fallen  sie  mit  ihren  Besten  snsammen. 
Man  kann  also  das  Congmenzzeidien  mit  dem  Gleichheitsseichen  vertauschen: 

,J>as  Froduct  sweier  Quadratsummen  ist  wieder  eine  solche.** 

Dies  Verfahren  gilt  allgemein,  d.h.:  8ind  beide  Glieder  der  Oongruens 
Uneare  Functionen  von  i,  so  sind  sie  zugleich  die  Reste  nach  Modul  i*+l  nnd 
folglich  gleich. 

„Bei  linearen  Functionen  von  t  kann  das  2Seichen  =  dnrch  s=  ersetzt  werden." 

Ist  also: 

/(OSO, 

und: 

c^+c^t  der  Best, 
so  ist: 

„Jede  Congmens,  welche  eine  imagin&re  Gleichung  ersetzt ,  führt  auf  swei 
reelle  Gleichungen.** 

Durch  ^iefe  Sfttse  ist  da«  Addii^pn,  Subtrahirea,  Multiflidren  und  Dividirett 
mit  imaginären  Grfesen  entbehrlich.  Was  namentiich  das  Dividiren  anbetrifft,  so 
«netit  man  die  Gleiehvig: 

oder  die  gleichbedeutende: 

<a+W)=(«+A)(c+Ä), 
durch  die  Congmens: 

«+Äi=(e+/'0(c+Ä), 
oder: 

Ä + W  =  ec  — /i+ yc  +  ed)  i. 
Es  ist  also: 

d.  h.: 
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C)  Anwendung  der  Theorie  der  Congruenien  auf  die  Expo- 
nential-  linddie  trigolioinetritchen  Or<(eiea* 

Die  Formel  8)  des  vorigen  Abschnittes  gibt,  wenn  man : 

a  =  C08d:,    /}  =  sm«, 
y=cosjf9    (f=:sin|f 
setst,  und  damnter  die  aus  der  Trigonometrie  bekannten  Qröisen  versteht: 

(co8»+i  sind:)  (cosy+t  Biny)  =  cos  jr  cos y— sin«  siny-]-t  (sinop  cosy +  cosjrsiny), 
d.  h. : 

1)  (cos  «+f  sin  x)  (cos  y +isiny)  =  cos  (« +y)+t  »in  («+y). 
Indem  man  so  fortf&hrt,  erhftlt  man: 

(co8;r+tsina;)(coBy  +  f8iny)(cos2+tsins)  .  .  .  =cos(«  +  J+«+  •  .  .) 

+  »s!n(jr+y-fs+  .  .  .) 
Also  wenn  man  ar=:y=s=  .  .  .  setzt,  wenn  n  eine  ganse  positive  Zahl  ist: 

2)  (conx+%Binx)  =coBnx-\-iBinXy 

d.  h. : 

.„Die   fite   Potens    des  Binoms   coBX-^iamx    darch  i'+l    dividirt^   gibt 
cos'iur+tsinfix  als  Best^' 

Dieser  Sats  tritt  für  den  von  MoivrQ  in  dieser  Theorie  ein. 
Sei  jetzt  wieder: 


•=«-('+t)"- 


oder: 


«-:.«*.      «• 


8)  ,  =1+,+ __+__+  .... 

also: 

'   ix     ^  ,  x_  .  .  ar*   .j         Jf* 

1  'u-a*  ■*■  1.2.3 

nnd  somit  nach  Satz  2)  der  Abtheilnng  B: 

^>        *  =^"rr2 +172:374-  ••• +*It-" 572^3+  •••! 

Andererseits  hat  man: 


X*     .         «*  •  «         «• 


6)  C0S*=l-j-^+j^-^^-.g-j-...shl«=y-.J^^+    .. 


Diese  Gleichungen  kann  man  auch  als  Definition  der  Functionen  Cosinua-  wn± 
Sinus  benutzen,  und  so  die  der  Trigonometrie  entnommenen  Betrachtungen  gans 
vermeiden.    Man  hat  also: 

7)  e*'=cosx+isin»« 

Ans  den  Formeln  2)  nnd  7)  lassen  sich  alle  Behlttsse  ziehen,  welche  man  an« 
den  entsprechenden  Gleichungen  in  der  Theorie  der  imaginären  QWtosen  zieht. 
Seien  z.  B.  cosn«  nnd  siniu;  zu  beredinen,  so  ist: 


also: 


8)  {a+bif=  a*-  rLj'^?)«"""  V+  .  .  .  +i(i.a*""*  h 


j— 273—  •      ••*-•••;. 


nnd  also  wegen  Formel  2} 
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A%  .  .  .         -.  •      »(ä— 1)      ^    11—2  ,       _  , 

9)      coBnx-^-iBmnx^^oBaf ^ — ^eoix        Bin«*-f  ... 

.  ,,   ^      II— 1  .         n(n-l)(«-2)  11—3  ... 

Hier  können  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  von  i  freien  und  die  mit  4 
' mnltiplicirten    Glieder   gleich   gesetzt  worden,  was  die  bekannten  Formeln  ftür 
cosfiiD  und  siniiiD  gibt. 

D)  Üeber  die  Moduln  der  Binome  von  der  Form  a+/?t, 
Offenbar  ist  immer  zu  setzen: 

a-f /}{= r  (coa  i+i  «in  0* 
Denn  die  Qieicfanngen: 

a^rcosf,        ^=rsinl 

sind  ja  immer  zu  erfüllen,  wenn  man: 

und: 

coB<= — ,    also    8in<=— 
r  r 

setzt,  wo  r  positiv  lein  soU«     Wie  liriUier  nennen  wir  d««  Qrösse  r  Modul  des 
Binom  a  +  /9t,  I  das  Argument. 

Ist  der  Modul  von  a+/ft  gleich  Null,  so  hat  man: 

a«+/j»=0;       alsoj       «=0,  ^=0. 

„Damit  beide  Glieder  des  Binom  a+/H  verschwinden,  muss  der  Modul  gleich 
Null  sein,  und  umgekehrt.'* 

Seien  r,  r'  die  Moduln  beillglich  von  n+Z^i  und  y+ifi,  also: 

r=(a»+ /?«)*,  r'=(y'+(r«)* 
so  ist  der  Modul  von : 

d.  h.  von  der  Summe  bezflglich  der  Differenz  beider  Binome: 

e=K«±y)"+tf±<0']*=[*'"+»^*±2(«y+/JcO]*.  .     ^ 

Mittels  der  Formel  5)  dor  Abtheilung  B),  wenn  man  dasell^si  —  (f  fbr  <f  setzt, 
erh&lt  man: 

(«y+/Jcr)><(«»+^^)(y>+(r>), 

d.  h.: 

also  ist  der  numerische  Werth  von  ay-^-ßd  immer  kleiner  als  r,  r'.    Die  Module 
von  a+^+Cd:^)*  li^S^n  ^^  i^  ^^Q  Grenzen: 

(r* -2r  r'+r'«)*  ==  ±  (r-rO, 
und: 

(r>  +2r  r'+r'>)*=r+r'. 

I.  „Summe  und  Differenz  zweier  Öinome  von  der  Form  «t+^  haben  Mo- 
duln, welche  zwischen  der  Summe  und  Differenz  der  Biodnln  beider  BinOmd 
liegen.** 

Z&hlt  man  zu  einer  Summe  nodi  ain  Binom  zu  und  fährt  so  fort,  so  gibt 
dies  den  Satz: 

IL  n^ie  Summe  mehrerer  Binome  hat  einen  Modul,  welcher  kleiner  als  die 
Summe  der  Moduln  ist.  Ist  unter  allen  Binomen  eins,  dessen  Modul  r  grosser 
ist  als  die  Summe  der  Moduln  f  aller  übrigen,  so  ist  derModbl  der  Summe- aller 
grosser  als  r— *•*• 

Wir  n^nen  jetzt  Modul  und  Argument  irgend  einer  ganaen  Function  von 
f  denjenigen  Modul  und  das  Arguihent,  welche  dem  Best  dieser  Function  nadif*  4-1 
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entoprechen.     Dio    eben   bewiesenen  beiden  S&tse   gelten   dann  Ar  alle  solche 
Functionen. 
Es  war: 

und: 

also  wenn  r,  r'  wieder  die  Moduln  besfiglich  von  a+/K  nnd  y  +  di  sind ,  und  q 
der  Modul  beider,  so  ist: 

r«  r'* =^*,        also :        r  t^=z  q, 

UL    „Der  Modul  eines  Products  ist  gleidi  dem  Product  der  Moduln.** 

Auch  kann  man  setaen: 

tf 

co8f+isinf  =  e    , 

Hieraus  folgt  sogleich,  da: 

r.".r'e**'.r".**"=rr'r"  .  .  .  /('+*'+'"+  •  •  •) 
ist,  der  zuletzt  bewiesene  Sata  und  zugleich  der  folgende: 

IV.    „Das  Prednct  mehrerer  ganzen  Functionen  ron  i  hat  ab  ArgamtiU  die 

Summe  ihrer  Argumente/* 


Auch  hat  man: 


(r.*')*=rV**, 


also: 

V.    jJOie  Ute  Potenz  einer  ganzen  Function  ton  i  ha*  als  Modul  die  nie  Po- 
tenz des  Moduls  derselben,  und  als  Ai^gument  ihr  nfaches  Argument.** 
Sei  jetzt: 

r  der  Modul,  f  das  Argument  dieses  Binoms,  also: 


Sei  femer: 


nnd  mögen: 


«=r.". 


/(*)=«,«"+«,x"     '+  .  .  .  +«„_!*+*,' 


*fo»     <*!•••    C* 


die  numerischen  Werthe  der  Coeffidenten: 

sein,  so  werden  diese  GrOssen  auch  die  Mednln  von  a^  9^  .  .  ,  9    sein,  nnd  es 
haben  daher  die  einzelnen  Glieder  von  f(x)  zu  Moduln  die  Grössen : 

•  ■ 

d.  h.  die  Producte  der  Grössen: 


«r 


«1  n— 1        fl 

r  r 


mnltiplicirt  mit  r*     Andererseits  hat  man: 

/'(ip)=/'(a+/jf)  =  Ä(cosr+f8inr), 

wo  R  der  Modul  und  7  das  Argument  von  f{x)  ist.  —  Für  sehr  grosse  Werthe 
Ton  r  werden  die  Glieder  der  Reihe : 


a 


459 

bis  anf  das  erste  sich  der  Null  nähern.  Es  wird  also  a«  r**  mit  zunehmendem  r 
die  Summe  aller  ftbrigen  ChrOssen: 

fliMndireiten.  Hievmiu  folgt  mit  Besag  auf  Satz  ü.,  daaa  der  Modul  R  von 
f(x)  kleiner  sein  wird  als  die  Somme: 

und  gr&sser  als  die  Differenz: 

also: 

wenn  r  hiweichend  wichst.  Dia  Beihe  in  der  Klammer  nähert  sich  aber  der 
Grenze  a«,  also: 

VL    ,,Der  Modul   einer  ganzen  Function  ron  a+/H  wird  unendlich  gross, 
gleichzeitig  mit  dem  Modul  von  a+/H  selbst.** 

£)  Substitution  der  Wurzeln  der  Congruenzen  an  die  Stelle 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Sei  wieder  gegeben: 

so  gibt  es  entweder  reelle  Werthe  von  «,  welche  die  Gleichung: 

A(*)=0 

erfüllen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  kann  die  Anzahl  dieser  Werthe  nicht 
grosser  als  n  sein,  und  sie  ist  wenigstens  1,  wenn  n  ungrade  ist.  Das  erstere 
folgt  daraus,  dass,  wenn  x=tt  ein  solcher  Weith  ist,  f(x)  durch  «— n  theUbar 
sein  mnss  (siehe  den  Artikel:  „Qiadraliscbe  Factoren**),  das  letztere  danrns,  dasa 

f(x)  eine  continuirlicfae  Grösse  ist,  die  fär  «=+^  sich  der  Grenze  nr^^*^,  und  fttr 

xzi^ff  sich  der  Grenze  —  ir«^  nähert,  wenn  q  wächst,  also  zwischen  +ao  und 
—00  wenSgeiem  einmal  durrh  Knll  gegangen  sein  muis.  —  Dagegen  hat  die  Gon* 
gruenz: 

immer  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt  immer  Werdie: 

welche  sie  erfüllen.  Die  Theorie  der  Wurzeln  solcher  Gongmensen  ei^bt  sich 
dann  aus  den  Sätaen: 

I.    „Jede  Congruenz  von  der  Form: 

hat  immer  n  Wurzeln,  und  nie  mehr.** 

n.    ,3eieichnen  wir  diese  Wurzeln  mit  «,  «i  •  .  .  «  ,  so  ist  immer: 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sidi  gani  eben  so  beweisen,  wie  dies  in  dem  Artikel: 
„Quadratische  Faetoren*'  in  Bezug  auf  die  Formeln : 
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geschehen  ist,  wenn  man  dem  Begriff  der  wenn   man    die  Ansdrficke   gleich   and 

Gleichheit  den  der  Congmens  tfnbstitoirt,  Gleichung  mit  congment  und  Congraens 

und  i  willkürlich  sein  l&sst.  Tcrtaascht,  und  als  den  Modul  derCon- 

Berechnet  man  das  Prodnct  rechts  in  gmenzen  (nicht  zu  verwechseln  mit  dens« 

der  Formel:  was  hier  als  Modul  einer  Function  /"(«) 

f(x)  =  (z-x^(x-x.)  .  .  .  (x-x  ),  bezeichnet  wurde)  t»+l  annimmt    Denn 

ryxj^\j^    ^ij\j^      i;  .  •  •  V*    V  wie  bei  der  in  den  Abschnitten  1  bis  9 

wo  man  den  ersten  Goef&denten  a^  gleich  gegebenen    Theorie,   werden    die  Aus- 

1  setzt,    so  erhält  man  links  und  rechts  drücke  a+W  ganz  nach  den  Begeln  des 

Poljnome  nter  Ordnung  von  x,  und  da  Bechnens,  deren  man   sich   bei  reeUen 

X  willkürlich  ist,  müssen  die  Coeffiden-  Grössen  bedient,  behandelt, 

ten  der  gleichen  Potenzen  von  x  unter  I^®'  Satz,  dass  Gongruenzen  mit  ein- 

sich  congment,  also   ihre  Beste    gleich  aader  addirt,  multiplicirt,  von  einander 

werden.    Es  ist  also:  subtrahirt,   wieder   Gongruenzen    geben, 

_              ,              ,  gestattet,  sie  wie  Gleichungen  zu  behan« 

ai  =  a?i-ha?,+  .  .  .  +ar^,  ^^^^  ^^  ^^  ^^^  ^^^  ^^.  ggiten  einer 

Ä  =_/'a:  X  4.*-«  X             u-r        r  '  Congrucuz ,   welche  dann  eine  wirkliche 

«1-  K'i^%^^t^t-r  '  •  .  f^n-i^n  Gleichung  (oder  zwei  Gleichungen)  bil- 
den, werden  gefunden,  wenn  man  t*  mit 
—  1  vertauscht. 

.  Man  hat  somit  jetzt  einen  deutlichen 

ö  =4-jc^:p        .  .  «  ,  Begriff  von  denjenigen  Ausdrücken  und 

^                               ^  Gleichungen,   welche  die  imsginiren  er« 

wodurch    der   bekannte    Satz    über  die  setzen. 

Wurzeln  der  Gleichungen   ersetz^  wird.  unter   f{a-^ßi)   versteht  man  immer 

Hat  die  Gongruenz:  den  Best  dieser  Grösse    nach  t*-fl  sa- 

f(x)~0  nommen,  wenn  f  entweder  eine  ganze 

.  -__  •            '^r—.  Function  von  a-f/}t,  oder  eine  nach  gan- 

cme  Wurzel ,  die  von  •  unabhängig  ist,  jen   Potenzen    fortschreitende    convergi- 

80  ^^^'  rende    Beihe    ist.     Sollte   dagegen   f&r 

f(a)=Of  reelles  Xy  y=f(x)  keine  ganze  Function 

fj^Q,                                                         '  sein,  so  kann  sie  doch  immer  durdi  Anf- 

*  lösung   einer  Gleichung  ^(x,  y)=0  er- 

IlL    „  Alle  Wvirseln   der    Congrusnz  langt  werden,  wo  nur  gaaae  Functionen 

f(x)  =  Oy  die  von  f  unabhängig  sind,  wer-  oder  Potenzreihen   nach   x  vorkommen« 

den  Wurzehi  der  Gleichung:.  Es  ist  dann  unter  y=f(a+fii)  die  Wur- 

f(x)zzQ  zel  der  Gongruenz: 

seiÄ."  y(«+iJ*.  y)=0 

Da.  femer  der  Ausdruck  i*+l  sich  in  renteben,  oder,  was  dasselbe  Ist,  die 

nicht  ändert,  wenn  man  i  mit  -^t  ver-  der  Gleichung: 

tauscht,  so  wird,   falls   auch  die  Goeffi-  ^r^^ai   u\-(\ 

eienten  von  f{x)  %  nicht  enthalten,  jeder  yA«•^i»^  ir;-v> 

Wunel  der  Gongruenz  f(x)sO  von  der  wenn  man  für  die  Function  ^  ihren  Best 

Form    a-i-ßi    eine    andere    a—ßi    ent-  setzt. 

sprechen,  weil  die  letztere  aus  der  erste*  hierin  ist  der  Satz  enthalten: 

reu  entsteht ,  wenn  man  i  mit  —  i  ver-  „Identiüdrt  man  alle  ganzen  Functio- 

tauscht.   Nennt  man  also  zwei  Ausdrücke  p^i^  ^o^  «4-/^«  mit  ihren  Besten   nach 

von   der  Form    a-^ßi  und  a^ßi  conju-  i'+l»    so    bat  man  es  nicht  mehr  mit 

gilt,  so  gilt  der  Sats:  Gongrusnaen,    sondern  mit  Functionen 

IV.    „Wenn  die  Coeffidenten  der  Con-  ?nd  Gleichungen  zu  Ann,  die  nadi  den 

gruenz  von  i  unabhängig  sind,   so  sind  r,,^^f?°^"  \^'\^  gegebenen  Begeln 

die  von  i  abhangigen  Wurzeln  in  grader  ^'^"^"^L^'^f^L^n  b«-tim«««. 

Anzahl  vorhanden,  und  je  zwei  einander  ^'  ^'  ®"  "*'  "  bestimmen: 

oonjugirt."  n 

Ist   f(x)    endlich    eine   transcendente  lf=V«  +  j'»- 

Function,  so  gelten  noch  immer  'ahnliche  ^ 

Betrachtungen.  Die  Function  Vx  ist  gegeben  durch  die 

.  Durch  das  hier  Gesagte  ist,  wie  ange-  Gleichung: 

zeigt,    also  der  Begriff  des  Imaginären  n 

völlig  eliminirt,    alle  Sätze  aber,    und  5^  ==^^i 

selbst  die  Beweise  derselben  gelten  noch,  also  in  unserm  Falle  ist  die  Gongruenz: 
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J^  =  „^ßi  I'egt   man  die   in  Abschnitt  1  his  9 

,„  ,..^„     «^/,          .  der    Einleitung     abgehandelte    Theorie 

zu  lösen.    Setzt  man:  de«  Imaginären  zu  Grunde,  so  ist  diese 

a  =  rcos^,    /9  =  rsiny,  Betrachtung  nur  die  Yersinnlicbnng  der 

so  bat  man:  Thatsache,    dass    die  GrOsse  z=w+yi 

sich    gleichzeitig    mit  x  und  y  ändert, 
y*^re^'\  *^o  ®>Jie  Veränderlichkeit  nach  zwei  Di- 
oder auch    da«  mensionen  eintreten  kann.  Jedem  Werthe 
*  Yon  s  entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 
cos2f;r  =  l,    sin2s;r=0  Ebeneil. 
igt :  Gleiches  gilt,   wenn  man  die  Theorie 
.  ^     .        ,            ..  der    Congruenaen    (Abschnitt    11    der 
y*=rcy*«-''''=re(y+*'^)\  Einleitung)     dem     Imaginären     substi. 
i    f,m^9m^\i  tnirt,   und  ist  dabei  immer  anzunehmen, 
JL  yy-^»*^;»  aass  jede  Grösse  mit  ihrem  Best  nach 
y  =  r*e        **  »*+l   Tertauscht  wird   (siehe  Ende  des 
TT«.  ^  „11    V      I-          .  .    ,    '^  Abschnittes  11).    Daireiren  sind  bei  Zu- 
Fj^^e^  l?r  d«"n'«V^^^  grundelegung  ^der  &ie  der  geome- 
h«„  w/«„       ^  Gleichheitszeichen  ste-   trfschen   Grössen  (Abschnitt  10)    diese 
hen,  wenn  man,  wie  wir  jetzt  thun,  statt  geometrischen  Betrachtungen  der  Theorie 
der  Werthe  von  y  und  y^    immer  ihre   unmittelbar  entnommen,  und  die  Funkte 
Beste  denkt.  nnd   Linien,  welche  dabei  vorkommen, 

stellen  die  geometrischen  Grössen  wirk- 

Analysifl  der  eouplezen  Grossen.       ^^  <i*r. 

1)  Vorbemerkungen.  2)    Allgemeiner    Begriff    einer 

Es  ist  nothwendig,  Ausdrücke  von  der  f"''^*^^'*    ">'*    «'"««'    complexen 

allgem^nen   Form    f(a+ßt)    zu    unter-  Variablen, 

suchen  und  die  Gesetze  ihrer  Ver&nder-  Unter  einer  Function  von  » : 

lichkeit,  also  der  Bildung  ihrer  Difleren-  u-fd,") 

Ziele  nnd  Integrale  festzustellen.     Nur  ^o: 
indem  man  das  Veränderliche  sich  com- 

plex    denkt,    ergeben  sich   die  Gesetze  »=:z+yi 

der  Functionenrechnung    in   einfachster  eine  compleze  Grösse  ist,  verstehen  wir 

nnd  allgemeinster  Weise.  zunächst  eine  Grösse  von  der  Form  p+qh 

Die  Betrachtungen,    welche   wir  hier  ^^.V  .'^J  reelle  Werthe  sind,  die  sich 

anzustellen  habenT  ersetzen  also  dieEle-  ^u\.Th     TT  Q«"V'\^ '''*^?'''^ 

mente  der  höheren  Analysis,    d.  h.  die  "iL  1,^1^-  ^     i'    Jf  ^"»^"T^"^ 

Differenzialrechnung,    die    man    früher  3"^*'«^  *^J^^ 

hauptsächlich  nur  auf  reelle  Zahlen  er-  T^^  J^I^JIV  iJ?^^  i^T*"  J-'''' 

streckte;  sie  werden  sich  femer  auf  Bei-  f/JL,ÄT    ^^'^  (^S  ^v^^'^SV  k' 

henentwicklung  der  Functionen,  Binden-  Vl^^wL,^^    80  ans  der  Punkt  Ä  habe 

tigkeit  nnd  Mehrdeutigkeit  derselben  er-  ^^  wf^^  IV'^^'}^    aucA^wenlgstena 

strecken  müssen.  ^'u  ^®"^  "^^^  P  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^  9 

gehören. 

Wir  werden  dabei  das  in  der  Einlei-  Je  nach  der  Beschafifenheit  der  Fnnc- 

tung  Gegebene  zu  Grunde  legen,  nnd  in  tionen  kann  dieselbe  für  jedes  x  nnd  y, 

Bezug  auf  die  der  Integralrechnung  ent-  also  für  die  ganze  Ebene   oder  nur  für 

nommenen  Betrachtungen    anf  die  erste  gewisse  Theile    derselben  gegeben  sein. 

Abhandlung  verweisen.  Im   letztem  Falle  sagt  man,  x  sei  be- 

Nachdem  in  der  Einleitung  der  Be-   '^*"^J  veränderlich, 
griff   des   Imaginären    in    verachiedener       Man  kann  annehmen  d^^^ 
Weise  erörtert  ist,  brauchen  wir  keine  P«?kt^  dem  ein  Werth  der  Function  ent. 

bestimmte    dieser   Theorien   zu   Gmnde  '?""**'.  ^'^  J?,^^™  5"1''"  ^  ^"^  ^^?'?- 

zu   legen.    Immer  aber  werden  wir  uns  «t«°»  «»n«««  Wege,  d.  h.  auf  einer  Linie 

geometrischer   Veranschaulichungen  der-  ^,^  gelangen  kann    dass  für  jeden  Punkt 

art  bedienen,  dass  wir  in  der  comDlexen  <*ö"clben     die    Function     continuiriich 

'    ^^^  '^Y  Komplexen  ^j^.^^      p^^^    ^^^  ^.^  Discontinuitäten 

Grösse  $  =  «4-yt=:rc^    uns  x  und  y  als  anbetrifft,  so  finden  dieselben  entweder 

rechtwinklige  Coordinaten,  r  als  Badius-  in   ganzen  Flächenstücken ,   oder  in  Li- 

Vector  nnd  tp  als  Winkel  desselben  mit  nien,    oder   in  Punkten  statt     In  den 

der  Axe  der  x  vorstellen.  beiden  ersten  Fällen  sind  die  Functionen 
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Iftr  diese  Theile  nicht  als  definirt  su  be-  fangtpunkt  der  Coordioaten,  welche  pa- 

trachten,  die  Variable  ist  also  beschränkt  rallel  mit  sich  selbst  bleiben,  nach  Funkt 

▼eränderlich.    Nur  dann  kann  man  anf  a  verlegt    Setzt  man  also: 

eontinnirlichem  Wege  nicht  von    einem  «  =  «  +  «» 

Punkte  A  nach  ß  gelangen,  wenn  «wi-  ^     .  v.    j.         o  v  *•*«•:««    «;«• 

sehen  beiden  eine  geschlossene  oder  nach   »o    entspricht    dieser  fubstimtio^ 

beiden  Seiten  unendliche  Discontinuit&te-  Verlegung  der  Coordinaten   nach  Punkt 

linie,  1>eiaglich  ein  Fl&chenstack,  welches   '•    "^'  ^, 

eine    solche    enth&lt,    Torhanden   sind.  ti  =  ^e'\ 

Dann  sind  statt  einer  Function  awei  mit     , 

beschrftakt  yeriUideiiicher  Variable  x  an- 

nmehmen,  deren  Gebiete  von  einander  s  =  a+()«^^*, 

geschieden  sind. 

Hoch  bemerken  wir,  dass  es  swei  Ar-  "<>  ^^t: 
ten  von  DisconUnuitätslinien  gibt.    Die  /.«"^-rj:— n^a-i^ii— M 

UnStetigkeit  findet  entweder  Ton  Punkt  V«'     -^*    »;T»vy    «';» 

an  Funkt  der  Linie,  also  auf  derselben  also: 

statt,  oder  beim  üebersdireiten  der  Li-  a'=(«— a)'+(y— 6)>, 

nie,  auf  beiden  Seiten,  wenn  man  von  ^  w^r^«.«««  a^^  p„«v 

einem  Funkt  Ä  auf  einer  Seite  dersel-  d.  h.  g  stellt  die  Entfernung  des  Punk- 
ben au  einem  benachbarten  anf  der  an-  tes  s  vom  Punkte  «vor.  AUe  Punkte, 
dem  gelangt,  wShrend  die  Function  auf  welche  gleiches  (»  haben,  liegen  also  m 
der  Linie  selbst  stetig  ist.  einer  Kreisperiphene ,  deren  Mittelpunkt 

Wir  reihen  hieran  einige  Betrachtun-   o  und  deren  Uadius  q  ist. 

g»,  welche  sich   auf  die  geometrische       g    Eindeutige  und  mehrdeutige 
edeutung  gewisser  analytischen  Opera-   j.^nctionen. 

^^'l^L'^Än  Werthen  von  .,  wo  also  Von  jedem  Funkte  a  kann   »^  «« 

v=0  ist.   entsprechen  die  Punkte   der  einem  andern  Punkte  b  auf  unendlich 

ibscissenaxÄ  positiven  die  eine,  den  vielen  Wegen  in  <^^^^/^ll^^^ 

negativen    die   andere   Seite    derselben,  gelangen,  '«d  J^^^^^^.fj*"^^^^^^ 

allln  rein  imaginären  Werthen,  wo*=0  ser  Wege   wird  «J.^f^^^^f^*«^  ^I 

ist,   die  Ordinitenaxe.    Für  *=0,  also  dererWerth  ^o?/(»)  *^*2^m' m«! 

*4v=0,  hat  man  den  Anfangspunkt  die  Function    eindeuug,    so    wird  man 

AATfcrdinaten  schliesslich  in  Punkt  b  immer  wieder  su 

"""Ltet  ^r  Swiaelben    Werthe    gelangen,    welches 

De»ii  uMui  ^^^  ^^^  eingeschlagene  Weg  sei,  da  fllr 

x+y%=ire^  ,  j^^^^  VxaikX  die  Function  ja  nur  einen 

so    entsprechen    alle    Werthe,    welche  Werth  hat. 

gleiches:  Bei    eindeutigen  Functionen  kommen 

r'V(x*4-v^)  ftlflo  ^^^  d*«  Discontinuititen  in  Bedacht. 

r-r^a;  -ry  ;,  Discontinuit&tslinien  kommen  bei  der  m 
alsogleicheBadien-Vectoren  haben,  offen-  ^^^  Elementen  betrachteten  Function 
bar  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  ^^^^  ^^^^  ^^^  haben  wir  uns  aun&chst 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor-  ^^^  DigcontinuitHtspunkte  «u  beschrin- 
dinaten,  und  wo  r  der  Badius  ist  Alle  ^^^^  Dieselben  theilen  wir  in  awei  Qat- 
Werthe  s,  deren  Modul  q  kleiner  als  r  ^^j*  ^^^n  erstere  solche  Punkte  um- 
ist, entsprechen  Punkten  innerhalb  die-  f|^gg*n'aoU,  in  deren  Umgebung  die 
ses  Kreises,  alle  Werthe,  wo  g  grösser  j^^^^i^j^  immer  unendlich  bleibt.  Ein 
ist,  Punkten  ausserhalb  desselben.  Setzt  g^^gj^gp  Punkt  ist  a.  B.  für  die  Function 
man:  ,           n      .              ,   _ 

«=«  +  11,  tg»  der  Punkt«  «=2,   da  man  Immer 

wo  a  dne  complexe  Constante  hat: 

sein  soll,  so  ist:  ^    (Zj.  „1= ^f 1  =  -coty, 

«=x-.a+(y-6)t.  ^        ^     «o»6  +  7 

Punkt  u  hat  also  die  Coordinaten :  ^ 

Ä'n»— ö,    t/=y— 6.  ^^  ^^^  unendlich  kleines  r: 

Es    sind  dies  die  Coordinaten,   welche  tg/^^y'j^-i^ 

man  für  z  erhalt,  wenn  man  den  An-  \2        /         v 


es  lel  nun  v  redl  oder  imsgintT.    Die  »(  Scos^  negkUv,  und  wi«  leicht  in 

Di«continnitAUpDiikte  erster  Oattang  ha-  lehea: 

bea   tXto    die    Eieenschrnft,    dais   wenn  et-  i  _  <  ■i\ o  i  m 

f(z)    ftr  «=„  einen   solchen  hat.   die  „     '^i  t  t  .   ^    ^,    ,  .. 

1  tto    r    nnd  9   beliebige   reelle  Zahlen 

Fanetion  -j-Q,    ^    *  =  "    Terichwindet  «ind,    die    auch    nnendlich    groH     Min 

nnd  continnirlich  bleibt.  kennen. 

Discontinnititapiinkte   iweiter  Gattung       C)   i  i*t  ein  nngradei  Vielfacbei  TOn 

nennen  wir  diejenigen,    in  deren  ümge<  ^    ai.o- 

gend  die  Punction  wenigetens  nicht  im-  2' 

mer   nnendlich    wird.     Dergleichen  »ind  coe^  =  0,  ein^=+l; 

i  dann   Ist  f{a+,-\.$i)  ebenjiüla    gleitb 

Wr    di«   Function   e'    der  Punkt  i=0,  **+*?%, , 

d«fBr    einen  powtiTen  Znwacha  Ton  »      »le  Dlscontinnitlt  ist  alio  demt,  dui 
1  (in  der  mbe  des  Funktet  a  die  Function 

-  -  alle  Wcrthe  annimniL     Es   wird   ipttter 

e'  =00,  f3rein«a  n^jaUven  ^=0    ist.  geselgt  verden,  daei  in  der  Mth«  efnee 

Man  kann  anch  eine  dndentige  Function  Discontinnit&Upnnkles    tnstler    Gattung 

luden,  welche  in  einem  beliebigen  Funkte  eine  eindeaügs  Fnnction  wenigetena  ein- 

a  gegebenen  Wertbe  a  nach  mal  unendlich  gross  werden  mtiai. 


E  andern  b  ül>enpringt.    Eine  eolche 


Wh  nun   die  mehrdentigen   Fnnetio' 


*"  ■■  ■"■'  nen  anbetrifft,  lo  kann  man  in  derThat 

'  auf  iwei  Wegen  mit  rersehiedenen  Wor- 

_   z— M  then  der  Function  von  «  nadi  b  gelan< 

/(x)  =  <t-f-(i— a)e     '         .  gen.    Die  Fnnction   mSge  In  einem  be> 

auoSinW:  r.W  Inb«".    ■»  In«  "»glicb,    a«^ 

wenn  man  von  Funkt  a  nach  b  auf  iwei 

f(fl-\-r)~a,    f(a—r)  =  b.  verichiedenen   Wegen    fortschreitet    nnd 

Uit  diesem  Sprunge  ist  jedoch  die  Dis-  beide  Male  mit  demselben  Werthe  Ton/'((i) 

continiütjkt    der     bezeidineteu    Function  beginnt,   man  auf  dem  einen  zur  Fnnc- 

nicht  erschöpft.  Sei  der  Znwach«  =  f +9i,  tio»  fi  (*).  ""f  ^8™  andern  lu  f,  (4)  ge- 

wo  rund  »  nnendlich  klein  und  «anch  l^igt-      ™    '■    B.    gegeben    f(_t)  =  Yt, 

posiÜT  sein  soll;  dann  hat  mau:  eine  Function,  welche   fBr  Jeden  Wertb 

aj  Ton  ■  iwoi  entgegengesetit«  Werthe  bat. 

;,      _— _  Beginnen    wir   mit    einem  Fnnkte   der 

,''+**~j''  ■*■  *'^S(cosp— iiino),  Alwcisaenaie,   der  den  reellen  Werth  « 

~         ,                 ,,,  ,                        .  .  hat,   nnd   eeben    wir  der   Function   flti 

Sii  °^J  T^"'*  ■*?""  '"'*'•  '=•  '"  ?»i'i"«  w.™i..,ü,.   M 

QtSxn  innL    Il.g<gn  ,.i,  (=_.,  nl.o  .bentUi  ,«jU.    Zi.l.<nwl> 

1            -y-»i  jettt  vom  Anfangipnnkte  0  ana  (Kg.  62) 

.-'+"=.'■+»"=0.  Flg.  62. 
Man  hat  also  tauner: 

n«-y+3i)=b. 
Was  den  Auidmck  f{a+v+3i)  anbe- 
trifft,   so    (ind  folgende  FiUlo  lU  unter- 
scheiden : 

A)  Das  unendlich  groaae  posiÜTe, 
sonst  beliebige  g  ist  kein  nngrades  Viel- 
fache! TOn  ^  nnd  liegt  im  ersten,  vier- 
ten, fOnften,  achten  n.  s.  w.  Quadranten. 
Dann  itt  StotQ  positiv  unendlich,  nnd: 

„,      .                         .     T..  ,.    I.  "^i'  Badina  Oa  einen  Kreis,    nnd  gehen 

B)  p  ist  kein  nngrades  Vielfaches  von  einmal  auf  dem  Wege ,  der  durch  den 
s,  liegt  aber  im  »weilen  drillen,  sechs-  Halbkreis  aeb  beteichnet  wird,  dann  auf 
3  dem  Wege  adb  von  «  nach  b  Qher.  — 
len,  nennten  n.  a.w.  Qoadranten.    Dann  Ei  ist   f&r    irgend   dnen  Punkt  dieeer 


Peripherie  tf=ae"  .  Auf  dem  entern 
Wege   geht  man   von  1=0,   welcher   a 

enUpricbt,  bis  f  =  a,  welcher  b  enigpricht, 
auf  (lern  andern  von  ^  =  0  bis  if  —  ~n. 
Ea  Jtt  also  auf  dem  ersten  Wege: 

und  auf  dem  letztem: 

d.  K  bwQglicb: 


v*=y-»    "  =-iV«. 

Man   bat   alio    in    der  That   anf  jedem 

Wege  einen  anderen  Werth  von  yt  er- 

baltan. 

.  Ea  fragt   <icb,   unter   welchen   Badin- 

guDgen   eine    solche   Ahbftngigkeit    dei 

Wertbes    einer  Function  vom  inriickge- 

legten  Wertbe  eintreten  kann. 

Eb  sind  hier  gewisse  Punkte  der  Ebene 
in«  Aage  zu  fassen,  welche  wir  mehr- 
lacbe  Punkte  (doppelte,  dreifauhe,  nfache 
n.  I,  w.)  nennen.  Es  haben  dieselben 
die  Eigenschaft,  das«  für  sie  n  Worthe 
der  betrachteten  Function  gleich  werden. 
F&r  den  Ausdruck  V*  ''  B.  ist  also  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  a  =  0,  ein 
Doppelpunkt,  denn  Tdr  ihn  wird: 

eben  so  hat  die  Function  Yx  In  i  =  0 
einen  nfachen  Punkt,  da  hier  alle  Wnr< 
teln  einander  gleich  und  gleich  Null  wer- 
den. Die  Function  >'(x'— a»)  bat  iwei 
Doppelpunkte,  welche  «—  +a  ondx=  ~a 
entsprechen. 

Wir  untennchen  jeUt  den  Gang  der 
Function  /'(*),  welche  für  jeden  Punkt 
etwa  »wei  Wertho   f,  (t)   und  /,(t)  an- 

Fig.  63. 


■ehmen  kann  auf  zwei  Wegen,  aeb  nnd 
ad&,  welche  beide  von  a  nach  i  fahren 
(Fig.  63).    Wir   wollen  dabei   lunlchst 


annehmen,  die  Wege  wichen  nur  unend- 
licli  wenig  von  einander  ab ;  fernec  sei 
auf  dem  ganzen  Umfange  acdb  nnd  in- 
nerhalb des  Ton  ihm  begrenzten  Ebenen- 
BtOckei  die  Function  f(i)  conti nnirlich, 
und  es  beflnde  sich  daselbst  kein  mehr- 
facher Punkt,  so  dass  also  für  jeden 
Fankt  anf  diesem  Umfang  nnd  iunerbaJb 
desselben  die  beiden  Wertbe  f^  (t)  nn4 
/',  (»)  um  eine  endliche  QrOsK  von  ein- 
ander verschiedea  sind. 

Fingt  man  nun  in  tt  mit  dem  Werthe 
u=f^(a)  an  nnd  verfolgt  den  Wog  ad, 
so  kann  sich  «  nur  continnirlieh  indera, 
nnd  in  jedem  Punkte  des  Weges,  a,  B. 
in  c  oderA,  mit  einem  der  beiden  Wertha 
von  f(i)  anlangen,  den  wir  ebenfalls  mit 
A(*)j  AW  beieichnea.  —  Verfblgt 
man  mit  demselben  Anhngiwerlhe  Weg 
adb,  (0  wird  sie,  da  auch  hier  nnd  aof 
dem  üebergange  von  acb  nadi  aJb  Con- 
tinuitat  herrscht,  In  keinem  Punkte  «inen 
Werth  annehmen  kCnnen,  der  von  dem 
eines  benachbarten  Punktes  des  W^bi 
acb  nn^pne  endliche  Grüsie  verschieden 
ist.  Ist  also  if  unendlich  nahe  dem  Funkte 
c,  so  wird  hier  die  Function  nur  den 
Werth  f^  (d),  nicht  f,  (J)  annehmen  kön- 
nen, da  letzterer  Werth  um  eine  endlich« 
Grosse  von  /,  (<Q  nnd  also  auch  von 
ff  (c)  abweiiit.  Gleiches  gilt  von  j«- 
dem  Punkte  der  Linie  adb,  es  wird  also 
auf  diesem  Wege  in  Punkt  b  die  Func- 
tion ebeafalU  den  Werth  f^  (b)  erhalten. 
Nun  aber  kann  man,  wenn  acb  eine  an- 
dere beliebige  Linie  zwischen  a  nnd  i 
ist,  die  auf  gleicher  Seile  mit  «ot  nnd 
adb  liegt,  auch  den  ganzen  Baom,  wel> 
eher  von  acbta  begrenzt  ist,  in  unend- 
lich kleine  Blume  (heilen,  durch  Linien, 
die   alle  wie  oc't  durch  a  nnd  b  geben. 

Auf  allen  diesen  Wegen,  nnd  schlies»- 
lieh  also  auch  anf  Weg  atb,  wird  die 
Function  in  b  denselben  Werth  f^  (&) 
erhalten,  wenn  man  Sberall  in  ■  mit 
fy  (a)  beginnt,  und  in  und  anf  dem  gan- 
zen Dm&Jige  adbea  kein  mehrfiüdiei 
Funkt  sieb  befindet,  auch  die  Function 
nicht  discontinnirlicb  wird. 

Aebnlichei  gilt  fBr  alle  Wege,  die 
zwischen  o/l  und  adb  liegen,  wenn  afb 
auf  der  andern  Seite  von  adb  nnd  acb 
liegt.     Alsoi 

„Damit  anf  zwei  Wegen  atb  nnd  o/l 
die  Function  zu  demselben  Werlbe  in 
b  fahrt,  wenn  man  mit  demselben  Wetthe 
von  d  enagegongen  ist,  reicht  ea  hin, 
dasa  in  dem  ganzen  von  sbf»  begrani- 
ten  Räume  und  auf  der  Begreninng 
seihst  kein  mebrfadier  Punkt  nnd  di« 
Fnnclion  conlinuirlich  lei.'^ 
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Wenn  man  in  diesem  Falle  Weg  afb  sahl  von  Werthen,  also  fi,  so  wird  man, 
rütkwftrta,  also  ron  b  nach  a  snrflck-  wenn  man  auf  einer  geschlossenen  Curve 
legt ,  so  wird  man  von  dem  Functions-  einen  mehrfachen  Punkt  eine  gewisse  An- 
werthe  /',  (6)  za  ^^(o)  gelangen.    Also:   sahl  von  Malen  umkreist,  zuletzt  immer 

„Wenn  man  von  a  ausgeht  und  die  ^^  denselben  Werth  von  f{x)  zurück- 
ganze geschlossene  Curve  aebfa  zurfick-   kommen.'* 

legt,  so  muss,  falls  man  mit  einem  an-       s^u-  «    r    #•  /-.\     f  (,\  f  t^\ 

deren  Werthe,  A(«),  als  dem,  mit  wel-  .  '''®''  ''  ®'  ^^  W'  ^«  ^  *  '  '  'nW 
chem  man  in  a  begonnen  hat,  f^  (a),  nach  ^i®  Werthe  von  f{x) ,  und  mOgen  von 
a  zurückgelangt ,  von  dieser  Curve  ein  denselben  ^^(af),  /\  («),  f%{x)  für  j:  =  a 
mehrfacher  oder  ein  Discontinuitätspunkt  gleich  werden,  so  kann  man  bei  einma- 
enthalten  sein."  ligem  Umkreisen   von   f^  (a)    zu  f^  (n), 

Was  zunächst  die  Discontinuit&tspunkte  ^^i  zweimaligem  von  f^  (a)  zu  f^  (a)  ge- 
erster  Gattung  anbetrifift,  so  kann  man  langen.  Aber  keiner  der  Werthe  /'«(n) 
f&r  dieselben  sutt  der  Function  f\x)  in    •  ;  •  fj<^  kann  beim  weiteren  ümkrei- 

derNäho  eines  solchen  Pnnktes  7-=-^  be-  ®®^  ^^^   Punktes   er  sich  einstellen,   da 

f  \x)  diese  Werthe  in  a  einen  endlichen  Ua- 

trachten,  und  da  hier  die  Function  con-  terschied    von   /"iC«),  A  W»   /"§(«)   ^- 

tinuirlich  ist,  und  Jedem  Werthe  von/" (x)  bfn.      Es   muss    also  /•,(«)    bei    aber- 

«n  solcher  von  7^  «ntapricht,  ao  muss,  ^'^^'^  Zurücklegen   der  geschlossenen 

^(j)         ir*     •»        "~>  Curve    zu    einem    der    Werthe   A  («)^ 

falls   ein  solcher  Wechsel   des  Werthes  t%  (a),  f^  {ii\  zurückführen.    Es  kann  dies 

eintreten  soll,  die  letztere  Function  einen  aber  nur   der  anftngliche  Werth  /,  («) 

mdirfachen  Punkt  haben.     Der  Discon-  s^ln;    denn   führte   das    Umkreisen  des 

tinuit&tspunkt    ist  in   diesem   Falle   zu-  Punktes  a  mit  dem  Anfangswerthe  f^  (a) 

gleich  mehrfacher  Punkt.  sn   f^  (a) ,   so   würde  die  umgekehrt  ge- 

Die   Betrachtung  der  Discontinuitats-  richtete  Umkreisung  von  f^  («)  zu  /,  (a) 

punkte  zweiter  Gattung   wollen  wir  hier  führen.    Nach   der  Annahme   aber  führt 

nicht  weiter  verfolgen.    Man  kann  also  eine  solche  zu  A  {a\  da  die  anAngliche 

jetzt  sagen,  dass  ein  Werthwechsel  nur  ▼on  ^(a)  zu  /'^(a)  führt.    Also: 
beim  Umkreisen  eines  mehrfachen  Punk-         xi«;«»  ««».t^  ^tt-^i.    •        •        *   v 

M  eintrete,  kann.    Ein  .olcher  Wechsel   p'^wITTÄ^^h-"""'"'*  "''**'"' 
5  *    '^j    1.       .  .  ^      ".         ,.       »»»»^"w    JrunKtes    kann  die  Function   nur  n  ver- 

««Äoh"'n.°ÄÄ'/wr  «Uedene  Werthe  «.nehmen,  nnd  mus 

«=ü   einen  solchen.    —  Der  Ausdruck  kommen." 

0  =«'  ^^  ist  ein  mehrdeutiger,  dalga  Z.  B.  die  Function: 

nnendlich  viel  Werthe   hat.    Alle   diese  ^ 

Werthe  werden  gleich,  wenn  x  eine  ganze  ti  =:  V2 

Zahl    ist ;    es    sind  die    entsprechenden  " ' 

Funkte  also  mehrlache.    Aber  setzt  man  ^^^  ^^^^  nfachen  Punkt  für  2=0.    Be- 

^         <>««*,..     ai  schreibt  man  um  diesen  einen  Kreis,  d.  h. 

ffir  X  den  Werth  ii+rc'^  ,   wo    n   eine  „.: 

ganze  Zahl  ist,  so  wird:  ^^^^  ^"^^  z^re''     und  lässt  »  von  0 

bis  2nn  wachsen  (siehe  den  vorigen  Ab- 

*_  ••  r«^*lga  schnitt),  so  erhält  man  für: 

und  wenn  man  für  ^  erst  0,  dann  2»-^=^'  ^  =2"'  ^=^  '  '  *  ?(2«-2)^, 
•etst,    erhält  man    beidemal  denselben  ^=2» 71 

Werth,   so    dass   hier  beim  Umkreisen  bezüglich: 
keine  Werthverschiedenheit  eintritt.  Glei-  .  <    />    *  «     ^    • 

ehea  Ist  offenbar  auch  bei :  l  L  ^  l  ilLl 

y(l-8ln««)  =  +  co8*  «=r*,   ii=r"  e  "  ,  ii=r*  «  *    .  .  . 

der  FalL  1    g(n— i)>f  1 

Man  kann  sonach  immer  von  Bäumen  _  n  n  _  n 

sprechen,     in   welchen    eine    gegebene  m— r«  ,ti=r, 

Function  eindeutig  ist,  nämlich  in  sol-  und  in  der  That  ist  nach  nfkchcm  Um- 

chen,  worin  sich  kein  mehrfacher  Punkt  kreisen  des  Anfangspunktes  der  Coordi- 

l>eflndet.     In  diesen  Bäumen  sind   alle  naten  die  Function  zu  ihrem  anfänglichen 

Werthe    von   f(x)  vOUig  von  einander  Werthe    zurückgekehrt.     Indess  brauctlt 

getrennt.  nicht  das  Umkreisen  jedes  fifachen  Punk- 

,,Hat  eine  Function  eine  endliche  An-  tos  wirklich  alle  n  Werthe  in  einem  C^- 
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das  la  geben.    E«  kanni.B.  lein,  du«,  Hg.  66. 

wenn  fQr    j:-b  die  Fnnclion  ^(jr)  «inen 

vicrTBchen  Funkt    Imt,    ein   zweimKligca 

Umkreisen,  wenn  niitn  mit /',  (x)  beginnt, 

tucret   anf  /,  (x)   und    dann    wieder  luf 

fi  (z)   Earflckführt.     Beginnt   man  da);e- 

gen   mit   r,  (i),   *o   kann  man  zn  f.U) 

nad    dann   n  /,  (x)   gelangen.     Iminer 

•bor  mümen   im    Iciilern  Falle  die  rer- 

Bcbiedenen    Cjclen    anch    voa    ein  and  ei 

verachiedene  Werthe  ergeben.  MliglicbeT- 

weiie  kann  ein  C/clus  an»  einem  Wertbe   agviutcie.     MOge   man   in    a   mit  eitiein 

bestehen.  der  beiden  Wnnelwertbe  /',  (x)  binnen. 

„Daa    eben   Oesagt«   gilt    aber    dann   Igt  in  g; 
nicht  mehr,  wenn  man  auf  iwel  Wegen  . 

von  a  nach  i,  oder  anf  einem  geschloue*  x  =  it-^re^  , 

neu  W«.  «n  >  »«ch  •  gehl,  w.miii  „  ,  j„  b^,,,  j,,  j„,,„  „„  ,  „^ 
dieser  iM^TenzDag  mehi  als  einmehiv    gg  j^^  jq  j^, 
facher  Funkt  enthalten  ist.** 

Wie  in  diaiem  Falle  in  verbhren  ist,  x  =  a  -^-ra^f"^''*, 

■eigen  aber  «ehr  leicht  folgende  Betracfa-  ,  _,         .,       l     j.__„ 

nngen.      Es    mflgen    innerhalb   <«bma  "•""  "*■  wf  WegjJA  geht,  d>g«««n: 

Fig.  64.  z    at   '  , 


/■.(?)  =  •■*•    •"    , 
-   -  i 

■wei  mehrfache  Funkte  r   und  ß  liegen.  Z^  —  —  t 

Wir  umgeben  a  und  ß  einteln  mit  den  «^    =1   s     ^    — —i 

geschlossenen  Cnrren  acbka  und  hdtgb,  '  ~ 

die   sich   in  b  berlkhren.     Et  wird  dann  '**' 

Weg  ücbda   dasselbe   Reenltat   als   Weg  F,(3)  =—fi(s)- 

ake,  und  ahtge  dasselbe  als  ante  geben, 

denn  in  den  von  je  «Heien  dieser  Woge  Ebenso   fBhroi   die   Wege  ml   nnd  mi 

gebildeten     goecblossencn    Cnrvcn     sind  "    verscbiedonen    Wenben     von    f<f). 

mehrfache  Pnnkte  nicht  enthalten.     Man  Idan   hat   also  auf  Strecke  agdknne  im- 

kann  also  diese  Betrachtung  auf  die  der-  mer    den    Werth     f.(,x),     dagegen   auf 

jenigen  Cnrven,   welche   die  mehrfachen  Strecke  agiik$ieie  in  \  den  Wenh  /,(x). 

Funkte   einicln    umgeben,  au rückriihren.  in  s  denselben,  in  i  dann —/■,(i)=/',(*). 

Jedoch  iat  nicht  nOthig,   daes  si^  diese  denn   da  Weg  itei   von  /',(■)   an  /'j(iQ 

Cnrven  berühren.     Es  sei  z.  B.:  führt,  muss  dieser  Weg  ancb  von  ^,(t) 

/r  \     i// \/ ;s  ""^  ^W  fahren,  man  langt  also  in  « 

/(x)=V(x-b)(x-^);  ebanfaUs  mit  /.(x)  an.     D.   h.i  Zw«i 

x  =  ii   und  x  =  ß  sind  hier   in   der  That  Wege,  weldie    die    DomMlpankte  «  =  « 

Doppelpunkte,    umgebe    man  (Fig.  66)  '">'i  '=■?  nrnfassan,   ake  nnd  «ms  fflh- 

aaaä  ß  mit  kleinen  Kreisen,   die  inner-  wn    in    «   su    demselben    Werthe   von 

halb   akem  liegen;  g,   k  sind   beliebige  /"(x)  =  y(x—o) (x— (J).     Also  wenn  man 

Pnnkte   der  Peripherie   des    einen,   >,  i  von   a   ans   eine  in  sich  snrDckkehrende 

dea  andern  Kreises,  gdh,  gvh,  nu,  toi  Carvedorehschreiiet,  welche  beide  Punkte 

sind  Halbkreiie.      Wir  verbinden   durch  nmfasst,   so    kehrt    man   zd   demselben 

beliebige,  s.  B.  grade  Linien  die  Funkt«  Werthe  snr&ck,   von  welchem  man  anS' 

a,  g   —  k,   M  —  i,  t.     Es   ftfart   dann  gegangen  ist. 

Weg   mkt    an    demselben    Werthe    als       Ans    dem  Umkreisen    von    Bknmen, 

agtUmüe,    aaä   ante  lu  demselben    aU  welche  je   einen  mebriachen  fnnkt  en^ 
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bnlten,  k*nn  man  sich  also  die  Hehr-  ten,  wo  etwa  n  Werth«  Ton  f(x)  gMA 

deotigkelt  der  Function  gewiBBermaRsien  werden,  deniie  mnrt  lieh  die  BtKIter  in- 

Entstebend    denken.     Da   es  Fanctionen  iBmmenhängend.     Dieser  ZaBkmmeDhing 

gibt,   die  unendllcb  vieldeolig  sind,   wie  kann  aber  ein  vergchiedener  leia.    Geht 

I.  B.  lg(>),  10  brtinchen  aiese  beim  Um-  nach   einmaligem  Umkreisen   des  mehr- 

kreiacn    eines    mührfachen  Punktes    nie  fachen   Pankles  f^  (x)   wieder   iu  /,  (z), 

wieder   anf  den   alten  Werth  lurflckRih-  f,{x)   !d  fti-e)  n.   s.  w.  übar,    wie  diei 

ren.     In  der  That   findet  fdr  die  Fnnc-  .   -     «    _  ,     .  ,011 

tkm  IgW  im  Anrangspankt  derCoorJi-  ^"'  "      "'  '^^-'A:  '^J^'  ^'"  ""'■ 

«ten   dn   nnendlldifadier    Ponkt   .».t.  ">    "t"  "''°  '1="  f.'"  »•»«"  "^^  T" 

E«  ist  nfcmlich  iwar  lgO  =  <»,  aber:  ""  "^^  «'"»'"1"  l.egenduod  ohne  wei- 

^  '  teren  Znsammenhang  als   m   dem  frag- 

1    _         1  liehen    Fnnkle    Torstellen.      Gehl    aber 

Jg.-(*+i.7ii'  «.    B.  AW  m  /...),  /-.(«)  in  f,ix) 

wo  ((*)  ein  beliebiger  Werth  des  Loga-  °"J  A(*)  i"  f.M^bev   so  denke  man 

ritbmns  ist,  und  alle  diese  Werthe  wer-  "'=''   '?   ^™™  ^°^"  ''"  ?'""'  "^ 

den    nnter  einander  nnd  der  Hüll  gleieh  *«  ,"""    Schraube   Über  einander   ge- 

fQr  z  =  0  wnnden,  so  dass  eine  Umkreisung,  d,  h. 

Ziehen'  wir   einen  Kreis  am  den  An-  t"    ^nrüAlegung    einer    Bchranbonwin- 

■  fngspnnkt   der  Coordinalen  mit  Radina  ^'"'?   "^  "»»"  ^latt  ms  sweite.   der 

r,  und  beginneu  in  Pnnkt  a  diese«  Krei-  ""'*"'  Windung  vom  .weiten  ms  dritte 

^z  fahrt;    nm  vom  dritten  wieder  ins  erste 

■ea  mit  dem  Werthe  a  =  re*  ,  nnd  mit:  m   gelangen,  musi    Man   sich  dann  die 

|ffQ^ ]gr-f-ui,  Windung  allerdings  durch  die  einielnen 

'  ,       ,  „   ,         .  ,  ,.  Blätter   inrüek   in  sich  selbst  zorücklan- 

wo  unl.,  ler  d»  ,..11.  Log«..bm..  d,.-  ,    j  ^    ,,  ,     ^      (j     ^ 

■er  GrOase  za  verstehen  ist.    Mach  »ma-  ^    *       ' 

Ilgem  Umkicisen  hat  man  dann : 

„(■/ +!■")■ 


Fig.  66. 
l8.  =  lgr, 


lg»  =  r  +  i(,+-..), 
d.  h.  bei  jeder  Umkreisung  vcimchrt 
■ich  lg(z)  nm  2ii  und  so  ins  Unendliche 
fortj  bei  der  Umkreisung  in  einer  der 
•nf&ngUchen  entgegenge seilten  Achtung 
wBrde  Verminderung  nm  2ni  eintreten. 

Wir  können  hier  eine  Veransdiaa- 
liebuDg  nicht  übergeben,  mit  welcher 
KiemanndieUehrdentigkeitderl'unetionen 

nnd  die  hier  gegebenen  VertiiUtnisie  des  gefihr  in  der  tou  a  nach  a  lorflck/hh- 

Uobergenga   ihrer  renchiedenen  Werthe  renden   Schraube     angedeutet    ist.      Ein 

in  einander  auch  riumlieh  dargestellt  hat.  solcher   mehrfacher    Punkt    heisst  dann 

(Vergleiche;   Grundlagen   für  eine  atlge-  Windangs-  oder  Vocrweigungspunkt,  und 

meine     Theorie     der     Functionen     von  kann   ein   doppelter,    dreifacher  n.  s.  w. 

O.  Siemann.)  Bein.     FShrt  also  i.  B.  beim  Umkreisen 

Man  denke  sich  statt  einer  Ebene  meh-  des  Fnnktes  a    die   erste  Windung   von 

rere  Über  einander  gelegte  Blätter,  und  f^(,x)    m   f,(x),   ron   /",(*)    in   /,  (x), 

■war  sonel  als  die  Function  Werthe  hat.  von  f,  (z)  sn  /^  (x)  und  gleichseitig  von 

Jedem  Werthe   der  Variablen  i=x+p  /'.(z)  zu  ^^(:t)  und  von  /',(z)  iu.f^(x), 

wird  dann    auf  jedem  dieser  BUktter  em  so   ist   a  ein  fllnSachor  Paukt,  zngleiai 

Punkt  und  diesem  ein  Werth  der  Fnnc-  aber   ein   dreifacher  nnd   ein  awelfacher 

tion  /'(x)   entsprechen.     Alle  diejenigen  Windnugspunkt,   nbniich   Tur  f.,  f,,  f, 

Werthe  von  ^(z),  welche,  einzelne  Futikte  ein   dreÜacher,  imd   lör    f^   und  /,  ein 

ausgenommen,  coutinairiich  bdb  einander  doppelter.  Windongspunkle  kfinnen  offes- 

entttehen,   denkt   man   sich  als  in  dem  bar    anch  Discontinnitits-Punkte    ■wei- 

ersten  Blatte  gehörig,  die  anderen  f^  (x)  ter  Gattung  «ein.    Nur  wenn  eine  Fnno- 

■n   dem   iweiten    n.  s.  w.       Somit    hat  tion  nnendlich  viel  Werthe  bat,  nnd  in- 

jeder  Werth    von   f(x)   seinen  ganz  be-  gleich    jede    Umkreisung    einen    neuen 

stimmten   Platz,    und   es    ist   somit  die  Werth  gibt,  wie  dies  i.  B.  bei  lg(»)  in 

Mehrdeutigkeit  im  AUgemeiuen  gewisser-  Funkt  z=0  stattfindet,  ist  eine  Säiranl)« 

maaeea  aufgehoben.    Kur  in  den  Funk-  mit  unendlich  vielea  Windungen  la  den- 


46B 

keil,  deren  jede  einem  Werihe  von  fix)        1     -/1\  .      *.  ^ 

entspricht.  y=J-  f\'}*  »<>    "»  ^  *=»  •  y=0. 

Es   l*«8t   Bich    nun    fUr  jeden  Punkt  ^Xso  nur  ein  Punkt  vorhanden.    Es  hat 
eines  der  Bl&tter  der  (iang  der  Function  /^  \ 

in  folgender  Weise  veranschoolichen.  aher  fy-J  gerade    so  viel  Werthe   als 

Man  denke  Buerst  die  Windungspunkte  r/  \     ^/     ■»  ^  u      .j.         ^ 

auf  denjenigen  Blattern,  >n  welchen  sie  ^W-  J^*^  ^^*'*°  «^»<>  *««*>»  ^i?  **'?,.  u^ 

gehören,    verzeichnet;  von  jedem  Win-  »«tahch  ist,  nur  von  einem  Unendbch- 

dungspuikte  ans  eine  Linie,   z.  B.  eine  ^'''^'l  ^'  ^'  unendlich  entfernten  Punkte 

Grade,  jedoch  nur  nach  einer  Richtung  «Prechen,   und  ist  darunter  derjenige  au 

und  so   gezogen,   dass    sie  über  keinen  verstehen,    woy=:i  =  0    ist.      Dieser 

Windungspunkt  hinausgeht,  also  entwe-  ' 

der  ins  Unendliche,  so,  dass  sie  dadurch  I*unkt     kann    ein   Discontinuit&ts-    und 

keinen  zweiten   Windungspunkt   entliüt,  *ocli  «Jn  mehrfacher  Punkt  sein.    Z.  B. 

oder    eine    endliche    Linie    vom    ersten  ** 

Windungspunkt  bis    zum  zweiten,  eine  hei  der  Function  V«  hat  der  Punkt  «=00 

andere  Linie  vom  dritten  bis   zum  vier-  Wde  Eigenschaften,    denn    sowohl    ist 

ten  u.  s.  w.    Zieht  man  nun  von  einem  ** 

Punkte   b  der   vom  Windungspunkte   «  v      --.     -1     ->/T"     1    .      r   u     »     1.* 

ausgehenden  Linie  eine   in  si(£  zurück-  y«=«,  »Ib   l/-=~emnfacher Punkte 

kehrende  Curve  um  a  herum  bis  wieder  Vy 

nach  b ,  so  wird ,  wenn   man  mit  /",  (A)  •      1      * 

begann,  man  in  6  mit  /;  (6)  zurückkeb-  ^a  — =Vy  ein  solcher  ist.     Dies  Ver- 

ren,  wo  fi(fi)  ungleich  f^(b)  ist.  y^ 

Es  wird  also  auf  beiden  Seiten  dieser  haltniss    wird    räumlich  wiedergegeben, 

Linie  Discontinuit&t   stattfinden.     Diese  wenn  man  sich  statt  der  Ebene  eineKu- 

Linie    nennen     wir    Verzweigungslinie,  gel  mit  unendlich  grossem  Radius  denkt 

Greht    man  nun  ein   zweites  Mal  um  a  Die  Veriweigungslinien  gehen  dann,  wenn 

herum  von  6   nach  b ,    also  diesmal  mit  man  von  unserer  ersten  Betrachtung  ans- 

f%  W  beginnend,  so  wird  man  mit  /",  (6)  geht,  von  dem  mehrfachen  bis  zum  Un- 

oder  auch,  wenn  der  Punkt  ein  Doppel-  endlichkeitopunkte ,  nicht  aber  über  den- 

punkt  ist,  mit  /*,  (b)  zurückkehren,  d.  h.  gelben  weg,  da  sie  sonst  zum  Anfangs- 

man  muss  annehmen,   dass  man  beim  punkte  zurückführen  würden. 
Ueberschreiten     einer  Ycrzweigungslinic        -v    tt  i.  j       wr        t 

Ton   einem  Blatt    ins    nftchste   gerathe,       ^>   Untersuchung   der  Werthe, 

dass    also  die  Blätter  in  der  Verzwei-  ^«Icn«  «»»e  mehrdeutige  Fnnc- 

gungsUnie  mit    einander  zusammenhän-  ***>^  annehmen  kann,    wenn  man 

hängen.     Diese  Darstellung  zeigt  auch  "'^^    ®*»«™    gegebenen    Punkte 

sehr  gut,  wie  man  beim  einmaligen  Um-  ^nd  Werthe  aus  zu  ei  nem  andern 

kreisen  zweier  Windungspunkte  dennoch  ^«»k*«    »«i   verschiedenen  Wo- 

auf   den   Anfangswerth    zurückkommen  ^^^  gelangt. 

kann.  Z.  B.  wenn  a  und  b  Doppel-  Wenn  man  von  Punkt  a  ans  nach 
punkte  sind,  A,  B  die  zugehörigen  Vcr-  einem  andern  a'  derart  auf  zwei  Wegen 
zweigungslinien ;  f&ngt  man  dann  mit  geht,  dass  man  mit  demselben  Werthe 
einem  Punkte  auf  der  äusseren  Seite  f^  (a)  beginnt ,  so  kann  man  mit  ver- 
von  A  mit  /^  (:r)  an,  so  kann  man  bis  schiedenen  Functionswerthen  in  a'  an- 
B  gelangen,  ohne  die  Verzweigungslinie  langen,  wenn  beide  Wege  Windungs- 
cu  schneiden,  dann  schneidet  man  B,  punkte  einschliessen.  Schi i essen  sie  nur 
kommt  also  auf  den  Werth  /*,(«),  end-  einen  ein,  so  muss  dies  offenbar  statt- 
lich muss  A  geschnitten  werden  ^  was  finden, 
auf  f^  (x)  zurückfuhrt.  Wir  unterscheiden  jetzt  geschlossene 

Geht  nach  der  zweiten  Betrachtungs-  Curven   von   in    sich   zurückkehrenden, 

weise  von   a  nach  6  nur  eine  Verzwei-  unter  den  erstem  solche  verstehend,   wo 

gnngslinie,   so  ist  es  an  sich  klar,   wie  die  Function  f(€)  in   a  mit   demselben 

man,  ohne  diese  zu    schneiden,   von  a  Werthe  f^{a\  mit  dem  sie  ausging,  nach 

nach  a    zurückkehrt,  wenn   die  Punkte  a  zurückkehrt,    also  in  dassäbe  Blatt 

nur  Doppelpunkte  sind.  wieder  eintritt,  unter  den  letztem  solche. 

Es  ist  aber  noch  eine  Bemerkung  über  wo  die  Function  bei  der  Bückkehr  nach 

den  Werth  a?  =  ao    zu  machen.    Diesem  a   in   ein  anderes  Blatt  tritt,    also  mit 

Werthe  entsprechen  auf  der  Ebene  un-  f^  {a)  zurückkehrt,    wenn  sie  mit  f^  (a) 

endlich  viel  Punkte.    Betrachtet  man  in-  ihren  Lauf  begann.    Sonach  sind  in  sich 

desB    statt    der  Function  f{x)  die  von  zurückkehrende  Curven  geschlosseni  wenn 
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■ia    kainen    Windnngipiiiikt    enthalten,  damifllbeii  VnnetioDaowerth  in  J  gola» 

oder  nur  einen  tifachen,  den  lie  nmU  gen,    wenn    man   irgend    ^en    «ödem 

omkreiten.    Eine  Corve,  die  einen  Win-  Werth  maa'  nnd  aniierdem  eine  in  lidi 

dnDgspnnlct    nur    einmal   oiakreiit,    iet  mrückkehrende  Cnrre  narfloklegt.    Beide 

nicht  geschloisen.    Leicht  einiusehen  sind  Woge  gelten  alto  gleicb." 

nan  folgende  SUze;  Senn  n^a'   läait  aidi   ereetieB  durch 

A)  „Wenn  man,  mit  /',  (n)  beginnend,  die  in  «ich  zarückkehrende  Cnrve  »ß£m» 

Weg  0ßaf  inrücklcgt,  so  kann  mnn  lu  (Fig.  6^  nod  Weg  itaa'.    IHniunl»- 

Fig.67. 


lieb  Weg  a'ma  und  unmittelbar  darauf  gleidi  h  dergleichen  Cnrveu,  welche  jede 

maa'  geht,   so  ist  dieser  Weg  als  nicht  einen  nrnkreisen." 

geschehen  in  betrachten.  Weg  aßt/aa  (Fig.  68)  m^ei.B.die 

Was    nan    die  in  sich  zurückkehrende  Windungspnnkte  m  nnd  n  enthalten,  so 

Carre  anbetrifft,  so  kamen  wir  schon  im  gilt  dieserWeg  gleich  den  beiden  o^yifii 

vorigen  Abschnitt  atif  das  BeanltaL  nnd  aJya'aa,  die  jede  nnr  einen  Terbin- 

B)  „Eine  in  sich  zurückkehrende  Cnrve,  dnngspnnkt  enthalten.     Hierbei  kann  der 

welche  n  Windnngipnnkte  umkreist,  gilt^  Weg  (Fig.  66)  eich  mehrere  Male  selbst 


rig.  GS. 


schneiden,    oder    einen    der   Windnngs-   Cnrre    thun,     welche    dordi    Zeriegnug 
punkte  M  aadi  mehrere  Male  (Fig.  69)   entsteht. 

umkreisen.     Dasselbe    wird    anch    die       q^  ^^[^^  geschlossene  Cnrve,  die  lieb 
auf  einem  Wege  befindet,    kann  guu 
£1g.  69.  weggelassen  werden." 

Die  Function  kehrt  nlLmlich  mit  ihrem 
Anfangs wertbe  ■nrtlck,  nnd  der  Weg  ist 
also  ohne  Einflnss. 

D)  „Zwei  Ton  a  aasgebende,  in  sidi 
■UTÜckkebrende  Currsn,  weldie  einen 
nnd  «war  denseli>enWindungspaukte^ah 
ffl  nnd  in  gleicher  Bichtoog  umkielsen, 
gelten  einander  gleich." 

Dean  awiichen  ihnen  befindet  sieh  kein 
Windungspnnkt,  beide  Werthe  kehren 
also  mit  .demselben  Werthe  nach  a  n- 
rttck.  ~~  Es  Ist  wiehäg  n  bemeikea,  in 
weldier    Blcbtang    ein  Winduigspuakt 


■mknist  wird.  Wir  bM^iAim  eine 
uAi^lieb  anianehmenja  »li  positl*, 
die  entgegengSHUte  all  negttiT. 

Bin  in  lieh  le  rück  kehrender  Weg,  der 
eiuen  Windungipnnkc  11  «nal  nrnkreist, 
lit  doTch  folgende  Wege  id  ereetien. 
Mmi  eisht  von  a  aas  eine  beliebige  Li- 
>fe ,  am  beiten  eine  gratla,  die  jedorh 
keinen  andern  Windengipankt  enthült 
(Fig.  70),   nach   b   in  die  Mfthe  von  JV, 

Fig.  70. 


macht  einea  Kreis  durch  b  mit  Badiiu 
Mb  nnd  kehrt  nach  ■  mrück.  Ein  lol- 
cher  Weg  beiaec  Elementexweg.  Dann 
'  wiederholt  man  mit  dem  Fanctionea- 
wetthe,  mit  dem  man  in  a  inrückkam, 
diesen  Weg,  Dad  ftbrt  eo  nmal  fort. 
Die  Wege  von  a  naeh  b  and  b  nach  « 
hehen  sieh  n&mlich  derart,  daat  nnr  der 
erste  nnd  letzte,  daiwiicben  ein  iifacher 
Ereia  übrig  bleibt,  der  dem  gegebenen 
Wege  gleich  sn  letien  ist.     Also: 

Ein  in  sich  iurBckkehrender  Weg,  der 
deasribeB  WindnngapHnkt  imal  nmkreist, 
gilt  gleich  n  Elemenlarwegen. 

Hierani  folgt  leicht: 

B)  „Jeder  in  rieh  larfickkehrende  Weg 
gilt  einer  Anzahl  von  Blementarwegen 
gleidi." 

Z.  B.Weg  aj!a,n,  der  die  Windnng*- 
pnnkte  JV,  #,,  Jf,  ntngibt,  irird  laertt 
in  Wege  getbsilt,  deren  jeder  einen  nm- 
gibt  (Fig.  71),  nnd  diese  dsrch  die  ent- 
sprechenden Elementanr^e  eraetiL 

Der  Werth,  mit  dem  die  Function 
nach  ■  (orückluhrt,  irird  beitimmt :  dariA 
den  Anfitngtwerth,  dnich  die  Aniabl, 
An  and  Ordnung  der  Blementenrege. 
Dnter  der  Beseichnnsg  Art  wird  ver- 
staadetL,  welche  Funkte  IK  und  in  wel- 
«ber. UiditKng  lie  nmkreist  werden,  n»- 


ter  Ordnung  die  Keihenfulge,  in  weldicr 
die«  geschieht. 

Die  Beieichnnng  (+W),  (-*)  gibt, 
die  Punkte  und  die  Richtung  der  Um- 
kreisung (positiv  oder  negativ)  an.  Die 
Beteichnnng  (+Jlf)'  soll  aaseigen,  daaa 
der  FuDkt  Jf  «mal  hintereinander  ura- 
kreiit  sei.  Die  Reihenfolge  wird  durdi 
eine  Beihe  solcher  AuedrOcke,  die  wir 
Zeiger  nennen,  angegeben. 

Z    B.: 

(+jf)V-w.)C-*,){+Jf)(-*,)* 

gibt  an ,  dass  Punkt  K  iweimal  in  jm>- 
•itiver,  dann  M^,  JV,  in  negativer,  M 
wieder  in  positiver,  addiesslitÄ  M,  swei- 
mal  in  negal^ver  Bichlung  nmkreist  wird. 
Eine  solche  Beihe  nennen  wir  Charak- 
teristik der  in  eich  eurftckkehrenden 
Linie. 

Was  scblieeslich  einen  beliebigen  Werth 
anbetrifft,  der  von  g  nach  k  Hihrt,  gKk, 
so  ist  dieeer  folgendermaassen  (Fig.  72) 
in  eraetien.  Uan  gebt  von  g  nachdem 
festen  Funkte  m  (auf  einer  Graden,  wenn 
diese  keinen  Windungapnnkt  enthUt,  oder 
auf  einer  beliebigen,  keinen  Windunge- 
pnnkt  enihalKndeu  oder  nrngebenden 
Linie),  legt  dann  die  fn  sieh  nirilckkdt- 
Tcnde  Curre  agKIta  inrack,  die  dnrth  ihre 
Charakteristik  bestimmt  wird,  nnd  macht 
dann  Weg  tA  (in  grader  Bichtung,  wenn 
kein  Wiodnngspnnkt  auf  ah  liegt).  Die 
Bichtigkeit  folgt  aus  dem  Torigen. 

Also: 

F)  „Jeder  Weg  von  g  nach  h  ist  gleich 
einem  einfachen  Wege  von  g  nad  dem 
festen  Funkte  «,  einer  Aniahl  Elemen- 
tarwege nnd  dem  einbtdien  Wege  von  « 

Sdiliesslich  ist  nodi  der  F*U  n  be- 
rScksichtigen ,  wo  die  Cnrve  gSIt  eittea 
Windnngapnnkt  M  entUUt  Da  dieser 
Paukt  durch  Verengung  einer  jedos  Um- 
kreinmg  entstanden  aein  k«u,  s«  kOn- 


n«n  »ir  den  Weg  durch  eine  jede  lolche 
UmkraiiDDg  fahren.  Der  Weg  h«t  Uio 
*  Tenehiedene  Werthe,  wenn  jK  ein  Yfla- 
donglponkt  nter  Ordnung  iit. 

Betrachten  wir  jettt  noch  eine  Curro, 
welche  »lle  Windungipnnkte  (den  Un- 
endliehkeiltpankt,  wenn  er  ein  solchBr 
iit,  nettkrlich  aaigeschloHen)  nmgiht,  so 
wird  dieae  Cnrre  ■ngleich,  vom  ünend- 
lichketttpnnkt  geieben ,  eine  solche  (ein, 
die  den  letzteren  allein  nmgiht,  also  wenn 
dieser  kein  Windnngsponkt  ist,  eins  ge- 
schlossene. Darani  würde,  wenn  man 
lieh  mit  dieser  Betrachtung  begn&gen 
wollte,  schon  folgen: 

„Eine  Curre,  die  alle  Windungspnnkle 
nmgibt,  führt  in  demselben  Werthe  «o- 
r&ck  oder  nicht,  je  nachdem  der  ünend- 
licbkeilspnnkt  ein  Windnngspnnkt  Ist 
oder  nicht" 

Indeii  ist  diese  lediglich  tÜB  Teran- 
ichanliebnng  dienende  Betrachtung  ana- 
lytisch au  rechtTertigen.  Zn  dem  finde 
deakt  man  dnicb  den  dem  Anfangspunkt 
0  eDtAml«ilen  Fnnkt  der  Cnrre  einen 
Kreis  mit  Mittelpunkt  O  geschlagen, 
dewen  B«dlna  r  «ei ,  so  gilt  dieser  der 
.g«gebeiu&  Cnrre  gleich  nach  dem  Obi- 
gen, und  es  Ut  i  =  re**  r«  =  rC'-«^*), 
wo  r  constant  ist,  Tariable  nnd  Func- 
tion für  i^end  einen  Fnnkt  dieses  Erei- 


lst anch  dieser  kein  solcher,  so  findet 
keinerlei  Weduel  der  Function  beim 
Umkreisen  statt  nebrigena  ist  wegen 
•/■  {re~^^,  da  y.  ron  0  bis  2n,  also  -9 
Ton  0  bis  — Sn  so  nehmen  ist,  die  Win* 
dnng  nm  den  letstem  Kreis  die  enlge- 
gengesetate  das  erstem,  der  alle  Win- 
dongsponkte  umgibt 

5)  DifferenzialenndDiffeTeo- 
Eialquo  tient en  der  Functionen 
complexer  Variablen. 

Ist  f(x)  eine  belieUge  Pnoction  von 
a,  so  nennt  man  Difteramial  Ton  ^(x) 
den  Ansdrnck: 

wo  V  eine  im  üebrigen  beliebige  OrOsse 
ist,  welche  ins  Unendliche  .  abnimmt 
Wir  sagen  nämlich,  dass  eine  complexe 
Zahl  abnehme,  wenn  dies  mit  ihrem 
Hodnl  der  Fall  ist     Der  Aasdmck: 

lim/'(«  +  0-/(») 


also  anch: 


■0  bat  DtMli 

y = 0  enttpriebt  dem  Vsendlichkeittpnnkte, 
«=f'~^'  »iaer  KMlsperipherie,  welche 
kainM  ander«  Windnngspimkt  lä»  ]r=0 
«michUeiit  (g  iitnimliebconitMit);  abo 


AwA  Mttf  fl 


Hat  man  eine  Function  ron  mebreren 
TaHablen  x,  y,  s,  so  kann  man  das 
Differeaiial  nacb  Jeder  denelben  neh- 
■Mn,    nMl    nun   hat   (blgenda  Bcadcb- 
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\fi».  y»  s)=iim[/(^+ifc,  y,  o-rc«.  y, »)]» 

^y/*(*»  y»  »)  =  lim[/(x,  y+rfy.  »)-r(*,  y,  »)]. 

^4^(*»  y»  »)=,W"n  !/(*>  y>  »+Ä) -/•(«,  y,  »)]. 
^/"(^i  y^  g) ^ jj^ rAj?-frfr,  y,  0-/(a^.y>>)] 

dx  L  </jp  J* 

^/(*>  y»  *)~iimR(^»  y»  *4-rfg)~A^»  y.*)] 

d%  L  </«  J' 

Man  nennt  diese  Ansdrücke  bezuglich  partielle  Differenzialo  nnd  partielle  Diffe- 
rensialqnotienten,  genommen  nach  «,  y,  £.  Man  kann  sich  übrigens  x,  v,  s  von 
einander  abhängig  oder  unabhängig  denken.  Das  bei  den  partiellen  Differenzia- 
len  nnd  Differenzialquotienten  gebrauchte  d  ist  von  demjenigen  d  an  unterschei- 
den, welches  andeutet,  dass  man  das  Di£ferenzial  nach  der  einzigen  in  der  Func- 
tion enthaltenen  Verftnderlichen  genommen  habe.  Zuweilen  sind  zwischen  Ter- 
Bchiedenen  partiellen  Differenzialen  nnd  Di£ferensialqnotienten  einer  Function  noeh 
andere  Unterschiede  zu  machen,  z.  B,  wenn  man  andere  VariableB  durch  Trana- 
formation  einsetzt,  und  man  kann  dann  auch  die  Ausdrücke: 

\   dx   /        cT« 

n.  8.  w.  gebrauchen. 

Das  Di£ferenzial  oder  den  Differenzialquotienten  einer  Function  bilden,  nennt 
man:  „dieselben  differenziiren".  Mit  dem  Ausdrucke  Differenzial  ist  das  Wort 
Zuwachj,  mit  dem  Ausdrucke  Differenzialquotient  sind  die  Wörter  Ableitung,  Diffe- 
renzialcoeffident  und  Derivation  (derivirte  Function)  gleichbedeutend. 

Bei  einer  Function  mehrerer  Variablen  kann  man  auch  das  Differenzial  nach 
allen  Variablen  gleichzeitig  nehmen.    Der  Ausdruck: 

<'/'(*i  y»  t)=lim|y(«+dr,  y+rfy,  »+</«)-/(«,  y,  «)] 

heisst  dann  totales  Differenzial.  Man  gebraucht  für  dieselben  das  erst  angewandte 
d  im  Gegensatz  zu  dem  bei  den  partiellen  Differenzialen  gebräuchlichen   d. 

Man  kann  auch  ron  einem  totalen  Differenzialquotienten  der  Function 
f{*i  y%  <)  sprechen.  Nehme  man  n&mlich  an,  y  und  z  seien  irgend  welche  Func- 
tionen einer  andern  Grösse  ti,  so  kann  man  setzen: 

/(»»y,  »)=/['/(«),  V'W. /(«)]. 

und  wird  dann  haben: 


^f(j^^  y.  «)«i;^  UWi^-^du),  if,(u+du%  x(^-hdu)]-ne,{u),  ^  (f.),  /(«)]' 


du  L  du  j 


Von  den  Differenzialquotienten  gelten  zunächst  folgende  Fnndamentalsätae: 

I.  „Gibt  man  der  Variablen  x  eine  Reihe  continnirlich  anf  einander  folgen- 
der Werthe,  welche  also  den  auf  einander  folgenden  Fnnkten  irgend  einer  be* 

grenzton  Linie  entsprechen,  so  kann     J"  ^  nur   für  einzelne  Funkte  dieser  Linie 

disscontinuirlich  werden,  nie  für  eine  ganze  Strecke,  so  klein  diese  andi  sei,  Toraaa* 
gesetzt,  dass  nicht  die  Function  f(x)  selbst  auf  dieser  ganzen  Strecke  disconti- 
nuirlich  sei.'* 

Beweis.  Wir  nehmen  mn&chst  an,  «sei  reell  für  alle  Funkte  der  zu.  un- 
tersuchenden Strecke,  d.  h.  die  leutere  falle  in  die  Abscissenaze.  Wir  unter- 
suchen dann  die  Function  f{x)  für  eine  Beihe  ron  Werthen: 

welche  auf  einander  continuirlich  folgen,  derart ,  dass  y  reell  und  unendlich  klein 
ist,  nnd  wo  die  Abstände  y  eines  jeden  Punktes  vom  sunaelist  Törhergeheadea 
einander  gleich  sind.  —  Es  e&tspre^ea  dann  den  Wecthen  Ton  x  die  Werdie  des 
Differenzialquotienten : 
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Sei  noch  ß=:a-^ny,  also  n+l  die  Anaabl  der  betrachteten  Punkte.  Addirt  man 
alle  Differenzialqnotienten,  so  kommt : 

r(«)+r(«+>')+r(«+2^)+  • . .  +r(fl-y)J^'^~^^'>, 

oder  wenn  man  mit: 

yz:- 

fl 

mnltiplicirt : 

1)      »'[r(«)+r(«+*')+r(«+2o+  . . .  +r(/j-o]==/0')-/'(«). 

Die  Strecke  kann  so  genommen  werden,  dass  die  Function  f(x)  far  :r  =  /9  und 
xzza  endlich  ist;  dasselbe  wird  dann  mit  f(ß)—f(a)  der  Fall  sein.  Man  kann 
ferner,  falls  ^(jr)  fUr  die  ganze  Strecke  reell  ist,  dieselbe  klein  genug  annehmen 
(es  ist  niimlich  fiber  die  L&ngo  derselben  nichts  bestimmt),  dass  die  Function  f(x) 
Ton  a  nach  ß  continuirlich  bleibt  und  für  jeden  folgenden  Punkt  gegen  den  vor- 
hergehenden entweder  immer  zu-  oder  immer  abnimmt.  Denn  ohne  die  Continui- 
t&t  zu  verlieren,  kann  sie  nicht  für  einen  Punkt  zu-,  für  den  nächsten  abnehmen, 
für  den  dritten  etwa  wieder  zunehmen  u.  s.  f.  Es  wird  also  im  Falle  der  Zu- 
nahme sein: 

f(a)<na+y)<f(a+2y)  .  .  ., 

im  Falle  der  Abnahme: 

In  jedem  Falle  also  werden  die  Ausdrücke: 

und  daher  auch  die  Differenzialqnotienten : 

auf  der  ganzen  Strecke  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  ist  nun  von  diesen  Werthen  einer  der  kleinste,  abgesehen  vom  Vorzeichen  ; 
er  möge  dem  Punkte  y  entsprechen.    Dann  ist: 

indem  man  in  Formel  1)  s&mmüiche  Glieder  der  Summe  mit  ihren  untem  Grenzen 
r  (y)  ▼ertauscht.    Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber: 

ß-a 

n:z~ 

y 

ist  * 

(fi-')rw<m-m' 

Es  kann  also  f'(y)  nicht  unendlich  sein,,  da  /9— a  und  f(ß)-'f(ji)  endlich  sind. 

Es  kann   also  nicht  für  alle  Punkte  der  noch  so  kleinen  Strecke  der  Diffe- 
renzialqnotient  ins  Unendliche  wachsen. 

•   Jetzt  zeigen   wir,  dass   auch   keine  andere  Art  der  DiscontinuitAt  für  alle 
Punkte  eintreten  kann. 

Denn  sei  wieder  f  (y)  der  kleinste  der  Differenzialquotienten  (abgesehen  vom 
Zeichen),  f'(y)  der  nftchst  grössere  u.  s.  w.    Sei  femer: 

so  werden  nach  unserer  Annahme  die  Grössen  a,  a,,  a,  fdle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Herrscht  nun  überall  Discontinuitftt,  so  können  o,  a|,  a^  nicht  unter  eine 
gewisse  Grenze,  die  von  Null  verschieden  ist,  sinken.  Denn  sei  z.  B.  aa=Oy 
so  w&re: 
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Wftre  die  Strecke  >/*/'  eioe  endUdie,  lo  konnte  man  die  Strecke  a/9  80  klein 
nehmen,  dass  nicht  swei  Punkte  '/  nnd  ^',  wo  die§  stattfindet,  daraaf  liegen, 
wenn  nicht  etwa  fftr  alle  dazwischen  liegenden  Punkte  V  {^)  constant  ist  Rs 
sind  also  die  Punkte  */  nnd  y'^  wo  dies  stattfinden  kann,  immer  einander 
unendlich  nah,  dann  aber  ist  in  y^  der  Ausdruck  f'i^)  nicht  discontinuirlich,  waa 
unserer  Annahme  widerspricht    Gleichung  1)  gibt  also  jetst: 

^(fW+(ii-l)«,+(*-2)ii,+  .  .  .  +%_i)=/W-fW. 
nnd  wenn  A  der  kleinste  der  Werthe  a^,  a,  .  .  .  «ist: 

#ril(Ä+fi-l+ii-2+..  .  .  +l)<rO»)-/'(«). 
oder: 

d«  h.  mit  Berftcksichtigung  des  Werths  von  v\ 

Mit  wachsendem  n  müsste  also  f(ß)  —f(a)  ^ ,  («X  _  m,U  —  l ). 

ins  Unendliche  wachsen,  was  unserer  An-  e  \      e       K 

nähme  widerspricht.  yW_y('~0 

Gegen  diese  Schiftsse  l&sst  sich  dann  nur  unendlich  wenig  Ton: 
nur    folgender    Einwand    machen.      Es  (mju\\  M 

könnte  f* (*)  in  jedem  Punkte  y  swav  fJT       n-fir^) 

insofern  continuirlich  sein,  dass  es  einen  (<+>)      (<) 

benachbarten  y'  gibt,  so  dass  f*  (y^)  nur  It  ^Y 

unendlich    wenig   von   f'(y)    abweichi  rerschleden  Ist    Diese  Reihe  von  Punk- 

Andererseits   aber,   könnte  man    sagen,  ten  bestimmt  aber  ancb  anf  der  gansen 

brauchte    dies    nidit  für  jeden  benach-  Linie  die  Function  /(a;),  denn  sei  d  ein 

beMichneter   Linie    eine  Beihe  Werth«  «•»  Mobt  wn  eiM  ewUiciw  Ort«*  tw 
Ton  <r   V   v*   v"  v^    -OTOn  die  V-^  ^  »1)W«ic!it,  wed  elMA  /"(«)  «nf  der 

beliebig  klein  ist,  und  Welche  di^Ei^en-  iÜf  jeded  swisdien  )^W  ^ixid  /'"^v  ü«- 
•diaft  haben,  dasat  gende  if  Mtaen; 

da  dieser  Ausdruck   eben   nur  unmidlich  wenig  von  f(y^*')  verschieden  ist 
Bian  erhalt  also: 

80  dass  auch  ittr  Punkt  cf    nnd  somit  fftr  alle  in  der  Nachbarschaft  von  y^'^  die 
Grösse  f'(x)  condnuirlicli  ist 

Diese  Betrachtung  schUesst  nicht  aus,  dass  der  Differenzialquoti'ent  in  unbe- 
stimmter Form  ersdieinen  kann.    Z.  B.  der  Ausdruck: 

wo  fi  unendlich  gross,  x  reell  sein  soll,  nnd  der  immer  mit  f{x)  susammenfUIt, 
hat  zum  Differenzialquotienten : 


r  (*)+'' 


4T5 


fiy 

wo  V  unendlich  klein,  also  da  iiir  =  (t  beliebig  ist: 

fi«i 

wo  das  sweite^  Glied  gans  anbestimmt  ist  Bian  venneidet  diee«  wenn  Banan- 
nftchst  eine  Reihe  discreter  Pankte  betrachtet,  /,  y'  ,  •  ^  fikr  weldie  die  Function 
immer  mit  f{x)  znsammenfiLUt.  Lässt  man  die  Differenzen  ins  Unendliche  abneh- 
men, nnd  yerf&brt  für  die  dazwischen  liegenden  Punkte  nach  der  obigen  Regel, 
so  ist  der  IHfferenzialqnotient  immer  /'(»).  Aehnliches  bieten  gewlese  ccmveiv 
gente  nnendliche  Reihen  dar,  deren  Differenzialqaotienten  discoatinuirlich ,  also 
der  Form  nach  unbestimmt  sind.    Z.  B.  die  Reihe: 

•    H — Q — H  --Q     +  •  •  •» 
die  iÜr  reelles  x  convergirt,  nnd  deren  Differenaialquotient: 

i(c    -f «      +e      +  •  •  •; 

divergirt.  Da  die  Reihe  summirbar  ist,  so  iat  dieser  Uebelstand  leicht  zu  ver- 
meiden. Kicht  immer  aber  ist  dies  möglich.  Man  kann  dann  aber  zwei  endliche, 
aber  sehr  wenig  von  einander  verschiedene  Werthe  von  x  nehmen,  o,  und  /9,  und 

durch  Berechnung  von     ^~^    ■     wenigstens  nnmeriseh  den  Differensialqnotienten 

p — n 

mit  beliebiger  Genauigkeit  ermitteln.    Dies  Verfahren  ist  geometrisch  genommen 

das,  jr=/(«)  als  Curve  darzustellen  und  die  Tangente  zu  ziehen. 

Ist  fipc)  nicht  fftr  die  ganze  Strecke  reell,    so  svbstituire  man  den  Werthen 

von  ^(«r),  /(<v+r)  .  .  .   ihre  reellen  nnd  ihre  mit  •  inultiplicirten  Theile  einzeln, 

und  die  jsben  gemachten  Schlüsse  finden  noch  Anwendbarkeit. 

«    Ist  endlich   die  Variable  nicht  reell,  sondern  ist  die  Function  /(f  +  yi)  ilLr 

irgend  eine  Linie  zu  untersttdien,  so  möge  die  Gleichung  dieser  Linie  3f=9.(«) 

sein.    Es  wird  dann  f&r  die  ganze  Linie  sein: 

^(«)  aber  ist  dann  eineFanction  mit  reellem  Variable  4P,  för  die  das  Gesagte  voU- 
st&ndig  gilt.    Der  Differensialquotient  auf  der  Linie  wird  nämlich. sein: 

Im  Anschlüge  an  die  oben  gemachte  Bemerkung  beweisen  wir  noch  den  Satz : 
U.    „Wenn  /*'(«}   continnirlich  ist  IHr. einen  Punkt«,    so  sind  die  Werthe: 

?      •        F 

immer  einander  gleieh,  wenn  die  unendlich  kleinen  Grössen  fg  und  r  einen  reellen 
Quotienten  haben.** 

Beweis.    Sei  ^=sa  nnd  y=lcc,  wo  s  nnd  f  ganae  Zahlen  tind.    Diese  Glei- 

ehsmgea  sind  immer  zu  erftUlan,  wenn  ^   einem  Bmcho    gleidi    ist.    Wird  -^ 

irrational,  so  kann  man  immer  ein  «t  finden,  derart,  dasü  beide  Gleichungen  bis 
zu  einer  beliebigen  Grenze  der  Genauigkeit  erfOllt  sind.    Man  hat  nun: 

d.  h.:  _ 
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Da  nun  f'{x)  continiiirlich  und  a  unendlich  klein  ist,  können  die  QrOeien 

/'  («+«—1  «)+/"'(«+*— 2)  .  .  .  ^'(x)  nur  nm  eine  unendlich  kleine  Grosse  ver- 
schieden sein.  Man  kann  sie  also  gleich  setzen,,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 
endlich  ist,  und  man  hat,  da  rechts  s  Glieder  stehen: 

imd  ebenio  folgt: 

fA  a 

Da  diese  Gleichungen  bis  auf  beliebige  Grensen  der  Genauigkeit  selbst  dann  statt- 
finden, wenn  ^  irrational  ist,  so  ist  unser  Satz  bewiesen.     Hieraus  folgt  aber 

¥ 

auch,  dfss  in  diesem  Falle  der  Dififerenzialquotient  f'{x)  nur  diejenige  Mehrdeu- 
tigkeit hat,  welche  der  Function  f{x)  selbst  zukommt,  so  lange  er  continuirlich 
und  das  Yerh&ltniss  <der  Vermehrungen  fi  und  w  reell  ist 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  mdgUdien  Werthe  desselben,    wenn 
dies  letztere  nicht  stattfindet.    Sei : 

wo  z  eine  complexe  Zahl  ist.  Wir  wollen  derselben  einen  reellen  Zuwachs  o* 
einen  rein  imagin&ren  ßi  und  endlich  einen  complexen  a+^  geben,  wo  a  und  ß 
reelle,  ins  Unendliche  abnehmende  Zahlen  sind. 

Wir  setzen,  um  diese  FftUe  zu  unterscheiden: 

dz  a 


Es  ist  dann  offenbar: 

da  aber  a  nnendlich  klein  ist,  so  kann       Setzen   wir  jetat  voraus,    die  beiden 

man,  wenn  (-3^)»  wie  dies  doch  im  Differenzialqnotienten -r-  und  ( j- )  seien 

Allgemeinen  der  Fall  ist,  continuirlich  gleich,  so  ergibt  sich  sogleich  auch: 
bleibt,  setzen:  ^^     ^ 

du  _  dz       tt  \dz/  2q|||j.q  jj^^  ^^p  Differeniialquoaent  ein* 

<^<  l4.£i  deutig  (abgesehen  von  der  Mehrdeutig- 

"^  a  keit  von  u)  und  wirklich  eine  bestimmte 

'd.  h.  wie  auch  die  Function    f(z)  be-  ^^^<^^^^  ^o;i  «  ««in.    Diese  Bedingung 

schaffen  sei,  ihr  allgemeiner  Dirferen-  Jf*  nothwendig  und  wsreichend     Fun^ 

aialquotient    ist    eine    lineare  Function  ^^^^^^"^  ^^^«  "«  ^^«»'  «^«^°*  ^^"^^ 

derjenigen  beiden,  welche  aus  dem  reellen  ^^^^^^J*-  j.     -o  j.  j 

-      ^  *  -  Man   kann  aber  die  Bedingung    der 


und  dem  rein  imaginären  Zuwachse  ent-  ^"""   **  "  a   Z 
stehen,  und  die  nach  dem  Vorigen  völlig  Monogenit&t,  d.  h. : 
bestimmt  sind.    Sie  hängt  ausserd< 

noch  von  dem  Quotienten  -^  ab. 


bestimmt  sind.    Sie  hängt  ausserdem  nur  ^  _.  /^\ 

dz      \dz/ 


geradezu  in  die  Definition  einer  Fnncdon 
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mit  anfiiehmeii.    Ef  wird  tTch  bald  »i-  abo   der  Werth  tob  .  «.ü^  «+«1  dnr^ 

gen,  dasfl  alle  in  den  Elementen  Tor-  eine  sweite  Gleichung  y=:y>(«)  beschrftnki 

kommenden  Functionen  in  der  That  mo-  wird«    Dann  nämlich  ist : 
nogen   sind.    Wir  werden  aber  iÄr  all«  jjy^x  r/* /*._!_  ^-l-^     e^^  ^^ 

Functionen,  die  wir  betrachten,  dies  vor-         ?^=:iimlüf±i2±llif±i2| 

anssetien.  '       «  L  y  J 

Wir  kommen  jetit  auf  Bigenschaften»  ^^J.^"^  ^^  eindeutig, 
die   den  Functionen  unter  dieser  Bedin-       ^^* 
gung  ankommen.  u^f(y), 

6)  Vom  Differeniiiren  mono-  ^^' 
gener  Functionen.  y^^(«}, 

Die    folgenden  S&tse  gelten  nur  f5r  so  ist: 
solche  Functionen  f(%),  Ar  welche  der  ^^       ^r-./-_i_  m     /r  /-.m 

Differenaialquotient  eindeutig  ist,    oder  —  =  #^l»V*+'^>J"/ HWJ^ 

wenigstens   fiir    jeden  Werth  von  f  (»),  ^  ^ 

wenn  f  (z),  mehrdeutig,  nur  einen  Werth  Aber: 

hat.    Sie  gelten  also  f&r  jeden  complexen  d<»(x) 

Werth  yon  z  nur  fttr  monogene  Functio-  ^(«4.y)=:^.(x)4--^^M  k, 

nen,  dagegen  fdr  jede  Function ,  wenn  ^ 

dieselbe  nur  auf  einer  Linie  betrachtet,  also: 

wenn  man  ^(«)  wieder  gleich  y  setzt,  da  es  beim  Differenzüren  auf  den  Werth 
des  Zuwachses  ron  f  («),  weldier  hier  y-^^  BMh  unserer  Yorsnssetaong  nicht 

d.  h.: 

I.  >,lCan  findet  den  Differenxialquotienteii  nach  9  von  einer  Function  ron  y, 
wo  y  selbst  eine  Function  ron  x  ist»  wenn  man  m  nach  y  und  y  nach  x  differen- 
lürt  und  beide  multipUcirt.*^ 

Seijetet: 

und  möge  aus  dieser  Qleichung  folgen: 
so  ist: 

dx"^^  dy    dm'^iydx' 
oder: 

^— JL 

IL  »Der  Differenaialquotient  yon  m  nach  y  ist  der  umgekehrte  Wertii  des- 
jenigen Ton  y  nach  x,^ 

Es  sei  jetet  eine  Function  von  melureren  Variablen  f  (jr,  y,  s  .  .  .)  gegeben, 
so  ist: 

zzf(x'\-dxy  y+rfy,  «+rf»— /(*,  y+«l|f,  «+<&)+/"(«,  y+<^,  »+rf«) 

-/(*»  yi  »+rf«)+/'(«,  y,  f+rfs)-^(«,  y,  ») 
^  ^^(*,  y+rfy,  «+^)^j. .  ^n^  y,  »+^)  ^^  ^  ^/(^>  y»  t)  ^^ 

Os  dy  ^  d«  ' 

oder  üüls  die  partiellen  Differensialquotienten  yon  f{x^  y,  z)  ftür  den  betrachteten 


478 

Fnnki  continiiirlich  find,  wo  dann    ■'      ^  ^  ^^ — H! — l  nur  einen  YerBchwindend 
kleinen  Untemhied  Ton  V^*;  3^'  *)  haben  knnn: 

oder  andi,  wenn  mnnf  wie  frflher  -r^drs  d  f  Betzt: 

HL  „Das  totale  Dlfferemial  einer  Fnnction  ist  gleich  der  Summe  der  par- 
tiellen Differentiale  nach  s&mmtlichen  Variablen.'* 

Hierbei  kAnnen  jr,  y,  s  von  einander  unabhängig  oder  abhingig  sein. 
Ist  s.  B.  yz=^(s),  %:zyt(xy,  so  ist  in  setien: 

i/o,  „  .)4'j.+^^,(.)+^'*»w=^*.+*^^'* 

also  auch: 

d!«      ox      dy  am      dt  dx 

IV.  „Soll  der  Differensialqnotient  einer  Function  nach  x  geftinden  werden, 
welche  «  sowoU  erolute  ak  aoeh  andere  Grossen  enthalt,  die  Fnnotionen  Ton  « 
sind ,  so  werden  die  Functionen  so  oft  differensiirt,  als  dergleichen  Functionen 
Torhanden  sind,  und  swar  jedesmid  ohne  Bücksicht  auf  die  ftbrigen,  so  4aM  nuui 
sich  diese  als  constant  rorstellt,  suletat  alle  Theilresullate  addirt.** 

Von  diesen  Sitaen  sollen  jetst  Anwendungen  gemacht  werden. 
.  Selbstrerstindlich  ist: 

dx-^  dx^^* 

wenn  a  constant  ist.    Sei  snnidist : 

«»=/(*) ±yW±^(*)±  •  ••» 

so  ist: 


also; 


o»  L  V  —  V  —         J 


ix      ix  —  ix    "im  — 


V.    „Der  Differeniialqnotient   einer  S«nme  oder  Differens  wird  geftindenf 
wenn  man  die  Differensialqnotientett  aller  QUeder  addirt»  beiftglich  sabtrahirt*' 
Hieraus  folgt  auch: 

ix        ^    ix  ' 
wenn  m  constant  ist.    Sei  femer : 

¥  =  «/(*), 

WO  «  eine  Constante  ist    Man  Iwt  dann: 

dir "  V  ix  ^ 

also  wenn  maft: 

Mtrt: 
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dx    ^     dx' 

VI.  „Der  DifferenzialqnoiieDt  des  Frodncti  einer  Function  ron  f(x)  mit  einer 
Constanten  ist  gleich  dem  Frodncte  der  Constanten  mit  dem  DiffereniialqQotienten 
der  Function/* 

Sei  femer: 

so  ist  nach  Sats  IV.  erst  so  su  differenziiren,  als  wenn  f{x)  und  ^  (jr),  dann,  als 
wenn  f(x)  und  tff(x)i  dann,  als  wenn  ^.(x)  und  ^(or)  oonstaut  WlUen;  also  mal 
Berücksicntignng  des  letaten  Sataes: 

*=/-(«)»(*)... ^+/'(«)  ^w  ...f^+,(.)^(.) ...  ^>+  . . , 

oder^wenn  man: 

f(x)=vt^  ^(«)=»f»  V'(*)=«'s  •  •  • 
setst: 

vu,  ^ —  •t  's  •  •  •  'jjr'*"*'i  ••  •  •  •  "2JJ" ''*«  ^t  •  •  •  "jjj"»"  •  •  • 

Aus  dieser  Formel  lässt  sich  aaeh  leieht  tf=:l|  «^10 

der  Differensialquotient    eines  Quotien-   getst: 

ten  ahleiten*    Sei :  *  / 1  \  Jm» 


so  ist: 


«  =  910, 


also: 


also:  d(w''^     ^       — n— l  rf» 

dx''^  "S"^^ dx*  was  mit  Formel  DL  «bereiistinaril. 

d.h.:  Seijetit: 


also: 


oder: 


vui.  ^     = j >  wo  g^  und  q  gaaae  positiTe  oder  nega« 


Sd  Jetitt 


0—1  dp  9—1  dw 

»i=f,  =  »t=   .  .  .  =tr,  J»»  3;=^'^  57» 


tiye  Wahlen  sindf  •»  ist  .nach  IX. : 

do 
dx 


und  die  Anaahl  dieser  Grossen  gleich  %  .     . 

so  folgt  Ar  jeden  ganzen  positiven  Werth  * 

von  »:  <f to  _  p  yP"  ^  dv 

rf„*           n-1  A>  dx  '   q      q-i  dx 

IX.                -|-=:ilv         T-.  * 

^                  ^  oder  Ar  w  den  Werth  gesetzt : 

I>iese  Formel  gilt  aber  aaeh  Ar  ^^^  ^            p 

bigfsi^demisel:  ^       V   q^  dy 

^  eine  Formel,  die  ebenüslls  mit  IX.  über- 

so  hat  man  nach  Formel  IX.:  einstimmt    Es  gilt  dieselbe  auch  nodi, 

(\\  wenn  man  sich  statt  der  Irrationalzahl 

-T- j  einen  Bruch  denkt,  dem  sie  sich  bis  auf 

..ji .^:£^siv    -    *— -f— .  eine  beliebige  Grenze  nfthert.    Unser  Satz 

^                                 ^  ist  also  nur  noeh   fOr  imagin&re  Ezpo- 

Aber  wenn  man  in  Vm.:  nenten    zu    beweisen,   ein  Gegenstand, 
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Aof    den    wir    sogleich    rarfickkomBien 
werden. 

Setzt   man  in  Formel  IX.  noch  i;=x, 
10  wird; 


aleo: 


Obgleich  also  Igy  nnendlidi  vielWerthe 
hat,  ist  doch  der  Differensialquotient  die- 
ser Function  eindeutig.  Es  folgt  dies 
aber  auch  schon  daraus,  dass  sich  die 
verschiedenen  Werthe  von  Igy  nur  um 
Constanten  unterscheiden.  —  Sei  nnn  n 
eine  beliebige  reelle  oder  imaginäre 
GhrOsse,  so  ist: 


ECa. 

Femer  setst  rnsn : 


dx 


1  .  "* 


also- wenn  man 


setat: 


— '        » 


f|lg«  =  S 


so  ist: 


dv       a 
dx'n' 


dv   rf«    dx  _^   z   d\%v  cfc 

dx  ^'  dx  dx"  dv    dx 


und  folglich: 


e'  dv 
V  dx 


dx  \     '  •• 

Hit  wachsendem  n  wird: 

was  anch  a  sei,  und: 


Da  aber: 


war: 


s      n 

e  =0 


im  I  1-1 — I         slim— — —  =«    , 
\        n/  ^     ax 


lim 

also: 

X. 

und: 


ÜX 

fi 


d{f>^  Ä-l  dv 

dx  dx 

somit  ist  Formel  ESI.  anch  fOr  compleze 
Exponenten  bewiesen. 

Sei  jetit  der  Exponent  Texftnderlich, 
so  ist  wieder: 


de 


fiX 


alflo: 


dx 


tue 
=oe    , 


de*      X 


Der  Differensialquotient  von  e^  ist  also 
gleich  dieser  GhrOsse  selbst. 
Sei  femer: 


oder  da: 
und: 


also: 
so  ist: 


je 


^y_ 


ist: 


xn. 


d{a')  _d^d% 
dx     "  dt  IS 

s=:«lga, 


dx 


i^=.-w. 


und  nach  Sata  II: 

dy"  y' 
d.  h.r 

dlgy  _  1 
dy         y 


XI. 


Bei  den  Formeln  IX  a., '  X.,  XI.  und 
XII.  ist  folgende  Bemeifhnng  su  machen. 
Dieselben  gelten,  wenn  man  die  ent- 
sprechenden Functionen  derart  differen- 
ziirt,  dass  der  unendlich  kleine  Zuwachs 
Ton  X  aus  auf  irgend  einer  durch  x  ge- 
henden Linie,  also  in  gana  beliebiger 
Bichtong  genommen  wird.  Da  nun  die 
AnsdrAcke  des  Differensialqnotienten  Ton 
dem  Zuwachs  unabhängig  sind,  so  sind 
die  entsprechenden  Functionen: 
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iDonog^Mi.      Dasselbe    findet   nach    den 

Sätzen  V.  bis  VIU.  anch  mit  den  ßum-  df(t)  _  df(z)  .        ,    . 

men,    Differensen,  Frodncten  nnd  Quo-  "dST"""""?«"  *"*'    ^*^' 

tienten  solcher  Functionen  statt.  ^ 

Es   lässt  sich  aber  anch  zei^n,   dass   ^^^* 
die  Wurzel  y  jeder  Gleichung  f(x,  y) = 0,  df(i,)  _ .  df(z) 

wo   f  nur  ans  einer  Verbindung  von  »  dy  ""*  d«  ' 

und  y  mittels  der  sieben  Gmndoperatio-   ^   .   . 
nen  entsteht,   eine  monogene  Function   °*  '^' 

sei.    Es  ist  n&mlich,  da  diese  Gleichung  — 4.  •£]?-•?!?_  ^ 

für  jeden  Werth  Ton  x  gilt,  auch:  dy      dy~*d«      d«* 

"/(■^>  y^s=0,  a1>o    da  der  reelle  nnd  der   imaginAre 

^^  Theil  einsein  gleich  sein  müssen : 

denn  setst  man:  du.        d» 


so  erh&It  man: 


nnd: 


<^          *-                    ^  Diese  Bedingungen,  welche  zwischen 

nnd  beide  Glieder  des  Z&hlers  sind  der  dem  reellen  und  dem  mit  t  mnltiplicir- 

KuU  gleich.    Aber:                                '  ten  Theirron  /(s)  gelten  müssen,  sind 

äf      df      ^fdy  nothwendig  und  ausreichend,  damit  die 

-p=tr^  +  T--r  =  0,  Function  monogen  sei. 

dx      öx      äyax  y^j,    ^^^^^   jj^g^^   Bedingung  noch 

d.  h.:  einen  geometrischen  Ausdruck  geben. 

df  Ebenso  wie  wir  uns  früher  eine  Ebene 

.             ^  gedacht  haben,  anf  der  jedem  Werthe 

^  =  —  -^,  von  s  ein  Funkt  entspricht ,  dessen  Cor 

^            fr  ordinaten  x  und  y  sind,  können  wir  uns 

dy  eine  zweite  Ebene  denken,  deren   ein- 

und    da  Zfthler   und   Nenner   monogen  »ejne  Pnnkte  den  Werthen  von /(»)  der- 

j             ^  art  entsprechen,  dass  das  zu  f(z)  gehO- 

sind,  so  wird  dies  anch  mit  -^  der  Fall,  rige    11  nnd  v   bezüglich  Abscisse   and 

1                                          «!.'      «>  Ordinate    des    entsprechenden    Punktes 

also  y   monogen  sem.  --  Diese  Bemei-  ^.^^     j^^  ^^^^  ^.J  mehrdeutige  Func 

kung    dass   nimhch  auf  allen  uns   bis  ^on.   so  wird  jedem  der  »  BUttier,  auf 

jetat  bekannten  Rechnungswegen  mono-  welchem   wir  uns   z  denken,  auch   et« 

gene    Functionen     entstehen ,    rechtfoi^  ßj^  ^^  fr^\  entsprechen.    Die  Ebene, 

tigt  es,    wenn  wir  von  jetzt  an  den  Be-  ^  ^^Icher  diePu&e«  dai^esteUt  sind^ 

griff  der  Fnn^ion  mit  dem  der  Mono-  ^^Uen  wir  die  erste,  diejenige,  anf  wel^ 

gemt&t  ohne  Weiteres  identifiaren.  ^her  f(z)  dargestellt  ist,  die  «reite  Ebene 

7)    Geometrische  Darstellnng  nennen.    Zu  jedem  Punkte  s  auf  der  «r^ 

der     Bedingung,      welcher    die  •*«»»  8^^^  dann  ein  Fmikt  f(t)  auf 

Functionen    complexer    Varia-  der  Bwehen  Ebene, 

blen  genügen«  Fixiren  wir  jetzt  drei  Fimkte  auf  det 

Sei  jetat:  ersten  Ebene,  a,  b  nnd  c,  welche  nicht 

in  grader  Linie  liegen,  und  nehmen  wir 

/(*+yO =**+•*»  an,  dass  die  Entfernung  je  zweier  dieser 

wo  also  u  und  v  reelle  Functionen  von  Pnnkte  verschwindend  klein  sei.    Seien 

w  und  y  fcind.    Es  ist  offenbar,  wenn  «9  JT  die  Coordinaten  des  ersten  Pnnk- 

man  s=ar+yi  nach  x  und  dann  nach  y  **«  <»»  «+rfa?,  y-^-ify  die  de«  zweiten  6^ 

differenziirt,  also  im  ersten  Falle  y,  im  «+cf«,  y+«fy  die  des  dritten  Punktes  c. 

«weiten  x  constant  denkt:  I>ie  Enaemnng  ist  dann  bekanntlich;  ' 

dx           öx"  *        dy       "*  dy    ^  dio . EntfernoBg:                                      * 


*«=  Yiäx-dxy-^idy-dy)*.  p^  ^^  ^  ^^  ^  Fanctioocn  twi  «  and 

Diesea    drei    Pankten    entsprecheo  nun  y  siad,  fo  htU  man: 
aof    der   sweiten  Ebene   ebenfalls  drei,  ^  ^ 

il,  Ä,  C,  deren  Coordinatcn  wir  beieich-  dti^T-dx-^  r-äjf^ 

nen  bezflirlich  mit:  ^-^  '^f 


«».   Vi 


,       dp  .        09  . 


^'=/©'-0'-'- 


'^-m*  o'-  "• 


a+ Ja,  v+Ji;,  <>^«'  ^^ß«"^  Gleichung  1): 

and  man  bat:  ,         ^j.^j 

AB =Y(du* +*,*),  *=-^'^+5i^' 

AC-:zY(*fu*'^dv*),  woraus  lieh  dann  ergibt: 

d.  h. :  endlich  yiel  kleine  Rechtecke  entitehen. 

Jedem  derselben  entspridit  aal  der  awei- 
tea  Ebene  ebenfalls   ein  Becbteck.    Je- 
der der  graden  Linien  aber  wird  im  AU- 
Oaai  ebenso  folgt:  gemeinen    eine  Curve   anf  der  sw«&ten 

. Ebene   entsprechen.     Man  hat  alfo  als 

^^_-^//^V  .   /^V.||<.  Abbildung  der  swei  Schaaren  sich  recht- 

**  f  \dx/        \dy/  winklig  schneidender  graden  Linien  xwei 

Schaaren  sich  rechtwinklig  sdineidender 

Cunren.    Die  Gestalt  der  ersten  beiden 

Schaaren  bedarf  natftrlich  keiner  weitem 

^  ^i  Veranschaulichnng.    Zeichnet  man  daher 

AD    ort     Ai*       L    L  ^  ^^®  Werthe  Ton  s  die  Schaaren  von 

Alf  1  HC  :  Alz=^ab :  bc  :  ae,  Cunren,  welche   f{%)  vorstellen ,  so  hat 

odert  man  eine  bildliche  Darstellung  des  Gan- 

„Wenn  drei  unendlich  nebe  Funkte  auf  ««• /er  Function,  und  wenn  man  au  ir. 

der  ersten  Ebene  in  einem  Dreie^e  lie-  8®""   einem  Funkte  Absassen  und  Or- 

gen,  so  liegen  die  enUprechendcn  Funkte  d^ftten   leichnei,    so  geben  deren  Lia- 

auf  der  sweiten  Ebene  in  einem  Dreiecke,  ««»i  ^«n.  ««"««  Theil  u  und  den  mit  • 

welches  dem  ersten  fthnlich  is^  falls  die  multiplicirten  Theil   «  des  entsprechen- 

Entfernungen  unendlich  klein  sind."  den  Punktes  von  f{z)  an. 

Da  man  nun  Jede  Figur  m  Dreiecke  ftr  jede  Abbildaag  einer  Ebene  auf  eine 
»eileii    Kann,   so    entepnciit  überhaupt  n^^j^^  ^ie  GleiGhaBsen: 
jader  von  beliebigen  Punkten  z  gebildet  "" .  j. 

ten,  nneadiioh  kleinen  Figur  der  ersten  ??-  ^.f^     Zl^  JZl? 

Ebene  eine  von  den  entspreeheaden  Punk-  dy  ^  -^  dar*    dy  *"      dtp 

ten  r<«)»d>Udeten  ihnlicbe  Figur  auf  stattfinden,  wo  die  obem  und  nntem 
der  ■weittfi.  _-     .        Zeichen  einander  entspredien.    Im  Falle 

«iJv**.  '•^^  einer  Figur  a«f  einer  ^^^  ^^^^^^  Zeichen  erhUl  man  tfeselben 
Fliehe  eine  andere  auf  euier  iweiten  so  oieichangen  wie  im  Falle  der  untern, 
airtsprujt,  dMs  die  anendhch  kleinen  ^^nn  man  %  und  e,  also  die  Axen  vei^ 
Tbeile  beider  entsprechend  ahnUck  sind*  ^„.cht.  Es  ist  also  eine  FnncCion  von 
9o  jedoch,  dass  die  VerhUtnissMU  ni^  ,  voUstindig  definirt,  indem  man  sagt, 
ifir  die  gaase«  Figuren  diesdbe  bleibe  ^^  .ei  die  Abbildung  der  Variablen  % 
so  nennt  man  die  Figuren  Abbildaagen  i^f  ^fner  Ebene 
von  f  iiMder.  »ine  monogene  Function  wir  beweisen'  daher  noch  den  obigen 
/(£)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  ihre  ^|^ 

DaisteUang  eine  soldie  Abbüdnng  der  Bj^e  beHebfga,  unendHch  kleine  Llage 
Variable  »  ist.  Denke  man  sich  «.  Q.  .tischen  den  Punkten  a,  y  und  *  +  *, 
eine  Schaar  von  graden  Linien  geaogen  y+^  j^j  g^^n  durch  den  Aasdniek: 
In  der  ersten  Ebene,  welche  der  Aze  '  ,.,...  ^  .x    ,//i.     ^v 

der  ap,  nnd  eine  i weite,  welche  der  Aze  r(<te*+tfy*)  =  K(**+*»). 

der  y  parallel  ist,  so  werden  daraus  nn-  Die  LSngo  einer  Linie,  deren  Endpunkte 


Uj  9   und  i/y  9^  ni  Coordinftteii  habtii»  _8ln  c 

und  welche  als  die  Abbildangen  derobi-  oos«* 

gen  Funkte  betrachtet  werden,  ilt :  .  „         .  ,,,„   ,      . ,     ^  .     .-v 

^  '  also  nadi  Formel  VIII.  des  Abschnitt  5): 


/(S'-so'+e..^.)-.  ,,._».-^,^--.. 


if  cos« 
Binjr 


sin« 


Was  nnn  anch  h  und  i(  seien,  so  mnss.      dx    ^  cosx* 

wenn  Aehnlichkeit  der  unendlich  kleinen  eo8«*4-sin«* 

Figuren,  welche  besfiglich  att  y  «nd  «» «  ^ ; — , 

umgeben,  stfittfinden  soll,   die  Gleichung  ^^^ 

erf&llt  sein:  d.  h.i 

'  ^  ifi//i.t        Führt  man  noch  ein  die  OrOssen  cot  », 

—  Jff(Ä*+«*),     secx,  cosecx,  durch  die  Gleichungen: 

wo  M  von    A  und  k  unabh&ngig  ist.  —  »    — .   ^                 -     1 

Erhebt  man  ins  Quadrat,  und  setzt  die  ^*^"*^^'  ■**^*"  w««"' 
mit  ib> ,  i> ,  A,  ft   multiplicirten  Glieder                                                             ^ 
einsein  gleidi,  to  kommt:                                                                   ooscc«:= 

d.  h.: 

•^"-  deotx_        1 

dy""*"d«'    dy-^55'  .  - 

^  ^  a  see «  1       . 

wie  oben  gesagt  wurde.  — jjp-  =  JJJ^  "'^  *> 

8)  Vom  DiffereBiiiren  der  tri-  d.  h,: 
gonometrischen  Functionen.  ilsec« 

Die  trigonometrisciMnFnnetioneB  lassea  ""^bT  ^  '^'  ^'' 

sich  immer  auf  Exponentialgrössen  in- 

rftckAhren,  jedoch  wird  es  gut  sein,  hier  dfeoMc«  1 

Boch  Ihre  Düereniialquotiente«    ansif  ite~"  ^     Snx^^^*^ 

gsben* 

Bs    ist     BMh   Fcmel    Z.   des   Ab-  ^^'* 
aehnitti  $)t  d  coeac  « 


dür  "" 

dm" 
dx 

r 

1  du 
w^dm' 

4eots 

1 

1 

^      ^=ts    , 


=  — oosecxo0t#. 

4ÜC 


^  --  '  s^^ 


nnd  da  man  hat:  awdiiÄsif, 

f  s  ^  ^'^^ 

e     =:cosx  +  isinjr,  sinyx«, 

deonx  ,  .  ifsin^r    .  ,  also:  ^ 

"    .    ■  -H — 3 — =tcos«— sin», 
«r  d!«  dW 

7-=«>B3f, 

Da  aber  der  reell«  «nd  der  mit  t  mnlti-  *y 

plidrte  TheQ  einaeln  ^dch  sind:  oder: 

ifoos«  isla«  dy         1 

dx  ^         dx  dm      «osy 

Bf  war  ÜMrner:  dL  h«: 
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durcnnm  ^         1  itt; 

dbr~  ~  K(l-««y  ^    darctgg  _     1 

Et  ist  n&mKch:  ^  1+*"* 

coBy=y(l-aiiiy«)=y(l-.«»)-  ^*  «brigens: 

arccosx=:3f,  ^ 

alio:  ist,  so  hat  man  «och: 

«»■y=*»  darccotx  1 


T-s— sjny  und  -^= — ; — ,  ..    ,    .^ 

dy  ^  dx         smjf  Noch  ist: 

a.  h.z  1 

.  «  aros6es=arecos — , 

ä  arc  cos  «1  x 


dx       "       V(l-**y  also; 


Ferner: 


aarcsecjT^  1  » 


iFh 


also: 


arctg»r=y    nnd    tgy=:x, 
<ir  1         d^ 

(^      cosy*     dx         ' 

nnd  da: 

1  1       .    1  d  arc  sec  x 1 

aarcsin—  -       ä  — 

«farcoosecx  _  x  _       1  x 

ddc         '        lis         ",/!      1    «'*' 

also: 

ifarccosec« 


f=h 


dx     "   xV(»«-^iy 

Diese  Formeln  seigen,  dass  sämmtliclie  Arcus  za  Differenztalqnotienten  algebraische 
Functionen  haben,  welche  nur  eine  Quadratwurzel  enthalten.  Die  Yon  arctgx  und 
arc  cot  d;  aber  sind  sog^r  ejndeutig,  wie  der  Difierendalquotient  eines  Logarithmus. 

9)  Höhere  Differen  sialquotienten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  rechtfertigen  es,  jeden  Differensialquotienfesn  ^  (x) 
als  eine  Function  von  x  su  betrachten,  denn  es  ist  derselbe  bis  auf  einielne 
Punkte  (oder  höchstens  Linien)  continuirlidr,  nnd  kann,  £ü1b  die  Fnaction  mono- 
gen ist,  wie  wir  yoranssetaen,  keine  höhere  Mehrdeutigkeit  haben  als  ^(a)»  wm 

dies  angenblicklidi  ans  dem  Ausdrucke:  lim   ^  ^  ^ — iSJ  folgt     Offenbar  sind, 

damit: 

in  der  Tbat  unendlich  klein  bleibt,  wenn  die  Function  mehrere  Weithe  hat,  nur 
die  entsprechenden  Werthe  fi(x  +  i^)  und  fi(x)  mit  einander  su  verbinden,  da 
I.  B.  f^  (x+  r)  und  /|  (x)  einen  endlichen  Unterschied  haben.  Ausgenommen  sind 
hiervon  die  mehrfachen  Funkte,  wo  f^(x)zif^(jc)  wird,  und  in  solchen  kann  man 
in  der  That  setsen: 

r  (,)=^>  ("+")- f>  w  oder  r  w =^*  ^'^'^-f^  <*>. 

Es  wird  also  in  einem  solchen  Funkt  der  Differensialquotient  im  Allgemeinen 
Mich  einen  mehrfadien  Fankt  haben,  wenn  auch: 

n(x+p)^f(x+r) 
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ist.    Jedoch  kann  ein  solcher  Fiinkt  anch  mit  einer  Discontinuitftt  verbunden  sein. 
Wir  wollen  dies  an  zwei  Beispielen  zeigen. 
Die  Function: 

hat  für  d;  =  0  einen  Doppelpunkt,  und  es  igt: 

ein  Ansdrnck,  der  ebenfalU  fSr  «=0  einen  Doppelpunkt  hat  —    Sei  jetit  y 
beitimmt  dnrdi  die  Gleidiung: 

yt -2 /(*)•>  +  [»(*)]'=  0, 
wo  f{x)  ond  ^'(j;)  eindentige  Fonctionen  von  x  tfim  sollen.    Es  ist  dann: 

v=K')±y\f{')Y -[■!{.')¥■ 

Beide  Werthe  haben   immer  einen  endlichen  Unterschied  von  einander,  auaser  in 
den  Funkten,  wo: 

also : 

ist.    Diese  Punkte  sind  also  Doppelpunkte.    Differeniiiren  wir  jetzt  unsere  Glei- 
chung nach  X,  ao  kommt: 

du 

In  den  Doppelpunkten  aber,  wo  y^f(x)  war,  wird  -^  unendlich  gross,    es  tritt 

also  in  der  That  Discontinuttftt  ein. 

Es  ist  sonach  gerechtfertigt,   einen  Differenzialquotienten  wieder  in  difieren- 
ziiren,  und  wir  beseichnen  dies  durch  folgende  Ausdrücke : 

r  w—^r-  -  -ST* 

und  dieser  Ausdruck  heisst  zweiter  Differenzialquotient  von  f(x)  nach  x  genommen, 
femer: 


dx*  dx 


/^(«)(,)=f^V(«)=^_W. 


dt*  '^ 

Durch  diese  Formeln  sind  die  hohem  Differenzialquotienten  einer  Function  yon 
einer  Variablen  völlig  definirt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  Functionen  von  mehreren  Varia- 
blen behandeln.    Sei  gegeben  /'(«,-jf,  x),  «o  hat 'man: 

dx-^"     dx    •    a««  "'IT    "  "  ■    dar"  ^      * 

Man  kann  aber  auch  erst  nach  einer  Veränderlichen  und  dann  nach  der  andern 
differenznren.  Wird  z.  B.  erst  nach  x  und  dann  nach  y  differenziirt,  und  dann 
umgekehrt,  so  hat  man : 

38 
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— - —  und  — 5-^-. 
dy  ax 

Es  l'ässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  gleich  sind.     Denn  es   ist: 

^/'^„,^^(^+'-^  y)-/'(^>  y) 


dx 


ötr 


Derselbe  Ausdruck  wArde  sich  aber  anch  ergeben,  wenn  man  -^  bildet.     Darch 

ox 

Wiederholung  dieses  Verfahrens  verificirt  man  nun  leicht  die  Gleichungen: 

dx'        ""         dy"*     ' 
d,  h.: 

„Wird  nach  mehreren  Variablen  differenziirt,  so  kommt  es  auf  die  Ordnung 
des  Differenziirens  nicht  an/* 

Es  ergibt  sich  nun  leicht  die  Bedeutung  der  Formeln: 

^*  fi^f  y)  _  _^  _    ^ 

dx  dy      *"    ^y  ^* ' 

^"^^  /'c»,  y)  ^  _j«;;^   V 


dar"  V*  ^«'       "  ä*'  ^  ««" V-* 


Beispiel.    Sei: 
so  i«t: 


aar'  -  ix ~  ^^' 


Von  sftmmtlichen  totalen  und  partiellen  Differensialgleichungen  gilt  noch  fol- 
gender Sats: 

.,l8t  eine  monogene  Function  von  einer  oder  mehreren  Variablen  gegeben,  so 
sind  auch  alle  ihre  Differenzialquotienten  monogen." 

Es  braucht  dieser  Satz  nur  ftlr  den  ersten  Differenzialquotienten  nach  iigend 
einer  Variable  bewiesen  zn  werden,  da  er  sidi  durch  Wiederholung  des  Ver&hreni 
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auf  Differensialqnotienten  von  beliebiger  Ordning  qDd  nach  beliebigen  Variablen 
erweisen  läset  —  Sei  nun: 

nnd: 

ferner : 

In  Abschnitt  6)  seigten  wir,  dass  man  hat : 

also: 
nnd: 


worans  sich  dann  ergibt: 


üx        oy  dx        dy 

Dnrch  Differenaiiren  folgt: 

dl/  _    d»u       ^_       d*u       dt^  _    d*9       dl»'  _    a«p 
dy    ""  öx  dy'     öx  "      dx  djf'     öo?    ~  d«  dy '     dy    ~  d»  dy' 
also; 


dy  d«  *     d«    ""  dy  • 

welches  die  in  Abschnitt  6)  entwickelten  Gleichungen  der  Monogenität  sind. 
Indess  folgt  dieser  Satz  auch  schon  ans  der  Betrachtang,  da&s: 

also  die  Greise  ehier  Differenz  iet,  wo  der  Zawaefai  v  als  constant  betrachtet 
werden  kann.  —  Dieser  Satz  ist  nicht  mehr  riditig,  wenn  die  Function  discon- 
tinuirlich  ist. 

Man  spricht  auch  von  hohem  Differonualen,  und  definirt  sie  durch  die  Glei- 
chungen: 

d*r  d*f 

Auch  haben  die  Functionen  mehrerer  Variablen  totale  Differenziale  höherer  Ord- 
nung.   Es  war  nämlich,  wenn  x,  y  ron  einander  unabhängige  Variable  sind: 

Hierin  sind  die  Vermehrungen  dx,  du  unendlich  kleine  von  einander  unabhängige 
Grossen,  die  man  als  constant  betraäten  muss.  Man  kann  also  mit  Anwendung 
derselben  Regel  auch  das  totale  Differenzial  Ton  df  bilden ,  welches  mit  d^f  be- 
zeichnet wird,  indem  man  erst  nadi  x  und  dann  nach  y  differenziirt : 

nnd  indem  man  so  fortAhrt: 

88* 
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Der  ganze  Mechanisrons  der  Rechnung  zeigt,  dasa  sich  hierhci  die  Binomialcoeffi- 
cienten  als  Zahlenfactoren  einstellen.    Setzt  man  also: 


80  hat  man : 


»i-«,    *.-    1.2     •••»,-  1.2...* 


Es  kann  diese  Formel  auch  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck : 

2)         ^/'(x,  y)  =  d//'+H.d/-'  d^f+n,d*-''  d^./+  .  .  .  H-dy»/; 

wenn  man  auf  die  oben  eingeführten  Differenzialseichen  achtet.    Symbolisch  kann 
diese  Formel  auch  geschrieben  werden: 

8)  *"/'(*,  y)-(^,+dy)"/'(«,y). 

Der  Sinn  dieser  Bezeichnung  ist  der   folgende.    Es  werden  d    und  d     lunächst 

als  Grössen  betrachtet,  und  (d  -^-f^y*  nach    dem    Binomischen  Satze   entwickelt, 

Oi       y 

dann  aber  die  Bedeutung  der  Prodncte  d  '•  d  ^•/'(ar,  y),  welche  sich  hierbei  ein- 
stellet!, derart  ersetzt,  dass  man  darunter  dasjenige  Differenzial  versteht ,  welches 

mit  djd  ^  f(Xf  y)  bezeichnet  wurde.    Leicht  zeigt  sich  anch,  dass  man  In  glei- 
X    y 

eher  symbolischer  Darstellung  hat: 

4)  J'fixt,  »,  .  .  .  *,)  =  ('^:c^+^a;,+  '  '  •  +^«  )""  f(*i'  **  •  •  •  *,)• 

Um   diese  Formel  zu   beweisen,  bemerke  man,  dass  der  ganze  Mechanismus 
^er  Ableitung  mit  diesem  übereinstimmt,  wenn  man  die  «te  Potenz  eines  Polynoms 

(ifi+if,+  •  •  •  *f^)     entwickelt. 

Indess  kann  man  die  Formel  4)  noch  auf  eine  andere  Art  direct  beweisen. 

Durch  wiederholtes  Differenzüren  erh&lt  man  nämlich  offenbar  Ausdrücke  von 
der  Gestali: 

also  endlich: 


wo: 


«i+«s+  .  .  .  «^  =•• 
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ist  und  die  Ansdrücke  A^  in  bestimmettde  ZablencoefXicienten  vorstellen.  —  Man 

hat  also  in  der  That  einen  Ausdruck  rechts ,  wie  ihn  die  Entwickelung  der  nten 
Potenz  des  symbolischen  Polynoms: 

angibtj  nnd  es  k&me  nur  auf  die  Uebereinstimmnioig  der  beiderseiti^n  Coefficien- 
ten  an.  Diese  lassen  sich  aber  ermitteln,  wenn  man  der  Function  f  einen  be- 
stimmten Werth  gibt.    Sei  demgemäss: 

wo  a^,  dj  .  .  .  a    Constanten  Torstellen,  so  hat  man: 

<'/'=»(«i*i+«j«t+  •  .  •  +«,  *,)*""*  («i<'=Pi+««<'»a+  •  •  •  +«,  ^^, 

und  indem  man  so  fortfUirt: 

ii"^=n{n— 1)  .  .  .  2*l(<f|<ir|+<i,  <ij:2+  .  .  .  +«,<'«)* 
Andererseits  aber  ist: 

ktti 


d"7_ 


.»»— «1  -  «1 


hx 
P 

also: 


'^f  — =.(.-1)  ..  .2.1  «."'«,«»...«/•, 


•  « 

also:  .... 

^n\•(a^dx^+a^dx^'^  .  ,    .   +«^<fej)*, 

und  diese  Formel  zeigt,  wenn  man  w^rsa^dlr^,  u^=za^dx^  .  •  .  setzt,  dass  A^ 

er 

mit  dem  Coeffidenten  von  W|   ^  «,  ^  .  .  .  u       in  der  Entwickelung  Ton  (Wi+v, 

+  •  •  •  '^^g^^  übereinstimmt^  was  zu  beweisen  war. 

10)  Transformation  der  Diff erenziale  und   Differenzialquo- 
tienten.    Vom  Diff erenziiren  unentwickelter  Functionen. 

Ist  eine  Grösse  nicht  entwickelt,  sondern  durch  die  Gleichung  gegeben: 

n^f  y)=o, 

so  kann  man  ihre  verschiedenen  Differensiale  und  Difforenaialquotienten  durch 
Differenziiren  dieser  Gleichung  finden ,  wobei  dann  x  und  y  nicht  von  einander 
unabhängige  Veränderliche ,  sondern  y  als  eine  Function  von  x  zu  betrachten  ist. 
Offirabar  sind  unter  dieser  Voraaaselznng  simmtliche  Differenzialqnotienten  tou 
f(Xf  y)  gleich  Null,    Also  wenn  man  setzt: 
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d 

da:» 


Die  erate  Gleichang  gibt: 

dy 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kann  man  darans  y'^ 
durch  Einsetzen  beider  Werthe  in  die  dritte  y*"  u.  s.  w. ,  also  alle  Differenzial- 
qnotienten  von  y  nach  x  erhalten, 

Statt  des  Aufsuchens  des  Differenzialquotienten  kann  man  anch  das  Differen- 

dv 
zial  dy  finden.    Es  ist  dabei  zn  berücksichtigen,  dass  dyzz-f-dx,  also  dy  und  alle 

X  "* 

höheren  Differenzialquotienten   d*y  •  .  .    Fanetioaen  von  x  sind,  dagegen  war  x 

als  nnabh&ngige  Yariable  betrachtet;  es  ist  also  dx  =  v  constant  zn  denk^,    und 

daher  d^x=zd*x  ...  =0  zu  setzen.    Man  hat: 

d*/*  dV  d'f  öf 


Seien  jetzt  zwei  Functionen  von  x  und  y  gegeben  durch  die  Oleicfaungen : 

7(»i  y»  »)=o»  A(*i  y.  *)=o, 

so  sind  dy,  dz  als  Functionen  von  x  zu  betrachten,  und  man  hat: 

woraus  sich  -f-  und  -y  durch  Auflösen  von  linearen  Gleichungen  ergeben.    Femer: 
dx  dx 

nnd  eine  Ähnliche  Gleichung,  welche  ans  dieser  entsteht,  wenn  man  f  mit  f^  ver- 
tauscht.     Beide  geben  rf«y   und  d^z,  also  durch  Dividiren  mit  dx^ :  -;^,  -1?. 

Ap»    dx^ 
Auch  h&tte  man  gleidi  so  differeniiiren  kOnneB ,  dass  man  statt  der  Differeaaiale 
die  Differenzialquotienten  genommen  h&tte,  was  natttrlieh  dasselbe  Besultat  gibt. 
Ganz  ebenso  verfährt  man,  wenn  mehr  als  drei  Variablen  vorkommen,  also  wenD 
man  n— 1  Gleichungen  mit  u  Variablen  hat. 
Sucht  man  aus  den  Gleichungen: 
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fii^iy  *t  •  •  •  *«)=0»    ^(*i»  *2  .  .  .  *^)=0  .  .  .  f^_i(*„  JP,  .  .  .  «J 

nur  die  ersten  Differenzialo  oder  Differenzialqaotienten,  so  hat  man  die  Gleichnn- 
gen  aa&itlösen: 


»/: 


»— I 


a*, 


«fc,+ 


»f. 


^L 


<te,+  .  .  .    -^ — -_ —  ir.  =  0, 


dx. 


dx 


Setzt  man: 


K 


"*•   '  äj;-"' 


d«,— ^  »         d«. 


dx 


und: 


(') « (») 

(') «  CO 


•    •     «    M I 


•     • 


.     .    M 


«  — 1 


I.      0)^      0)  ^ 


»+l 


(n-l) 

(H-l) 


*n      %        •  •  •   % 
so  erUUt  man  bekanntlich  als  Auflösungen: 

dx^^ :  dx^  :  dx^  .  .  .  : <ir  =«|  :  v,  :  o,  .  .  .  :  t;  . 

Ist  aber  die  Ansahl  der  Variablen  noch  m,  dia  Anzahl  der  Gleichungen  klei- 
ner als  fi— 1,  etwa  gleich  »^s,  so  können  ii-*f  Grossen  als  Functionen  der  $ 
übrigen  betrachtet,  und  die  totalen  oder  die  partiellen  Differenziale  abgeleitet 
werden. 

Letzteres  geschieht,  indem  man  von  den  unabhängigen  Variablen  alle  bis  auf 
eine  als  constant  betrachtet  Also  s.  B.  wenn  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Va- 
riablen gegeben  ist: 

f{x,  y,  »)=0, 

kann  man  y  und  •  als  Functionen  Ton  x  betrachten.    Man  hat: 

dx^  d*  dx~^      dy  ■•"  d*  dy~   ' 

dx*"^   Dx  dt  dx  ■*"  dt»  \dx/  "^  de  dx*       ' 

dy'^^^ä^  dy  ■*■  dx*  \dy/  "^  d»  dg*  ""' 
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und  wenn  man  die  erste  der  Oleichnngen  nacdi  y  oder  die  fe weite  nach  as  diffe- 
renziirt: 

dx  dy       dx  di  dx      dy  d»  dy       dz*  dx  äy      dt  dx  dy 
Ans  diesen  Gleichungen  eingibt  sich: 

di^dz     d*z        du       du 

Sollte  man  dagegen  die  totalen  Dififerenziale  von  x  finden,  ao  hat  man: 

ans  welchen  Gleichungen  sich  dz^  d*z  .  .  •  ergibt. 

Seien  jetst  gegeben  die  Differensialquotienten : 

dy     d*y     d*y 

dx     dx'''    dx*' 

Es  soll  statt  der  nnabh&ngigen  Veriinderlichen  x  eine  andere  u  eingeflELhrt  werden , 
welche  gegeben  ist  darch  die  Gleichung: 

Da  u  unabhängige  Veränderliche  ist,  so  hat  man: 


also: 


dx 
dy  ^^    du 


dx      '   dx   ' 
di 


femer: 


,  «^        /dy     dx\       dx  d*y  __  dy  dUs 
rf'y  _      dx  __     \du  '  du/  _dud»*      dudu"*" 


dx^        dx  dx 

di 


d^  _     du  \dx'/  _  V(äxy  d*y       dx  d*x  dy       d'y  /d^xy 
dx*  "  i£        "  LW    du*    ^du  du*  du"^    du*  \du*} 

du 

dxdy  d^xl      (dxy 
du  du  du*. 


G 


ft'if'     d*x     d*  SB 

Ans  diesen  Gleichungen  schafft  man  fort  die  Grössen  x,  -r-i  -;-i,   -rr  durch  die 

in»    du*    du* 

Gleichung : 

*(«,  y,  «)=o, 

und  ihre  Differentialquotienten: 

dtp  dx       d^.  dy       dq>  _ 
dx  du"^  dy  du'^du"^'. 
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dx*   \du}  ■*"  dy«   \S»/  "^  du«  "^    Vda:  dy  rfii  rfw  "^  dx  du  Si  "^  dy  du  du)  dx  du* 

"^■dy  rftt«~" 


Es  Bind  dann  ^,  ^  .  .  .  ausgedruckt  durch  y,  ii,  J?,  —^  .  .  .,    also    «    völlig 

eliminirt. 

dz    d*2  ds    d*2 

Sollten  -r-t  -r-r  .  •  •  v-i  r-r  •  •  •  gegeben  sein,  und  statt  der  unabhängigen 
dx    dx*  oy    ay^  0^7  » 

Veränderlichen  x,  y  nun  f,  u  mittels  der  Gleichungen: 

y(*.  y»  »,  »>  0=0,    v(«>  y>  «»  «>  0=0 

eingeführt  werden,  so  w&re  dies  Verfahren  nur  zu  wiederholen,  indem  man  erst 
X  und  dann  y  als  unabhängige  Variable  betrachtet,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x  constant  denkt. 

Man  hat  dann  zu  setzen  s.  B. : 

dz  ^  di  dt      di  du 

dx  ~  dx  dx       du  dx* 


d 
dx 


»«  "*"  dl«  \dx/  ■*■    dt  dudxdx"^  \dvV  \dx)  "^  d I  dx«  "*"  du  dx» 


und  die  Grössen: 

dt     du     d*  I     d>tt 

di'    di'    dx*'    dx«' 

sind  zu  eliminiren  mittels  dieser  und  der  Gleichungen : 

d(f,       d  tp  ^        ^y  i^*  j^  ^V  ^__A 
d^  '^dTdi'^lidi'^di^di^   ' 

und  der  ähnlichen,   worin  ^  an  die  Stelle  von  y»  tritt,   sowie  den  höheren  Diffe- 
renzialen  der  Gleichung  7=0  und  ^  =  0. 

Für    die  Dififerenzialquotienten   nach   y   finden   natftrlich  ähnliche    Gleichun- 
gen statt. 

Seien  jetzt  gegeben  wieder  die  Grössen  ~,  ^,  tt^.    Es  soll  nidit  allein 

die  unabhängige  Variable  x,   sondern  auch  die  abhängige  ersetzt  werden  durch  v 
und  u  mittels  der  Gleichungen: 

y(j^i  yi  »,  «)«0,    ^(x,  y,  ©,  u)=0, 
11  aber  unabhängige  Veränderliche  sein.    Durch  Differenziiren  dieser  beiden  Glei- 
chungen nach  u  erhält  man  zwei  Beziehungen  zwischen  ^^  -^,  -j- ,    und   durch 

d*x    d*y    d*t>  _,       , 

abermaliges  Differenziiren    wieder  zwei  zwischen  j-^»  ^rf »  ^-7  •  •  •    Man  kann 

dy     rf*v  \. 

also  in  den  eben  gefundenen  Ausdrucken  fUr  —,  -~  ...    die   dann  vorkom- 
menden Grössen: 

dy      dx     d*y     d*x 


du*     du*    du**    du* 


•  •  « 


ansdriicken  durch  «,  v,  -r-,  -r—  .  .  .,  so  dasi»  x  und  y  völlig  eliminirt  sind. 

*itt    du*  -  ■ 
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Ebenso  verfthrt  man,   wenn  mehr   als  eine  «nabh&ngige  Variable  gegeben 
ist.  ~  Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  man  hat: 

dr     dr     dr 
di'     d^'     di' 

und  diese  Gh*6ssen  ersetzt   werden   sollen  dnrch  die  Differenzialqnotienten  von  r 
nach  Uy  v,  tr,  wenn  gegeben  ist: 

^=f(x,  y,  z),    »  =  y(*,  y,  «),    v>  =  ip(x,  y,  »). 
Es  ist: 

dr dr  du       dr  dv       dr  dto 

dx       dudx       dvdx       dw  dx' 


du df     dv  _dfft     dte       dtp 

dx      dx*    dx  "  dx*    dx  "  dx* 


dr  dr 
und  indem   man  ebenso  mit  jr-  7-  verfUiri,  erhUt  man : 

dr  __  dr  df      dr  dff.       dr  dtp     ' 
dx  "  du  dx       dv  däc        Sie  Jx* 
dr  _^rdf 
dy  ~'  du  dy 

df  du.   df 

Aus  ^,  T— ,  K~  •  -  •    ^^^^  ^if^  *t  yt  z  eliminiren  mittels  der  Werthe  von 

II,  V  und  10. 

Haben    aber  die  Gleichungen,   aus  welchen  x,  y,  •  zu  bestimmen  ist,   die 
Gestalt: 

«=^(•1,  «,  ir),    y  =  (/.(ii,  V,  ir),    zzztp(u,  v,  ir), 

du   dv   du>   du 
so  findet  man  j-,  t-»  z— *  s~  •  •  •  durch  folgende  Gleichungen: 

dx"    " du  dx  dv  dx  dw  dx  * 

^_^^c)y.  di#  d(f*  dv  d(fi  diD 

dx^    "du  dx  dv   dx  d^  dx* 

dz           dtp  du  d^  du  dtp  dw 

dx"    ~'du  dx  dv   dx  otö  dx  * 
drei  Gleichungen,  welche: 

du  dv     dw 

dx^  dx*    dx 
geben.    Ebenso  erh&lt  man  mittels  der  Gleichungen: 

dy-"'    dy'^*    dy-^* 

^-0    ^=0    --1 
dz"^*  dz^*  dz"^* 

«-....,   ^     d«     d«^       ^  '*•*     d*'     ^^ 

MTären  endlich  gegeben  die  Gleichungen: 

f(xy  y,  z,  ti,  r,  fD)=0,    7=0,     ^=0, 
wo  ff-  und  tp  ebenfalls  alle  6  Veränderlichen  enthielten,  so  hätte  man: 

df      dfdu      dfdü       df  dw      ^ 
dx  ^  dudx^  dv  dx  ^  dw  dx  ~^ 
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«>y.       d(fi  du       dy  ^9       dif,  ^_>v 

6ip       d^  du       d^  dv       d^  dw^^ 

dx       Su  dx       dv  dx       duj  dx  ~ 

«     .                       dl«  df>  dfo  ^  .  ,      ^(«)    . 

lur  BeBtimmnng  von  t-,  t-i -5— •  Sei  in   — y-r  lur  «  =  «;. 

d«  ojB  dx  tf  («) 

Die  Differenzialqnotienteii  nach  y  und  f(a)z:a.(a)z=0 

s  ergeben  sich  gans  ebenso,   wenn  man  7  u         . ' 

uberaU   statt  nach  «,  bezüglich  nach  y  »<>  ?«*»*  ™*»  ^nächst  tt+y  für  «,    wo 

nnd  »  diflferenziirt.  "  •»»«  beliebig  kleine  GhrOsse  ist.    Man 

hat  dann: 

Die     höheren     Differenzialqnotienten  ^    .        />/    i    \ 

von  r  sind  ebenso  xa  finden,  wenn  man  *  W  —  fv^iy) 

die  Werthe  von  -r-,    -c-»    —  iint«r  der  t  \    •    / 

ax     oj^     dz  oder  da  man  vom  Z&hler  und  Nenner 

BerÜcksiditlgang,  dass  r  eine  Function  die  verschwindenden  OrOssen  f(a)  nnd 

von  U9  o,  10,  diese  Grössen  aber  von  x,  y  (n)  abziehen  kann : 

y,   t   abh&ngig  sind,    differenziirt ,   und  f(a4-y)—fM 

ebenso  mit  den  Differenzialqnotienten  von  -,  .                    ^ — ^-^-^ 

/,  y,  ^  verfahrt  'W ^ 

11)     Auffindung    der    Werthe  » <*>      y  («+.')-^(«)- 

einer   Function,    welche     unter  *^ 

unbestimmter  Form  erscheinen.  ^^^  Z&hler  und  Nenner  kann  man  aber 

Unbestimmte  Formen  in  der  Analysis  '^Z^!!'^^^''  für  verschwindend   kleines 

sind    unter    anderm    die    Ausdrücke   J,  «  «chreiben,  und  hat  für  x=ir: 

— ,  da  jede  endliche  Grösse «  mitO mul-  — /*v  =    ,,  x» 

tipUoirt  0,  nnd  mit  ao    multiplicirt   oo    p..  _  «^ ,  .  ^  .  ., 

gibt    E.  folgt  1.0  hier«« :    '  £'-  ^?5<^.''» '7(5  »^XÄrN-S 

a*0=0,    oder    a=),  ^^^^  unendlich  werden. 

_                    00  Beispiel. 

«.00  =  00,     «  =  —,  *^ 

00  Sei  gegeben: 

wo  n  ganz  beliebig  ist.    Nehmen  aber  ...        «    jlJb 

zwei  Functionen  von  x,  /"(a:)  und  y(«),  >  W  ._  ^  ""^ 

für  einen  bestimmten  Werth  von  x,  gleich-  7>  (x)          x     * 

zeitig  die  Werthe  0  oder  oo  an,  so  kann  ein  Ausdruck,  welcher  1  wird  für: 

der  Quotient  doch  mit  keiner  grösseren  .n 

Mehrdeutigkeit   behaltet   sein^    als  sich  ^-0. 

aus  den  allgemeinen  Werthen  derFuno-  Man  erh&lt: 

iionen  selbst  ergibt    Sei  s.  B.  gegeben  ff  f£S       x            x 

der  Ausdruck:  -~~^zz  a   Iga— 6  lg6, 

,_   ji  7'  W 

,  also  für  x=0: 

X—tt 

X        X 

so  wird  derselbe   für  x=a  den  Werth  <*  — ^  =lg* 

I  annehmen.     Denkt   man   sich  indess  x            6' 

zunüchst  X  um  ein  beliebig  Kleines  von  gbenso  ergibt  sich  für  x  =  l: 
a  unterschieden,  und  behandelt  den  Aus- 

druck  nach  allgemeinen  Regeln,  wo  sich  ^g*   =  -  =  1 

dann  ergibt:  x— 1      x       ' 

x>-««  «-1            1           1 

=x4-cf,  = = -. 

X  —1      lur 
nnd  setzt  dann  x  =  or,  so  erhält  man  den 

Werth  2a  för  unsem  Bruch.  ^s  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  für 

Die    Differenzialrechnung     gibt     ein  *  =  "  ■"^'®'^' 

Mittel,  das   hier  angewandte  Verfahren  f  W_o 

zu  verallgemeinem.  h' {x)    ^ 
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wird.    Indem  man  in  diesem  Falle  das  f(tt)  __  g-'in)  ( f(tty\* 

obige  Verfahren  wiederholt,  erhalt  man :  vl^  ^  f  M  ^7W/   ' 

ß^  _rj£)  oder: 

und  allgemein:  y.(«)  =  ^/^„y 

f{a)      /"^'h«)  Mithin  gilt  fllr  die  Brüche  von  der  Form 

y  W      9.W(o)  —  dieselbe  Begel,  als  für  die  von  der 

Wenn   die  s— Iten   ersten  Differenzial-  Form  J. 

quotienten  von  f(x)    und  q(x),    sowie  t^j  ^i.   •  *    •     -d              r  j- 

diese    Functionen    selbst   für  x=a  der  ^.«^^5^*  "*   >«  Beaug  auf  die  erstem 

NuU  gleich  werden.  "^"^^  ®'"®  Bemerkang  zn  machen. 

_    .      .    ,     .  Zu    dem  Ende   beweisen   wir   folgen- 

Beispiel.  den  Satz: 

Es  ist  für  «=0:  „Wenn  eine  Function  f(x)  für  «  =  « 

*     sin  *.       1     /»/^o  -       «:» ^  ^«i   endlichem  a  unendlich  oder  discon- 

tinuirkch  wird,  so  muss  auch  ihr  Diffe- 
renzialquotient  unendlich  werden.^ 

_  In   der  That   sei  f(x)  unendlich  oder 

6         6  disoontinuirlich  für  x^a,  sei  iÜr  den- 

Hier  nahmen  die   zwei   ersten  Di£feren-  »ö^^«"  Werth: 

sialquotienten  die  Form   J  an,  und    es  ,.     ^(ff+Q-fW,  ^^  / 

war  daher  dreimal  zu  differenziiren.  "™            y           ""/    ^"^ 

Binx*           dsinx'  cosx  einer  endlichen  QrOsse  gleich,  so  wire: 


?»  3:r*      "    6x 

cosx      1 


x-|8in2x         1-C08  2«  r(«+^) =/'(«)+•' fC«) 

_3sin  jf  (2cosac^~sinx*)  für  jeden  Zuwachs  y,  und  da  wegen  des 

■"  2  sin  2«  endlichen  /*'  («) ,  v  f  ^«)   mit  ahnehmen- 

o  /A  .     »    .      .N  ^^^   ^  verschwindet,    so    müssten    die 

_  3  cos  ar  (2  cos  x«~  7  sin a:«)_  Q^össen  /^(«-+-y)  und /[(«)  mit  abnehmen- 

4  cos  2x  ^*  dem  v^  was  auch  v  sei,  einen  verschwin* 

fi£\  dend    kleinen   Unterschied    haben,    mit 

Möge  jetzt  in  dem  Bruche  -^-^    gleich-  andern  Worten,  f{z)  müsste   für  x=a 

zeitig  der  Zähler  und  der^Äenner  un-  5<'«*J™*r\'^  •«»»>'  ^"  der  Annahme  wi- 
endlich  werden.    Der  Fall  lässt  sich  dann       7 ^         v,  .  .      •  *    v-       •  ^    i.    ^ 

sogleich   auf  den  früheren  zurückfthren  ^^^ITf^^^.^  "*    ^'''   ^'^^^   ^'' 

p>.  •  ^ .  jraii,  wo  « =:  OD  ist. 

Aus  diesem  auch  im  Üebrigen  wich- 

1  tigen  Satze  folgt  für  unsem  Fall,  dass» 

fix)  __  jf\x)  wenn  : 

und  also  hier  ein  Bruch  gegeben,  dessen  .       ,.  ../"'(«)  ^       «  «« 

Zahler    und    Nenner    -i-    und  -^       .        ,  ;.  V'  (?) ,  .  ,     , 

y(af)  /^(«)  sem   wird,   wenn  a  nicht  =oo  ist    Ih- 

gleichzeitig  verschwinden.  dess   schliesst  dies  nicht  aus,   dass  sich 

Es  ist  nun,  wenn  man  das  eben  ge-  ^  ^'W.  "S"^  y/ («)  ein  gemeinschaftlicher 

gebene  Verfahren  anwendet:  Y^xltox  findet,  nach  dessen  Hinwegheben 

man  den  wahren  Werth  von  —r^  eriÄlt. 

y  (^)  Beispiel. 

^^  '/W  Fürar  =  Oist: 


also  für  «=«:  *  und  wenn  man  diiferentiirt: 
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Ul)           1  F(*)  =  oD     und    /(x)=:0 

^Jg/  _        X  __  »ina;^  _  0             igt.     Es  handelt,  sich   also   um  Ermitte- 

Gotx              1  X      ^0^           long  der  gleichfalls  nnhestimmten  Werthe 

shTjr"  0*,  0°°.    Dieselben  lassen  sich  aof  den 

vorigen    Fall  zurückführen,    wenn   man 

'^^^'  den  Logarithmus    nimmt.     Es  ist   def- 

/1\  selbe: 

Es   lasst  sich  übrigens  noch  eine  an-  f(x) 

dere    Methode    zur    Entwickelnng    des  ^ 

Ausdruckes:  also  in  beiden  F&Uen  =- — ,    oder,  man 

OD 

f(^)  __  55.  sctit  itkr  den  obigen  Werth : 

yW      «>  •  f(x) 

finden.  i        * 

Znn&chst   kann   man  (ß{x)  =  y  setzen,  \ir  F(^ 

und    den    aus   dieser   Gleichung  zu  be-  S     K^J 

stimmenden   Werth   von  x   in  f(x)  ein-   wodurch  man  die  Form  J  erhalt, 
setzen.     Möge  f{x)-y,{y)  werden,    so       Beispiel 
ist  also  zu  untersuchen  der  Bruch:  ^ 

,  Sei  gegeben: 

2^-^  ftr  den  Werth  y  =  oo,  1 

y  - 

und  es  wird  auch:  y=[F(ar)]     und  F(oo)  =  ao, 

^(y)zz CO  80  hat  man: 

sein.     Nun    ist    ftr  verschwindend  klei-   ,^       ^S  ^(«^    i^ «/      iv    ,    «,  v 
nes  f  offenbar:  lgy=-^  =  lgF(«i-l)-lgF(x) 

Wenn  aber  y  unendlich  gross  ist,  so  hat  -^C')   ' 

°^^^*  wenn  man  in  der  oben  gegebenen  For- 

/.     h\  mel  A  =  l  setzt,  also: 

und  —  ist  unendlich  klein,  welchen  end-  ['''(*)]    =     »/^x    • 

y  .  '^W 

liehen  Werth  auch  h  habe.    Also:  ist  also  F(ar)  =  «,  so  hat  man: 

v»  (y  4- A) = V  (y)+*  v^'  (y)»  i^ 

Da  nun  mit  Anwendung  unserer  Kegel   wenn  x=:ao  ist. 

für  y  =  oo:  Suchen  wir  jetzt  die  GrOsse: 

^  ftr  a?=:0,  wenn  F(0)=0  ist. 

ist,  so    hat  man  für  diesen  Fall  auch:       Man- hat: 

v>(y)_  V>(y4-*)-<^(y) 

wo  h  jede  endliche  Zahl,   also  auch  1  x   - 

sein  kuin.  ^ 

Sei  jetzt  gegeben  der  Ausdruck:  also  wenn  man  -  =  «  setzt: 

^(*^^^'^  IgF(i) 

für  den  FaU,  wo:  Z—^  =  \sf(-^\-\    p(l.\ 

oder:  •         für  «=qo  und  somit: 


J«(>)=«ig*'(«)=MW, 


n 


496 


»üi) 


[F(')f=     ""*"^' 


'© 


Also,  wenn  F(x)=x  ist,  (ur  «=0  oder 
für  w  =  00  : 


/'(«)=V(.)=0 

wird  unsareichend ,  wenn  aile  Differen- 
zialqaotienten  von  f(tt)  and  (f'{a)  der 
Null  gleich  werden.  In  diesem  Falle 
kann  man  den  Ausdruck  auf  die  Form : 


r    —    

1 


d.  h.: 
Sei  noch  gesucht: 

wenn     für     einen     bestimmten    Werth 
von  x: 

r(x)  =  l,   F(*)=oo 

wird.    Man  hat  also   den   ebenlalls  un- 
bestimmten Ausdruck  1^  su  finden. 
Man  hat: 

lgy  =  F(*)lg/(«)=!^Ö^  =  J, 


1 

1 


00 
00 


bringen,  und  nach  der  für  solche  For- 
men gegebenen  Regel  untersuchen,  oder 
den  Ausdruck  direct  untersuchen. 

Beispiele. 
Suchen  wir: 


—X 


xa      = 


oder: 


F(«) 


lgjf= -^-^^—  =  00. 


Ig/'W 


fUr  x=-f-oo.  Der  rechts  geschriebene 
Werth  hat  hier  die  Form  {.  Setsten 
wir  statt  dessen: 

«    _  OD 
«  ""  00* 

a 
oder  wenn  wir  a^=y  nehmen: 

ig«'y  lg« 


Beispiele. 
Sei  gesucht': 


I 

X 


ftr  ar=0; 


a+«r  =y 


also: 


'"-    X    -1+«"" ' 


1 


für  y=oo.     Es  ist  aber: 

ig(y-hi)-igy=ig^=igi=o, 

also: 

xa""    -0, 
woraus  sich  auch  sogleich  ergibt: 


ferner  für  x=0: 

1 


y=(coimx)*. 


• 

1      X 

z.a  =«, 

X 

X 

für  x=:oo. 
Ist  gegeben 

• 
• 

(x-a)* 

also: 


,         1 ,  m  sin  m  X     . 

Igy  =- lg  cos  m  X  ==-.--—--—=  0. 
X  cos  (m  xy 

Die  Formel: 


wo  fi  und  p  echte  BrÜdie  sind,  so  wer- 
den alle  Differen^ialquoticnten  des  Zfth- 
lers    und   Nenners    Ar  x  =  a   unendlich 
werden. 
Yorffthrt  man  direct,  so  hat  man: 


Iftr: 


(a.--ft)P(^+«)P  (x+a)^ 
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also  für  x=a:  Beispiel. 


<^^^^^=0. 


Sei: 


wenn  n,  algebraisch  genommen  grösser  .  ,      ^.j.          ^' 

als  p  ist,  und :  (*   -  1)^ -y +1 

(x  — «)*  ein  Ansdmck,   der  für  a?  =  l,  y  =  l    die 

1=«^»  Form  i   annimmt.  —  Durch   Differen- 

(x^—a*)^  ziiren  erhalt  man: 

wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.    Kur  i          l  jy 

fftr  n=i)  ergibt  sich:  I  (*-  1)'  +  t  V    ^ 

Wenn  der  unbestimmte  Ausdruck  meh-  _          ^ 

rere  Variablen  enth&lt,  so  mnss  «wischen  «  =  l,    y-1, 

denselben  irgend   ein  willkürlicher  oder  ^y 

gegebener  Zusammenhang   angenommen  -r 

werden,   um  den  Werth  des  Ausdrucks  »=— | — ^=— i. 

zu  ermitteln.  ^y 

Beispiel.  ^ 

Es  sei  gegeben:  ®*  ^*""  hierbei  auch  der  Fall  eintre- 

,       ,  ,  ten,  dass  die  Differenzialquotienten  ron 

^_lgg+lgy  Zähler  und  Nenner  Null  sind,  und  man 

x+2y—B'  mnss  dann  die  n&chsten  Differcnzialquo- 

ein  Ausdruck,  der  die  Form  %  annimmt,  ^^^^^  nehmen. 

wenn  man  setzt:  Beispiel. 

«=1»    y=l-  Sei: 

Denkt  man   sich  y  als  Function  Ton  x,  (x+v)* 

80  erhAlt  man  durch  Differenziireii  des  g=   ij.  «  >  ^=0,  y=0. 

S^hlers  und  Kenners:  '  "''S^ 


^      1  ^        14.^  ^^^  erhalt: 

__»      y  <**  _  djc 

*""l+2?""l+25" 


2(x+y)(l+^) 


wo  man  lur  «  und  y  die  obigen  Werthe  dx  ^ 

eingesetzt  hat.  -  ^  ist  hier  ganz  un-  ^"^  ^'  *=y=0  wieder  J  gibt. 

V*.       *        ^  ,  jAa-v  Abermaliges  Differenziiren  gibt: 

bestimmt,  und    es  kann  dafür  eine  be-  ^ 

liebige  Function  Ton  x  gesetzt  werden.  ^/^  ,  rfy\>    ^.        .  rfyi       /      rfwX^ 

Es  ist  n&mlich  y  der  einzigen  Bmlingung  ^  V+£J  "*"2(*+y)ite^       V"^^/ 

unterworfen,  dass  für  *  =  «,  y=/8  wird,  j^-r^ -jr = yj^-z, 

wenn  «,  ß  diejenigen  Werthe  sind,  fftr        2+2(0)  +2v—  1+I^V 

welche   die  Function   unbestimmt  wird.  ^^/         ^  dx*  \dx/ 

Offenbar  kann  man  abo  setzen:  du 

y=:y.(,)-y(«)+/,,  ^^  £  ^'«der  ganz  wiUkürUch  ist 

flSSif """^f """'   ""if^?^  ^"*"  Bedingung       gs   ist    hier  kein   Zufall,    dass    ^ 
ernult»  und  man  hat:  '  dx^ 

dy  nicht   im  Besnltal   vorkommt,    sondern 

^=:^'(x),  dies   wird  immer   eintreten.     Denn  wie 

"^  auch  s  beschaffen  sei,  so  werden   die 

also,  da  9*  unbestimmt,  eine  ebenfalls  Differenzialquoläenten    von    Zfthler  und 

willkiirliche  Function.  «  ,.    „        ,  du 

jy  Kenner  die  Form  haben :  «+/}  ^,  wo  a 

BK^glicherweise  kann  jedoch  -f-  ganz       ^        „       ,  r*      .  , 

er«  und  ^  Functionen  von  x   und  y  sind. 

veitchwinden.  Abermaliges  Differenziiren  gibt  dann: 
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^'a       da  ^^2  dl  ^2  (^\\.^ 
di"^  dy  dx'^  dxdx"^  iiy  \dx/  "^  ^  dx^' 

Sollen  aber,  wie  hier  voraüßgeBCtzt  wurde,  ^ 

Z&hler  und  Nenner  für  jeden  Werth  von  ^^  _  _     ^' 

-^    der   Null    gleich   werden,    so  musi  ^^  zl 

dx  du 

*^^^'  a=.ß=0  ^'^  ""**  ^'  ^^^  bestimmtes  Werthpaar 

und    CS     verschwinden    somit     die    mit      "   *  ;)/      Ar 

^  multiplicirton  Glieder.   Werden  Zfth-  5;^  "  d^~^' 

'  1er    und    Nenner    unendlich,     oder   alle  go    findet   Unbestimmtheit    statt.       Mit 

Differensialquotienten  derselben  der  Null  Anwendung    der    allgemeinen    Methode 

gleich  oder  unbestimmt,  so  versagt  diese  setzt  man  dann : 
Methode  ihren  Dienst,  und  ist  dann  der  ^,^        d*  f  dw 

Fall  direct  su  untersuchen.  j  T^  +  I~ä~  j 

Eine  Unbestimmtheit  tritt,  wie  schon  Ö  ;=  -,  ^'        öxö^^dx 

früher   beiläufig    erwähnt   wurde  ^   z.  B.  dx  ö*  f       d^fdy 

in  einem  gewissen  Falle  dann  ein,  wenn  ^^^^  "t"  ,)y,  ^ 

tf  eine  durch  die  Gleichung:  . 

/'('>  y)=^  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^'^  nach-^  quadratische 

bestimmte  Function  von  x  ist.    Man  hat  dy    .. 

nftmlich  dann:  .     Gleichung,    welche  j^  gibt. 

£/ 4.^5^  =  0  ^^   demselben  Resultate  gelangt  man 

dx      f>y  dx      *  <^uch  direct,  wenn  man  die  Gleichung : 

tf  +  ^J^-o 

dx       oy  dx 
nochmals  differenziirt.     Dies  gibt  nämlich: 

SF'"^     ^*^y  dx  ^  oy*  \dx/  ^  dy  dx''       ' 
wovon  jedoch  das  letzte  Glied  versdkwindet,  da : 

dy 
war.    Also : 

dx*  ^    dxdy  dz  ^  dy*  \dx/ 
W&reu   auch  alle   zweiten  partiellen  Differensialqnotienten  von  f  der  Null  gleich, 


also : 


dx*  ^  dxdy  "  dy* 


so  differenziirte  man  abermals.     Es  ergäbe  sich,  wenn  man  die  der  Null  gleichen 
Coefficienten  wegliesse: 

dx*  ■*"    da;«dy  dx^    dxdy*  \dx/  "^.dy*  \dx/ 

also  eine  Gleichung  dritten  Gh*ades. 

Allgemein,  wenn  alle  Differensialqnotienten  von  f  nach  x  und  y  bis  inöliisivB 
mm  n—lten  verschwinden,  hat'man: 

aUo  eine  Gleichung  ttter  Ordnung. 

In  diesem  Falle  gehören  also  zu  einem  Wcrthe  von  y,  n  Werthe  von  2. 
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Da    nnn    dem    Differensialqnotienten  zialqnotient  unendlich   wird,  daron  soll 

keine  grössere  Mehrdeutigkeit  Bukommen  später  die  Rede  sein. 

kann  als  y  seihst,  so  muss  y  wenigstens  Es     kann    aher    hei    der   Gleichung 

eine  «deutige  Function  von  x  sein.    Die  f(j3e,  y)  =  0    auch   der  Fall   yorkommen, 

•wr  -*i.             ^y    V                    a       j»  '^"s  für   einen  hestimmten   Werth  von 

n  Werthe  von  ^  aberzeigen,  dass  die  ^^„  die  Gleichnng  identisch  erftUt  wirf, 

Function    y  von  x  fttr   den   gegehenen  ^^  auch  y  sei.     In  diesem  Falle  wftrde 

Werth  von  «  =  1»  so  beschaffen  ist,  dass  "ch   also   der  Werth  von  y  nicht  direct 

sich  für  ein  unendlich  kleines  r,  n  ver-  ergeben.     Durch  Differensiiren  aber  er- 

schiedene  Werthe  von:  hält  man  wieder: 

ergeben,  während  y  völlig  bestimmt  ist,  und  fftr  xz^a  wird: 

man  also  das  Blatt,   auf  welchem  y  zu  ^f 

nehmen  ist,  angegeben  hat.    Es  müssen  Ihü^^ 

also  von  den  Werthen  von  y,^  .    x  n  auf  ^ 

_                  y^'^L     ^  sein,'  weil   f(a,y)    identisch    der  NuU 

contmuirlichc  Weise   aus   emem  Werthe  1^5^.^  igt.    Es  wird  also  auch  sein : 
von  y,  .  hervorgehen,    d.  h.  mit  andern 

Worten,  in  Punkt  x=za   n  Werthe  von  d«~^' 
y  gleich  werden,  und  y  für  den  beseich- 

neten  Werth    jedenfalls    einen    nfachen  eine  Gleichung,  welche  den  zu  «  =  «  ge- 
Punkt haben.    Jedoch  kann  auch ,  wie  hörigen  Werth  von  y  gibt, 
wir   sahen,   ein  nfacher  Punkt  dadurch  Wäre  auch  die  Gleichung: 

dg  df 

angeaeigt    sein,    dass    -f-  discontinirlich  s^=0 

ax  ox 

^     '  identisch    erfüllt,    so    müsste    nochmals 

Beispiel.  differensiirt  werden. 

8ei  gegeben:  Beispiel, 

/•(a?,  y)  =  m  *«  -ny « 4-|>  *  y = 0.  Sei  gegeben : 

Man  erhält  durch  Differenziiren :  ^/^^  y)=:m«*  — «  +  lg(l4-;ry)=:0. 

9«:»-9itti!ä4-tii:^4-flt«-0  Für    ar=0    wird   diese   Gleichung,    was 

^mx    -*»ys+P*j^-t-;»3f-"-  ^^^^y   g^5^    identisch  erfÜUt.    Pifferen- 

^y    '      *  u-      **          i\           •  v     :***!  «"rt  man  aber,  so  ergibt  sich: 

-f-  nimmt  hier  für  a;=0,  wo  sich  mittels  . 

dx  äy 

der  Gleichung  /(«,  y)=0  auch  y  =  Oer-  ^dx^ 

gibt,  die  Form  {  an.     Abermaliges  Di ffe-  2mx— l-fy— ^ =  0, 

renzüren  aber  gibt:  l+^y 

oder  da  x  =  0  ist: 

y=l. 

y^______  Sei  femer: 

£!  +ÜL,  f(x,  y)=:(y>-l)x«-y[lg(H-x)]«=0, 

^         ^  welche   Gleichung    ebenfalls    für    x=0 

also  man  hat  in  der  That  zwei  verschie-  identisch  wird.    Das  Differenziiren  gibt: 

dene  Werthe  Ton  ^.      Löet    m»n    die  2,(y._l)+2x'y  ^  -  J  Dg(l+«)]« 

Gleichung  f  (x,  y)=:0  nach   y    auf,   so 

hat  man:  o  >g(l  +  g)_Q^ 

px         /p*x*       tn  X*  j 

^^'n^y   n*    "^    n  wo  die  mit  ^  multiplicirten  Glieder  für 

und  für  «=0  werden  beide  Wurzeln  der  ^-.q  verschwinden  müssen,  also: 

Null  gleich,  so  dass,  wie  vorauszusehen  .  .     ^.,^,    .       «    /«  .    %    n 

war,  ein  Doppelpunkt  stattfindet.  «(y«-l)(l+^)-ylg(l+«)=0. 

Wie  sich  diejenigen  mehrfachen  Punkte,  Auch    diese  Gleichung   aber   wird  iden- 

wo  diese  Bedingung  stattfindet,  von  den-  tisch   für  x=:  0.    Differensiirt  man  nnn 

jenigen  untersdieiden,  wo  der  Differen-  abermals,  so  kommt: 
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m 


-'(^Y^'t'^' 


bI>o  ffir  z=0: 

,--,-1=0. 
Es    ergeben  iicb    alio   Dir  y  die  beiden 

Wuneln  dieaer  Oleichnng. 

12)  Von  den  Integralen  mono- 
gener  Fancifonen. 

Es  iit  bei  der  Betrachtung  der  Func- 
tionen complezer  Vuiiblen  nicht  than- 
lich,  die  Betrachtnngen  der  DiSereniial- 
rechnuDg  lu  Ende  ta  lUbren  und  dann 
ent  aaf  die  omgekehrte  Oper&tion ,  die 
Integralrechnung  ei  mag  eben.  Ea  aind 
alao  die  in  der  «raten  Abhuidlong 
gegebenen  BetrachUingen  hier  bJi  lu 
einem  gewiaien  Grade  voraaigeiedt. 
Namentlich  wlren  hier  die  in  den  Ab- 
■dinitten  1)  bia  1^)  dieaea  Artikels 
gegebenen  SälH  einitnflechlen.  —  Wir 
erinoem  namentlich  an  die  DeftnitioD 
«inoa  beetimmten  IntegraU: 


/,"«■' 


i.=«ir,((x,-..)«..) 


einander  entatehen,  alao  irgend  eine  Ton 
z,  nnd  x^  begrenite  Strecke  antföllen, 
die  im  Uebrigen  gani  beliebig  iit.  — 
Aul*  dieser  Definition  beruht  die  Theorie 
der  Mehrdeatigkeic  der  Integrale,  die  wir 
jedoch  hier  nach  Biemann  in  etwas  Ter- 


Kndertar  Form  geben  wollen,  um  auf 
die  mehrdeutigen  Functionen  in  der  ihn«« 
hier  gegebenen  genaueren  VeralnnliefaBiig 
RBckaläit  nehmen  ta  kdnnen.  Zu  dem 
Ende  machen  wir  folgende  Torbamer- 
knngen. 

A)  nBioe  geschlossene  Cnrra  fBhrt 
von  einem  Funkte  «  an  demselben 
mit  demselben  Fuoctionswerthe  wieder 
znriick." 

Man  kann  daher  jede  Cutre,  die  kei- 
nen Windungspnnkt  enihJUt,  als  ge- 
schloisene  betrachten,  wenn  man  beide 
Seiten  als  Begreniung  auffasat.  Z.  B. 
die  grade  Strecke  ABC  ist  ge*chlo«aen, 
wenn  man  anf  einer  Seite  Ton  A  nach 
C,  anf  der  andern  von  C  nach  A  «n- 
rückgeht.  Auch  kann  nur  *oa  einem 
Tfaeil  der  Begreninng  dis  andere  Seite 
mitgeithlt  werden;  s.  B,  wenn  iwei  sich 
nicht  ecbneidende  Kreise  durch  eine  Gntde 
Terbunden  sind,  ao  bat  man  eine  ge- 
ecblotsene  Cnrve,  wenn  beide  Seiten  der 
Graden  geifchlt  werden. 

B)  „Eine  Curre  begrenit  einen  Theil 
einer  Fl&che,  wenn  man,  ohne  entere 
an  darchachneiden ,  nicht  von  diesem 
Theile  an  der  andern  Fliehe  oder  nm- 
gekehrC  gelangen  kann." 

AnF  einer  Ebene  oder  Kngel  begrenit 
■clbatreratAndlich  jede  geacblosMne  Corre 
einen  Theil  der  Fliehe.  Solche  Flächen 
nennt  man  einfach  lusammenhlngende. 
Unsere  Fliehen ,  welche  mehrdestig« 
Functionen  Tersinnlichen  nnd  welche 
linga  der  VeriweigungaUnien  ansammen- 
blngen,  sind  dergleichen  nicht.  Habe 
I.  B.  eine  Fanction  drei  Doppelpunkte 
a,  b,  c  (Fig.  73),  und  bilden  wir  die  ent- 
tprecbenden,  ina  Unendliche  gehenden 
Venwejgungtllnieu,  die  wir  mit  A,  B,  C 
beseichneu.  Ziehen  wir  dann  a.  B.  *on 
Punkt  p  aus  auf  einem  der  baiden  Blit- 
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ter   eine  Cnrve,    welche  n  nnd   h  ein-  neu  Oarve  begrenzten  Ebenentheil.    Da 

echlieut,  bis  nach  p  cnrftck,  so  ist  dies  Discontinnit&t  im  Innern  nicht  vorhan- 

eine  geschlossene  Cnrre,  denn  sie  ffthrt  den  ist,   kann  die  Ordnung  des  Integri- 

anf  dem  ersten  Blatte  Ton  p  nach  Linie  rens  umgekehrt  werden.    Man  erhAlt  mit 

i4,  geht  hier  beim  Durchschneiden  von  Berücksichtignng  der  Grenzen: 

Ä  auf  dem  zweiten  Blatte  nach  B^  nnd  /*                        /* 

beim  Schneiden    dieser  Linie  wieder  auf  J iPi-'Po)^!f'~l i9i~9o)^* 

dem    ersten    nach  p  znrttck.     Indessen  ^                       1^     j.     .              j 

kann  man  von  Punkt  a  auf  dem  ersten  ^enn  man  annimmt,  dass  die  den  «-  und 

Blatte  auf  der  ftussem  Seite  der  Begren-  y^xen    parallelen   Lmien    die   Curven 

znng   nach   r    innerhalb  derselben   auf  ^^^  «wcimal  schneiden, 

demselben  Blatte  gelangen.    Man  ziehe  Pt»  Po  ^^^^  dieWerthe  Ton  p,  welche 

nftmlich  von   q  nach  C  auf  dem  ersten  demselben  y  Mit  der  Begrenzung,  q  ^  und  • 

Blatte  und   durchschneide  die  Linie   C,  q^  die  von  q,  welche  demselben  x  ent- 

womit  man  ins  zweite  gelangt,  dann  kann  sprechen.     Das    erste  Integral   ist  vom 

man ,   ohne  die  von   p  gezogene  Cnrve  kleinsten  Werth  von  y  bis  zum  grOssten, 

zu   durchschneiden,  in  s  ins  Innere  ge-  das  letztere  vom  kleinsten  Werth  von  x 

langen,  da  man  sich  ja  auf  dem  zweiten  bis  zum  grössten  zu   nehmen,    und  da 

Blatte  befindet,  die  Curve  aber  im  ersten  beide    Wege     einander    entgegengesetzt 

gezogen   ist.    Durchschneidet   man  in  i  sind,  ist  das  zweite  Integral  mit  negati- 

Linie  Jff,  so  gelangt  man  wieder  ins  erste  vem  Zeichen  zu   nehmen.    Statt  dessen 

Blatt  nnd  auf  diesem  nach  r.  kann  man  auch  setzen: 

Kann    man    auf  einer  Flftche   n  ge-  p 
sehlossene  Gnrven  ziehen,  welche  keinen  I  (p'^y-^^  ^)t 
Flächentheil  begrenzen,  derart,  dass  jede  i_     ..«.  ^.                 r» 
andere    eine    solche  Begrenzung   bildet,  «[«treckt   über    die  ganze   Begrenzung, 
wenn  man  diese  n  zu  Hülfe  nimmt,  so  ^«"«^  da  die  ganze  Absasscnaxe  zurück- 
sagt    man ,     die    Fl&che    habe     einen  ««l««*  '"™»  «dem  man  alle  entsprechen- 
«+1  fachen  Zusammenhang.    Eine  Func  ^«"  Werthe  q^ ,  dann  aber  die  zugehö- 
tiou  z.  B.  mit  drei  Doppelpunkten   hat  "««"   -^o   Bimmt,   so   kann  man  statt 
einen   dreifachen  Zusammenhang,    denn  J«f   letztern  Weges  die  Axe  in  umge- 
es  ist  leicht  zu  sehen,    dass  mit  Hülfe  ^0«^««'  BwAtung   mii+q. ,   d.  h,    die 
der   durch  p  nnd  g  gezogenen  Curven  8?»^«    geschlossene  Cnrve   zurücklegen, 
jede  andere  geschlossene  einen  Fl&chen-  *"^«™  ""»«^  >"»™ö'"  ^"  entsprechende  q 
theil    begrenzt.     Denkt   man   sich   die  «^™»»-    Oil^^^es  findet  für  p  statt, 
äusseren  nnd  inneren  Seiten  der  Curven  Dies  bleibt  noch  richtig,  wenn  die  Be- 
p   nnd   q  als  Begrenzung  der  bis  jetzt  grensnng  mehr  als  zweimal  geschnitten 
unbegrenzten  Fläche,  was  auch  so  aus-  wird,  wenn  man  je  zwei  Punkte  dersel- 
gedrflckt  werden   kann,    dass  man   die  ben,    die  demselben  x  oder  y  bezüglich 
Fliehe  in  diesen  beiden  Curven  zerschnei-  entsprechen,  als  p,,  p«  und  9^,  q^  be- 
det,  so  wird  ans  ihr  eine  einfach  znsam-  trachtet.    Der  zuerst  betrachtete  Ausdruck 

"■w    ^^  **    T?-  1  .*         1«    *     •  u  A'  -ß-h-^  «w   »'in  gleich  Null ,   dann  ist 

Nach  dieser  Einleitung  lisst  sich  die  d«     dy                  '^ 

Theorie  der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale  auch : 

(vergleiche  den  Artikel:  Quadratur)   aus  p 

dem  Satze  ableiten :  /  (p  i/x+y  rfy) = 0. 

I.    Lehrsatz.  Setzen  wir  nun: 

„Der  Ausdruck    //"(»)</»,  ausgedehnt  ^(»)=«+y4,    p^f{*\    yzrt/'C»), 

auf  irgend  eine  geschlossene  Cnrve,   ist  ^q  jg^  ^^q> 

dann  gleich  Null,    wenn   letztere  einen  p                p 

Flftchentheil  begrenzt,  nnd  sich  innerhalb  /  f{j,)  dt  :z  1  f(h)  (dx+i  dy) 

desselben  kein  Disoontinnlt&tspunkt  be-  «^                 ^ 

findet.**  der  Null  gleich,  wenn  man  hat: 

.  d«      '       dff    ~"    * 

Man  betrachte  den  Ausdruck:  ^ 

rr/do      da\  **"*    Gleichung,    welche    immer  erfOllt 

//  {^  ^^)dxdy  wird,  wenn  fli)  eine  monogene  Fnnc- 

JJ  \dx      V        ^  Hon  igt. 

Msgedehnt  über  den  von  der  gesdilosse-  Hierans  ergibt  sich  sogleich: 
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n)  „diu  man  f&r  einen  Weg  dci  Id-  welche  BAdingaa^U.  erfUlt.  —  btfibri- 

.     Pti  \  j     j        _       _  »I,  j.  fBi.«  8*""  •'"  DilcontinniUtopiaki  kein  Win- 

tegral.  |  fit)  rf*,  der  TOn  <  nech  i  fahrt,  5„„^„^,^  ,„   t.ben  rieh  die  gr-dlini- 

jeden   ändern   nehmea  kuiD,   der  von  a  gen  Theile  der  Elcmenurcnrre  weg,  nad 

nach  b  rshrt,  nreon  beide  laiammen  eine  sie  beichrtokt  sich  Mf  einen  Kraii. 

'^'^l  ;°.^  ""  ''''°  "B«gebenen  Eigen-  j-j^  j^„  ^j^^^  Elemenlarweg  er.treek- 

«chaft  bilden.  ^^^    Integral    heisst     Elemenwrintegral. 

Denn    die   Somme    der  Integrale    Ton  i,t  ,.  b.  M  (Fig.  74)  ein  D i «conti nnitlts- 
a  nsch  h  auf  dem  einen  Wege  und  von  punkt,   ag    iai   das  Elementarintcgral  jcn 
A  nach   a  auf  dem  andern  ist  nach  obi- 
gem Satie  gleich  Null,  d.  h. ;  Kg.  74. 


Ja  •'   b 


■'    "                       "  bilden,   indem   mau   von  o  noch  b,   um 

wo   das  entere  Integral  auf  dem  einen,  Jg   herum   nach   b    zurück   und    nach    a 

da«   letztere   auf  dem    andern  Wege  la  geht,    und    wenn  keine  Mehrdeutigkeit 

nehmen  iit.  itattfindet,  haben  das  von  a  nach  t  nnd 

Der  Werth  yon   /*/■(»)  A,    er.treÄt  i"  "O"  *  °'":''  «  "■'«<*»  Integral  die 

J    '  ^  '  Summe  Null. 

fiher  iigeud    eine  geichloMene  Curte  A,  Bei  einem  Wind nngaponkte  veraebwiD- 

iat  gleich  demielben  Integral ,    erstreckt  det  aber  in   der  R^el   der  kreii/Ormige 

in  demielhen  Sinne  über  eine  oder  meh-  xheil  eines  Glemeniarintegrali,   nämlich 

rere   geschlosaene  Cnrren  B,  wenn  aich  dann,    wenn   für   den  Windnngtpnnkt  « 

■wischen  A  nnd  den  letiteren  kein  Dia-  der  Anidruck: 

conlinniiätipnnkt   befindet,    nnd  das  8j-  -,                  g,               „i    »i 

•tem   A   nnd    B  einen   Fllchenlbeil   be-  l,f[i)dt  =  l  f{a  +  gtl*)J'^<if 

grenit.    Denn  verbindet  man  einen  Punkt  J                  •' 

roo    Ä   mit   der   ariteu  Gurve  B,  einen  ^om   Argumente  Null   hat,    d.    h.   wenn 

Punkt   dieser  mit   der   »weilen  Corvo  B  sich   t/(<F-(-i)   mit  abnehmendem  i  der 

a.  i.  w.,   die   letite  Curvc  B   aber  wie-  Null   nähert.    Dies   ist   also   immer  der 

der   mit  j4,   rechnet   aber    beide    Seiten  Fall,  wenn  fia  +  t)  e"'!'":'' '='.  "'«o  we»" 

dieser   Hülfslinien   lur   Begrenwing,     so  n  nicht  rngleieh  ein  DiscoutinuiUtspunkt 

bilden    A    nnd   B    mit    ihnen    eine   ge-  i'%  aber  auch  dann,  wenn  f(a+t)  iwar 

Bchlossene   Curve,   also   das   Ober  A   et-  ^[q  lolcher,   aber  mit  t~  '    propor(icmal 

streckte  Integral   ist  gleich   dem  über  fl  j^^   ^^  ,  ^jq  po.iüver  echter  Bmch  ist. 

tind     die    Hülfslinien     erstreckten.      Es  jjjg^g    s|„u    ,rhalteo    dadurch    nodi 

fallen    aber  die   lotttem  gann  weg,    da  ^„^  Erweitening,  als  nicht  aUe  Discon- 

auf  der  einen  Seile  in  einem  Smne,  auf  tinnitilen  ihre  Anwendung  auaschli essen, 

der     andern   im    entgegen gesetiten   über  i^j   „  «jn  Discontinuiläta- ,   nicht  aber 

sie  die  Integration   ausindehDen  ist,  nnd  ^gleich   ein    Windnnggpnnkt,   und  neh- 

Dnd  da  nur  geachlosaeno  Cnrren  dnrch-  ^^g  ^[^  ^^  ^gg  gj^.),  ^\g  Function 
nach  positiven  und  negativen  Potenaen 
von  1  — rc  in  der  Näh o  von  a  entwickeln 

Ans  II.  folgt  auch  augenblicklich,  daes  l&ssl.     Denke  man   nun  in  n  als  Mittel- 

man  statt  eines  Integrals,  das  sich  über  punkt  einen  kleinen  Kreis  O,  der  ioner- 

eine  in   aich  surDckkehrende   Curve    er-  halb   der  BcgrcniaDg   liegt,    so   ist  da« 

atreckt,   auch   die  Summe  der   über    die  über    diesen    erstreckte   Integral    gleich 

ihr    entsprechenden    Elemantarwege    er-  dem    über    die   Bcgreninng   erstreckten, 

streckten   lelien  kann,   wenn  «ic  keinen  wenn    kein  anderer  DisconiinuitUspunkt 

Diacontinnilfttspnnkt  umschlieBSI.     Aber  sich   innerhalb   derselben  beflndei.     Fin- 

ielbit  wenn  solche  vorhanden  iit .    kann  det    letsleres    statt,   so  ist  daa  Integral 

man  dies  noch  Ihun,  wenn  man  die  Ele-  über  eine   Anaahl   von  Kreisen,   welche 

mentarwege   hinxufiigt.   die  diegun   Dis-  die  Discontinuit&Upnnkte  umgeben,  gleich 

continaitltspankten    entsprechen.      Denn  dem  Über  die  Begrenmng  erstreckten. 

die    Snmme   der  so   entstehenden  Wege  Der  Ansdruck   f{z)   auf  einem  dieser 

bildet    mit  dem   gegebenen  eine   Cnrve,  Kreise   besteht  nnn  aus  einem  nach  po- 
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sitiven  Potensen  tod  z— n  fortschreiten- 
den, also  continnirlichen  Theile,  und 
einem  zweiten  von  der  Form: 

A 

-         P 
j -» 

p  (z-  «)^ 
wo  A     eine  Constante,   p   eine   ganze 
positiTe  Zahl  bedentot,  also: 

V 


'•^  (»-«)" 


/: 


Setzt  man  z=flr+re^\  so  ist  för  den 
Kreis  r  constant  ($.  in  den  Grenzen  0  nnd 
2fi  zu  nehmen,  also: 


f(*)d*z.:sA^f 


in  ^-  jMtj 


Jedes  der  Integrale  ist  auf  beiden  Gren- 
zen gleich,  Terschwindet  also,  wenn  p>l 
ist.     Nur  fftr  ;9:=1  hat  man: 

/in 
0 
also: 

„Die  obigen  Sätze  finden  noch  statt, 
wenn  zwar  Discontinuit&ten  a  innerhalb 
des  begrenzten  Raumes  enthalten  sind, 
in  deren  N&he  sich  aber  die  Function 
nach  positiTen  nnd  ncgatiTen  ganzen  Po- 
tenzen von  x—a  entwickeln  lässt ,   und 

das  Glied nicht  vorkommt.*' 

Wir  werden  übrigens  bald  zeigen,  dass 
die  erste  Bedingung  bei  allen  Disconti- 
nuitfttspunkten ,  die  nicht  zugleich  Win- 
dnngspunkte  sind,  erfüllt  wird. 

Bei  jedem  Elemcntarintegral  kommt 
in  Betracht  der  Anfangswerth,  die  Rich- 
tung der  Integration  und  der  critische 
Punkt.  Sei  M  der  letztere,  so  unter- 
scheiden wir  die  positive  und  negative 
Richtung  wieder  durch  das  Vorzeichen. 
Ist  aber  M  ein  nfacher  Windungspunkt, 
so  ist  festzustellen,  von  welchem  An- 
fangswerth man  in  a  ausgeht.  Möge 
z.  B.  von  dem  ^ten  Wurzelwerthe  aus- 
gegangen, sein,  so  brauchen  wir  die  Be- 
zeichnung (+M  )  für  das  entsprechende 

Integral.  Führt  nach  einer  Umkreisung 
dieser  Wurzelwerth  zu  dem  Aten,  so  hat 
man  offenbar,  wenn  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  (^  iM,  also: 

-(±*P  =  (+**). 
Ist  der  Punkt  ein   Discontinnitfttspunkt 


und  kein  Windungspunkt,  so  ist  zu 
setzen  g  =  hf  also: 

Aus  den  in  Abschnitt  4)  gegebenen  Be- 
trachtungen über  Elementarwege  folgt 
nun  sogleich: 

„Ein  auf  einem  beliebigen  Wege  von 
g  nach  h  fahrendes  Integral: 

9 

besteht  aus  dem  von  g  nach  a  fuhren- 
den (und  zwar  auf  gradlinigem  Wege, 
wenn  die  Grade  ga  keinen  critischen 
Punkt  enthftlt,  sonst  auf  beliebigem,  z.  B. 
gradlinigen  mit  einer  kleinen  Auswei- 
chung), einer  Anzahl  Elementarintegrale, 
durch  welche  f  (z)  nach  ^  (z)  hinüber- 
geführt werden  möge,  und  endlich  dem  grad- 

linigen    /      fAz)di.'' 
•/  m 

Möge  jetzt  eine  einfache,  in  sich  zu- 
rückkehrende Curve  alle  critischen 
Punkte,  natürlich  mit  Ausschluss  des 
ünendlichkeitspunktes  umgeben,  so  ist 
diese  nach  den  zu  Ende  des  Absdinitts  4) 
gemachten  Betrachtungen  als  eine  solche 
aufzufassen,  welche  den  Ünendlichkeits- 
punkt  allein,  jedoch  in  entgegengesetzter 
Richtung  umkreist.  Das  auf  sie  bezo- 
gene Integral  kann  also  einerseits  er- 
setzt werden  durch  die  Summe  aller  von 
einem  beliebigen  Punkte  a  ausgehenden 
Elementarintegrale,  mit  Ausnahme  des 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  bezüglichen, ' 
andererseits  durch  das  letztere  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen,  welche  Ausdrücke 
somit  gleich  sind,  d.  h. : 

A)  Kimmt  man  alle  Elcmentarinte- 
grale  von  a  aus  (das  des  ünendlichkeits- 
pnnkts  eingeschlossen)  in  gleicher  Rich- 
tung, so  ist  diese  Summe  iVuU. 

Das  auf  den  Unendlichkeitspunkt  be- 
zogene Integral  setzt  sich  aus  zwei  grad- 
linigen : 


»00 


00 


und    einem   auf  einen  Kreis   bezogenen 
zusammen,  auf  welchem  f  (z)  nach  f^{%) 

herübergeführt  wird.     Setzen  wir: 


1 


7» 


wo  q  sehr  klein  und  constant  ist,  so  ist 
dies  Integral  von  0  bis  2n  zu  nehmen. 
Man  erhUt: 
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/^^  f  (\_  "~yAl  ~^*i«>  y    ^*"    Ausdrucke   y*"^     proportional 

'»\o  *     -  /P*  wird,    so  beschränkt  sich   das  auf  den 


>''Uv~/'V) 


Unendlichkeitspunkt  besogene  Elementar- 
Dies  aber  yerschwindet,  wenn  der  Aus-   integral  auf  den  gradlinigen  Weg. 

^"***-  Ist  der  ünendlichkeitspunkt  kein  Win- 

dungspunkt,'    so   wird   in   diesem  Falle 
das    Elementarintegral    überhaupt    ver- 
^e^        ^^e'  /       -        '  schwinden. 

für    verschwindendes   y    gleich  0  wird.       ^^  ^^^^^  ^^^^^  ^^^^  angefahrt  und 

Offenbar  ist  dies  der  Fall,  wenn  /"  (-)   werden  in  den  nächsten  Abschnitten  be- 

sVy/    weisen,  dass  in  diesem  Falle  sich  immer 
fär   verschwindendes  y   sich  dem  Ans-  f(y^   nach  ganzen  Potenzen  von  z  (po- 

drucke  ay*+  ,  wo  A  positiv  ist,  nähert  gj^yen  und  negativen),  also  f{^  auch 
Also:  Vy/ 

^  /1\     .  .    .   ,     .        Ji»ch  solchen  von  y  sich  entwickeln  Iftsst. 

B)  Wenn  f  \-)  mit verschwmdendem  gei  demnach: 
*  \y/ 

dann  wird: 

/ÄTf  /    1   Y     1  p%n 

0     \&*^f  Qe*  -^   0 

Alle  andern  Glieder  sind  nämlich  mit  e'^*  multiplicirt,  die  Integrale  werden  also 
an  der  obem  und  untern  Grenze  gleich,  ihre  Differenz  Null.    Also: 

C)  Das  Elementarintegral  des  Unendlichkeitspnnktes   fällt  ganz  weg,  wenn 

derselbe  kein  Windnugspnnkt  ist  und  sich  in  der  Entwickelung  von  fl-f   für  y=:0 

kein  mit  y  multiplicirtes  Glied  findet.  Findet  sich  ein  solches  a^  y,  so  ist  das 
ftber  eine  geschlossene  Curve,  welche  alle  critischen  Punkte  im  Endlichen  umgibt, 
ausgedehnte  Integral  gleich  2ffta^. 

Beispiel.    Sei  gegeben: 

f(z)  = 


y(«i -»)(«>-«)  •  •  •  («2«"*)' 


Für  »=—  ergibt  sich: 


K^)= 


/ 


^9^     V(«.y-i)(«.y-i).  ■  ■  («2,y-i) 

und  —/*(-)=: 0  für  y=:0,  immer  wenn   $   grösser  als  Eins  ist.    Für  y  =  0  hat 

man  hier  keinen  Windungspunkt,  da  dann  die  beiden  Wurzelwerthe  ungleich  sind ; 
also: 

Immer,  wenn  s  grosser  als  Eins  ist,  wird  das  über  eine,  alle  Windungspunkte 
umgebende  Curve  erstreckte  Integral  verschwinden.    Ist  aber  «=1,  also: 


'^)- 


y 


y^     l^(«iy-i)(«,y-i/ 

so  wird  das  mit  y  multipUcirte  Glied  sein  gleich  1,  also  das  besprochene  Integnl 
gleich  —  27ii. 

Sei  ferner  gegeben: 
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/(«i-*)(«i-^ä)  •   .  •  («8,_i~«)' 


80  ist: 


'&- 


~/'(-j=:0,   w6Dn  $  g^ötaer  als  1  ist.    In  diesem  Falle  ist  das  Elementarintegral 
des  Unendlichkeitspunktes  gleich: 

/«OD  /*^ 

/     ft(*)dx-l     f,(.t)d*. 
Der  Unendlichkeitspankt  ist  hier  ein  Windangspunkt,  und  da: 

ist,  so  hat  man: 


/oo 


für  das  Elementarintegral. 
Ist  s  =  l,  also: 


f{ 


r(^)= 


^»(«y-i)" 

Setst  man  y=Qe^  ,  so  hat  man  für  verschwindendes  q; 

-      _             1      n    .       ,  ^^  '^^^^  ™^<^  ^^^  ^  iui<^  einem  Ponkte 

wegen  des  Factors  -|.    Es  ist  also  das  der  geschlossenen  Curve  g,  legt  dieselbe 

#    j       TT      ^».  ,J?  .         ,      .  *™*^  i^  6»»öf  oder  der  andern  Richtung 

anf    den   Unendlichkeitspunkt   bezogene  «urück,   was  den  Werth  nK  oder  -nJ^ 

Elementu^ntegral    ans   der  Betrachtung  gibt,   nnd  geht  schliesslich  von  g  nach 

anszuschliessen.  4.    Man  hat  dann : 

18)  Perioden  der  Integrale.  ^6                  r(fl9^) 

Der  Ausdruck  #  /^(«)rfi,  erstreckt  über  Ja               J               ~ 

eine  geschlossene  Curve,  wenn  er  nicht  wo  das  Integral   rechts   anf  dem  Wege 

yerschwindet,    heisst  Periode  des  Inte-  agh  genommen  ist,   also   ein    specieller 

grals.    Eine  Periode  entsteht  also,  wenn  ph 

eine  geschlossene  Curve  nur  einen  Dis-  Werth  von  #      f(*)di  ist. 

continuit&tspnnkt,  .und    auch  wenn   sie  **    a 

mehrere     Windungspunkte    derart    ein-  Von  Perioden    gelten  folgende .  Sätze : 

schliesst,  dass  sie  kein  Fl&chenstück  be-  A)   Zwei  geschlossene  Curven,  welche 

grenzt  dieselben  cri tischen  Punkte  einscbliessen, 

Ist  K  eine  Periode,  so  ergibt  sie  eine  geben  denselben  Periodenwerth.    Es  liegt 

Mehrdeutigkeit   des    in  Bede  stehenden  Aämlich  kein  critischer  Punkt  zwischen 

Integrals  derart,  dass  man  zu- demselben,  ihnen,  also   gilt  Satz  III.  des  vorigen 

weldbes  auch  seine   Grenzen  seien,  ein  Abschnittes. 

beliebiges  positives  oder  negatives  Viel-  Selbstverständlich  ist  jede  Periode  eine 

faches  von  K  addiren  kann.  Summe  von  Elementarintegralen. 

/b  B)  Hat  die  Function  f(i)  n  Werthe 

f(i)di  zu  bestimmen,  derart,  dass  man  von  Jedem  auf  irgend 

a  einem   Wege   zn  dem  andern  gelangen 


kMiD    (alfo    darch  Umgeben    tod  Win-  „in 

dangipnnkMn),  m>  iit  jede  Periode  «ines  i  /       4tf=.2iti, 

Werihei  /  (i)  aadi  solch«  eine«  jeden  *'  0 

andern  f^^t).     Denn  »ei    i.  B,  aittm  ""^  lomit  itt: 
(Flg.  76)  eine  Cnrre,   welche  einer  P«-  /**  ^  _  /**"'^^4.fti    " 

Siff.  75.  J  a    '       J  ' 


Fig.  75. 


wo  du  ante  Inlegril  rechts  »nf  dem 
gradlinigen  Wege  oi  genomiDea  Ut. 
Ui«H  aieiphang  euihtlt  »lio  die  Mehr- 
dentigkeii  der  Logarithmen. 

Eine  iirailc    Periode   wflrde  der   Un- 
endlichkeitipankt    geben ;    da    aber   fär 


itt  diese  P 
Jei  ff{x)tbc  I 


riode   »on  f^it)   entipricht.      Geht   man  "'.    ■"    *»»   d'«"   Periode    der 

nnn  ron  «  mit  Werth   /, (t)    ans,     nnd 

heschreibt  irgend  einen  Weg  tnlCf^j,  der 

m  /(*)  f&hrt  (alio  Windungepankte  nm-  /fx^=^ 

krallt,   wie  hier  nicht  angegeben),   geht  !■  - 

dann  »on  j  nach  a  mit  f^C»),  nnd  be-  j^.    Man  httt  iwei  DiieonünniiAUpnDkte, 

«cbtwbt  eine  beliebige  Aniahl  von  Ma-  welche  «  =  +  i   nnd   *=-»  entqirechen. 

len    ^e  PeriodancnrTe  <«™,  geht  dann  pg^         1   „^j,t  «ich: 

den  Weg  mgflKuh  inrück,  ao  kommt  y      " 

man  mit  fj(»)    wieder    in    h    an;     daa  ^  P  da 

enttprechende    Integral      iet     also     auf  J  '  *''  ~J  1+^' 

einer    geichloiBenen    Cnrve,    und   aomit  ,    .  _.,.    ,        dl...        „ 

eind  Periode  Ton-rCO.    E^  heben  sich    ""    ^^'i""   T'^p"-^       V*"»*-    ^ 
'i^  '  haben    also    boide  Perioden  die  Summe 

aber  die  Wege  bi«  auf  aietm  gani  weg,  Nall,  die  eine  iat  an(  die  andere  tnrtick- 
.0  daM  die  Periode  ron  A,(.)  mit  der  ^^^^  ^^^  ^^^  ,  =  i+g.-'\  .o  wird, 
eben  genannten  identisch  iat.  wenn  g  unendlich  klein,  (i>=:0  gasest 

Eine  Curre,  die  alle  critiechen  Punkte   "'""' 
nmgibt,  itt  dann  eine  gBichloasene  (ver-      -  —-n  „jf7*         g.'i" 

gleiche  Abschnitt  4),   wenn  der  Uaend-    /  f{i)dx=l        -s ,=  /       Af  =  n, 

Uchkeitspunkt   kein   Windnogspnnkt  iat.-'  •*    o   2*^«^*      *'    0 

In   diesem  Falle   gibt  al.o  die  fragliche   ^,„  j.^  „  jj^  p^^ode.     Da»  betreffende 

unrre  eine  renoae.  Integral    itellt    bekannilich   den   Arcns- 

Ke   Perioden   einer  Function   kOnneo    ungern  vor. 
■DMfem    von    einander    abhAngig    eeln,       ft)  Sei : 
als  eine,   L,    eine  Summe  Ton  andern  1 

Perioden  ÜT  nnd  K.  leinkann,  alioi.B.!   fix)=-T=  y 

I=»K+.if,.  VC.,-.)(..-.)  .  .  .  (.„-^) 

Dana  ist  offenbar  überflflsaig,  die  Pe-  Nach  vorigem  Abschnitte  ist  das  auf 
riode  L  zu  betrachten.  den   Unondlichkeitspunkt   beugen«  Ele- 

mentarinlegral  gleich  0,  wenn  «  grOsaer 
Beispiele.  al,   i   [jt.    Von    den  abrigen  fallen  die 

,,  „      .      ,      ,     Pdx  kreisförmigen  Theile  weg.     Je  iwoi  ge- 

1)  Der  Änadmcky  —  hat  eine  Pe-  beo  eine  Periode,  da  man  beim  Umkrei- 
sen des  einen  Windnngspnnktes  das  Zei- 
chen ftndert,  bei  dem  des  andern  das- 
selbe also  wieder  heratelU.  Den  Win- 
dangspunkten  «,,  n, .  .  .  a^^  entsprechen 
■0  ergibt  die  Periode;  die  Elementarintegrale; 


T    -^ 
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0  «^    ff, 

oder  da  f^  (»)=  -A  («)  w*s 

allgemein: 

A^:=2  f*  f(z)dx. 

Die  Perioden  bilden  beliebige  GrOfsen  A  —  i4.. 

Die  zweite  ist  negativ  zn  nehmen,   da  nach  Umkreisen  des  ersten  Windnngs- 
pnnktes  a     das  Zeichen  sich  ändert*    Alle  Perioden  aber  entstehen  durch  Addition 

der  folgenden: 

Die  Summe  aller  Elementarintegrale  in  der  Ordnung ,  wie  sie  umkreist  werden« 
also: 

il,— i4j+i4,  — ^4^+  •  •  •    'A^^, 

Terschwindet  wegen  der  Eigenschaft  des  ünendlichkeitspunktes.     Es  ist  also  eine 
Periode  die  Summe  der  andern,  und  die  Anzahl  derselben  gleich  2m  — 2. 

Fttr  11=1  hat  man: 

was  eine  Periode  A^^ — Aj  gibt. 

Der  Unendlichkeitspunkt  (der  kein  Windnngspunkt  ist)   gibt  das  Elementar- 
integral 27ft.     Also: 

i4^— il,=  2«i 

ist  die  Periode  Ton: 

/dx 

4)  Sei: 

1 


so  ist  das  den  Unendlichkeitspunkt,   der  hier  ein  Windungspunkt  ist,  betreffende 
Integral  zu  bertlcksichtigen.    Die  Blementarintegrale  sind  also: 


^,=2y"V(*)dr, 


0 

wo  s  einen  der  Werthe  1  bis  2fi— 1  hat,  und: 

.00 


Von  den  Perioden: 


Ai — «^a»     ii,— ilg  .  .  ,  iij^ j      A^^ 


wird  also  ebenfalls  eine  auf  die  übrigen  redncirt.  Die  Anzahl  ist  auch  hier  2fi— 2, 
jedoch  muss  n  grösser  als  1  sein.  Fflr  n=l  findet  keine  Periode  statt,  da  das 
auf  den  Unendlicfakeitspunkt  erstireekte  Elementarintegral  unendlich  gross  ist. 


-  Tornanaen.    jaexeicnnec  man  /»i*;  f(a) 

I       das   auf  die  z  nmge-  ^ 

J .  Efi  ist  also: 


5ia 

14)  Entwickelnng  der  Functio-  p%n 

nen  in  Beihen  nach   gansen  po-  mod  /      F{f)df<2nL. 

•  itiren  Potenzen.  J   0 

Betrachten  wir  das  Integral  TM*?  Da  L  mit  ahnehmendem  q  yerschwindeti 

«#«»u»vui,«ii  fT«  UM  MMi^sijiiwuj     ^__^  ^^  findet  dies  auch  mit: 

znn&chst   ausgedehnt    auf  eine  einfache  ^%fg 

geschlossene  Cnrve,  die  keinen  critischen  |      yr,,)  dn, 

Punkt    der  Function    /'(«)   einschliesst  J  o 

Das  Argument  wird  dann  nur  für  «— j  .  ,.      .,  ^  ^^^^  ^.„  ^i,. 

discontinuirlich,    also    in   dem  von  der  '***"     ^^^"^  ''®'''*  man  fftr: 

Curve  eingeschlossenen  Baum  dann  nie-  f(i+oe^^) 

mals,    wenn  Punkt  s  sich   ausserhalb  ,        __         'v  "^^      ^ 

desselben  befindet.    Dann  ist  also:  ^^^^^^  W«™  •«***• 

Befindet  sich  dagegen  z  innerhalb  dieses  ^ 

Baumes,  so  kann  man  diesen  Punkt  mit  4-1  P    F(  'Sd» 

einer     beliebig    kleinen    geschlossenen  Ja 

Cunre    umgeben.     Zwischen  dieser  und  .   ,  ^ 

der  gegebenen  ist  dann  kein  critischer  ^«  ''*• 

Punkt  mehr  vorhanden.    Bezeichnet  man  '            ^(»)  ^^q) 

slso   durch 

bende  Curve'  besogene  Integral,  so  ist:  ^      ^  ^/  x  . 

ffM  ^^  rw  M  ^,.  2)      5;pj  -^  ^m. 

Befindet  sich  endlich   z  auf  der  ersten  je  nachdem  z  innerhalb   der   einfachen 

Curve  selbst,  so  ist  offenbar  HM^  9"^«  liegt     auf  welche  die  Integration 

N/uiTi»  DciuDv,  a^ß  MI.  uucuuarj    ^_^  ^.^j^  erstreckt,  oder  ausserhalb  derselben. 

discontinuirlich,  da  der  Nenner  0  wird.  Im  erstem  Falle  können  wir  nun  für 
Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer  diejem*ge  geschlossene  Curve,  auf  wcl- 
längs  einer  Linie  discontinuirlichen  Func-  eher  das  Integral  genommen  ist,  eben- 
tion.  Sei  jetzt  die  innere  Curve  ein  f^ll«  cii^®>^  Kreis  setzen,  dessen  Mittel- 
Kreis  mit  abnehmendem  Badius  ^,  so  punkt  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ist  das  Integral  in  den  Grenzen  ^.=0  li<^S^>  ^^^  dessen  Badius  r  kleiner  ist, 
und  y.=  2i  zu  nehmen,  wenn  man:  ^Is    ^^r  Modul  der  kleinsten  Grösse  «, 

für  welche  f(u)  aufhört,   eindeutig  und 

a=  z+Q  e^*  f  continuirlich  zu  sein.    Es  wird  dann  un- 

folglich:  ^^  Kreis  keine  Mehrdeutigkeit  oder  Dis- 

continuit&t    von  f(a)  umschliessen.    Da 

da^^oie^^df*  s  innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  somnss 

--♦.*     1.^  der  Modul  von  z  kleiner  als  der  von  m 
setzt,  also: 

^  sem. 

rO)  f(tt)            r^^            »i  Man  hat  nun: 

•'         **     *           ^    0  «r:re^  ,   darrte*  ,    dffzztadf. 

Sei  femer:  Die  Integrationsgrenzen  sind: 

also: 

also  F(y)  eine  Grösse,  die  sich  mit  ab-  ^        ««    /  v        . 

nehmendem  q  der  Null  nihert.    Sei  fer-  ffz-)—   P^^  fW^ndtp 

ner  L    der   grösste  Werth  des  Moduls  '^  '    2nJ  ^        a — z     ' 


von  F{q)  für  gegebenes  (>,  also: 

.  in  ^%n 

mod 


wo: 


F(tf)d(p<Lmod  §       if^,  «  =  re^ 

^-  *     ^  zu  setzen  ist.     Da  aber  der  Modul  von 

d«  h.:  a  grösser  als  der  von  z  ist,  so  hat  maa: 
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«— » 


ö=i)' 


z 


WO  —  einen  echten  Brach  inm  Modal  hat,  and  da  man  in  diesem  Falle  setzen 

a 

kann: 

wo  rechts  eine  convergente  Reihe  steht,  so  ist: 

r(o4/]'/(»)[i+i  +  i-:  +  ...]<iv. 

oder: 

3)  /'(*)=i4.+i4i«+il,t«+  .  .  ., 

eine  convergente  Entwickelang: 


•^0      a 


L    „Es  lasst  sidi  also  f(z)  in  eine  g  in  ffa)  .  1    pf(a)  d« 

convergente  Beihe    nach  ganzen  positi-  /        rfy=-7-  /  — iXl» 

▼en  Potenzen  von  s  entwickeln,  so  lange         ^   0      a*  *'«'*' 

der   Modul    von    /•(»)    kleiner   als    der  „„^j  ^^^^  ^j^a   ^ich   also  dies  Integral 

kleinste  Modul  ist,  fttr  den  diese  Func-  nber  jeden  von  zwei  concentrischen  Kreis - 

tion  aufhört,  eindeutig  und  conünuirlich  penpherien  ausgedehnt  denkt,  deren  Ra- 

ztt  sein,    d.  Ji.  fiir  den  ein  Discontinui-  di^n  r  und  r"  zwischen  0  und  Ä liegen, 

t&ts-  oder  Windungspunkt  eintritt."  g^  ^„^gj^  l^eide  Integrale  nach  dem  im 

Immer    nämlich    lässt    sich  dann  ein  vorigen    Abschnitte    angeführten    Satze 

Modul  r  finden,  der  grösser  als  der  von  denselben  Werth  haben. 
z  ist,    und  die  gegebenen  Bedingungen       £b    ist    also    in   der  Beihe  3)  nicht 

«rftUlt  nöthig,  dass   r  grösser    als   der  Modul 

Ist  aber  der  Modul  von  z  grösser  als  yon  s  sei. 
der  kleinste  Modul  it,  fftr  den  ein  cri-       Dieser  merkwürdige   allgemeine   Satz 

tischer  Punkt   eintritt,   so  muss,  da  r  {^ber  die  Entwickelung   der  Functionen 

diese    Grenze    nicht    übersteigen   kann,  in  Potenzreihen  ist  von  Cauchy. 

t   einen  Modul  haben,    der  grösser  als  ,  Uebngens    l&sst  sich   aus  der  Grand- 

a  formel: 

1  ist.    Die  Beihe  für  — ^    wird   also  f(%)-—  fd^^ 

1_JL  '^  ^"2/ii/     a-z  * 

-.        .  ,     ,  "..     «.       „  worin  sich  das  Integral  über  irgend  eine 

diverpren,  und  ebenso   Beihe  3).     Es  ^^^^^    geschlossene   Curve    erstreck^ 

1?  i^^  ***.  1°,   •  «f«®^®»«  Bedingung  ^^^    ^.„  ungemeiner  Schluse   machen. 

für  die  Entwickelung  der  Functionen  noth-  j^^  ^^^j.^  ^j   ß,  ^^^  p^^^te  inner- 

wendig,  und  ausreichend.    Es  kann  nur  ^^^    derselben    continuirlich    ist,    kann 

dann  ein  Zweifel  entstehen,  wenn  z  einen  ^^^  setzen : 

Modul    hat,    der    gleich    dem  kleinsten 

Diseontinuitätsmodul  R  ist,  und  dieser  j/    ^    \ 

Fall  ist  dann  besonders  zu  untersuchen.  .. .  v       1     P   Va— */  ff^j 

Uebiigens   erleidet  der  Werth  von  il^  '   ^*^~27i./  — di —  '  W«« 

keine  Veränderung,  wenn  man  dem  Mo-  1_  /Y(ir)  da 

dul  R  von  «  einen  beliebigen,  zwischen  — 2niJ  (a—z)*^ 

0  und  Ä  liegenden  Werth  (die  Grenzen        ,    ,      t  .       i       v^    vi  -v*    •  a^^u^ 

ausgeschlossen)   gibt.     Denn  in   diesen  «»^  das  Integral  rechts  bleibt  eindeutig 

^  i/„\  und  continuirbch ,  so   lange  z  nicht  in 

Grenzen  ist    ^/^     auch  eindeutig  und  die  Begrenzung  fällt.    D.  h.: 

a*+*  II.    „Ist  innerhalb  irgend  eines  ein- 

oontinuirlich.    Man  hat  aber:  fach  begrenzten  Gebietes   f(*)  eindeutig 
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mid  continairlich,  so  wird  dies  auch  mit  III.    „In   demselben  Kreise,   wo  f(i) 

f'(%)  und  mithin  mit  allen  DifiFerenzial-  sich  nach  ganzen  positiven  Potensen  von 

qnotienten  Ton  /(»)  der  Fall  sein.^  z    entwickeln    läset,    ist  dies   anch   mit 

Das  Letztere  folgt  nftmlich,  wenn  man  allen  Differenzialqnotienten  von  f{z)  der 

den  Differensialqootienten  f"  (s)  der  end-  Fall.'* 

liehen  nnd  oontinnirlichen  Function  f' (z)  v....                   ^.i»                 t^^     . 

betrachtet  n.  s.  w.     Hier.0.  ergibt  .ich  „^™"*,""   '"  d.fferen...rcn  fort,   <o 

auch :  •""'  "^  '■ 

oder  wenn  man  die  Integration  fiber  denselben  Kreis  wie  bei  ^(*)  erstreckt: 


s. 


also: 

(Vergleiche  Formel  3.)    Somit  kann  man  anch  setzen: 

ß)  /•(») =/(o)+r  (0)  «+^ »»+  f^  »•+..., 

die  bekannte  Madanrin^sche  Beihe. 

Entwickelt  man  /*'(>)  ans  Formel  4),  so  kommt: 

sAi"^     ist  aber  der  Differenzialqnotient  von  A  i  . 

„Die  Beihe  fHr  /^^  (s)  besteht  also  aus  den  Differenzialqnotienten  der  Ton  f(zy^ 
Dies  ist  nicht  selbstverständlich,  da  die  Glieder  ins  Unendliche  gehen." 
Setzen  wir  noch  in  die  Formeln  3)  und  5)  für  f(i)i  f(«4-'),  so  erhalten  wir, 
indem  wir  f{u+x)  als  Function  von  x  betrachten: 

f(u+T)=A.^A,x+A^x*-^  .  .  ., 

oder  wenn  man  wieder  «4-j:  =  x  setzt: 

6)  /^(.)=^,4-^,(*-ii)+.4,  (»-«)>+  .  .  ., 


wo  man  hat: 


'.--Lf 


— ^ da-.       tt—re'  . 

0  «'       ^ 


oder: 


\=urrr/'^'>' 


worana  sich  dann  ergibt: 


Diese  Entwickelungen  sind  gültig,   so  für  gegebenes  r  eine  Kreisperipherie  ent- 
lange der  Modul  von  x  kleiner  als  der-  spricht,  deren  Badius  r  und  dessen  Mit- 
jenige  R  ist ,   für  welchen  die  Function  telpunkt  11  ist,  so  hat  man  den  Satz : 
f(u-\-x)  discontinuirlich  oder  mehrdeutig       IV.    „Wenn  u  eine  beliebige  Grosse 
wird.    Da  nun  dem  Werth  Ton:  ist,    und   u   kein   Disoontinuitilts-  oder 

Windungspunkt,  so  Iftsst  sich  f(i)  nach 

»=ti+re'<^*  ganzen  positiven  Poteasen  von  s— «  ent- 
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wfck«lD   ianerbalb   eine«  Krei«M,  der  h        „    .  PIA\ 

mta  Miitelpankt  h>t,   und  deuen  Peri-        '^U+«)  =  *"('<)+" yV+   ■  -  ■ 

]^erie  durch  denjenigen  DiBcontinnilltl-  „       „ 

oder   Wiodnngspnnkt    geht,    welcher  m  V'*    Coefifidenten     t\A),    f^A)   .  .  . 

uintchgt  liegt."  '""^  bekannt,  da: 

D»   nun,   .obald    /{»)   kein  critiaoher  F(A  +  v)-F(A) 

Punkt  igt,   lieh  immer  Punkte  u  finden  F'{A)  =  lm  -i ^ i-i, 

lauen,   deren  EntfernnDg  von  t  kleiner  e»    j  er/ 

iat  all   die  Entfemnng  von  h    nnd  dem  f>f /^\-|im  "('*+'")~"(^) 

ihm  utchslen  critiichen  Punkte,  ao  folgt  r 

V.  „Jede  Fnnetion    f(t)   IlMt   »ich  .  '.  '. 
für   alle  Punkte  mit  Antnnlune  der  cri- 

tiacban  in   eine  Beihe   nach    ganien  po-  .  ,         .    ,'.         .      ,  ' 

aitiTen   Poteown    von   »-«   entwickeln,  '■'•  ".        ^  Ansdrticke  gefunden  wer- 

wo  u  eine  Conatante  ist,  die  in  gewiaaen  ^^°  können,  ivenn  man  r  auf  der  Strecke 

Grenzen  willkörlich  iat.     Dieie  Gren.en  "!""",.':  "^  ^'^  Funciion  gegeben  lat  und 

•her  ftndem  sich,  wenn  die  Variable  ge-  ^'-u^l"  «.'■«"""'lie  anfeucbt.    Dieie 

wiaae  Oren«o  überschreitet."  ?*'•"!  »^*'"  .B'"  ^^r  jeden  Werth  z  =  Ä+u 

Setaen    wir    auch    in   die  Formel   1)  ;?°«'''"'b  eines  Krcscs,   der  keinen  cri- 

/■{k  +  i)  fOr  /■{»),  ao  erhalten  wir:  J^'.™   \'"'''J    ^'"«fh'"»«   "»d  A    zmn 

'                     -.,,         ,  .  Mittelpunkt    hat.      Sei   nun   der  Werth 

^/,W_L    /  M"+")°"  von  f  (0   für  den  beliebigen,  nicht  cri- 

^'    2niJ     o-i-«  ■  tischen   Punkt   »  =  fl   au   ermitteln,    der 

Durch  DifferenaÜren   dieaet  Form   «^  "'S)"  "?"  "'""  ge.chloasenen  Cnrre  nm- 

hAlt  man-  geben  iat,    «ul    welcher   P(i)    diaconti- 

noirlich  ist 

/'(»)  =  -gi-.   ff  (.*  +  ")  ""^  Man   Yorhindel  -4  mit  B  durch  irgend 

2a%J    (a— »— u)'  eine    Linie   .<4fl,    die    keinen    CritiidieD 

und   dieae   leigt,    dass  der  in  U.  bewie-  Punkt  enthUt  (wie  man   die«  jk  immer 

lene  Bati  auch  auf  solche  FlAchenrlnme  kann),  von  einem  Fnnkt  derselben,  wel- 

gilt,  die  nicht,  wie  dies  die  nraprBngtiche  '^"   ^"^^   innerhalb   dea  um  A  geaoge- 

yormel  verlangt,   den  Anfangapunkt  der  ^^"^  Kreiset  liegt.      Schlagen    wir   einen 

Coordinaten ,    sondern   einen   beliebigen  'weiten  Kreis  von    gleicher  Eigenschaft, 

Punkt «,  aber  keinen  dercritisdieuPnnkl«  ^°°   einem  Punkt   dieaea    letitem  einen 

ei nachli essen.  dritten  u.  a.  w. ,    so    laaaen   licb   diese 

Ana   diesen  Betrachtungen  aber  leiten  Mittelpunkte    immer     nahe    genug    den 

wir  noch  einen  wichtigen  Sata  ab:  Peripherien  dea   vorhergehenden  Kreises 

VI.  „Eine  Function   iit   gegeben  fiir  nehmen,    daas  B   innerhalb  du   letalen 
alle  Wcrthe,   wo  sie  eindeutig  und  con-  dieser  Kreise   liegt     Sei  n  einer  dieaer 
tinnirlich    ist,   wenn   sie   auf  einer  noch  Mittelpunkte,    lo    gilt  für  jeden  Punkt 
ao  kleinen  Strecke,  also  anf  einer  end-  dieaes  Kreises  die  Entwickelung ; 
liehen  Linie  gegeben  ist"  F(t)=FM  +  F' (a'i(t-a) 

Denn    sei    auf  einer   von  A  {Fig.  76)  ''  '         ^  ^^      ^^i'  .   ' 

ausgebenden    kleinen  Strecke  die  Func-  I         ^"'fi     juV-t- 

tion  F(t)  gegeben,  ao  ist:  1-2   '^        ■"  "^ '  "' 

also  auch  f&r  den  Mittelpunkt  de*  idUih- 
Fig.  76.  (ten  Kreises  ß.    Dnrch  Dlffereniüren  des 

I  Werthes : 

F(^)  =  F{™)  +  P{«)OJ-«) 

laascn  «ich  dann  F" (ß),  F"  (ß)  .  .  .  he- 
Btimmen ,  ond  die  Entwickelnng  fOr  den 
folgenden  Kreis: 

?(.)=«■(«)  +  ?•  (J)(.-Ä+  .  .  . 
iat    alao    ebenfall*    gegeben.       Da    nun 
^"(..4},  F'(A)  .  .  .   fQr  den  eraten  Kreta 
bekannt  sind,  so  ergeben  sich  diese  Bei- 
ben fBr  alle  Kreiae,  ond  dnrch  SBOcetsiTe 


.„).. 


Entwickelnng  in  Beiben  kommt  bmd  w) 
■nf  TOUiK  dndentige  Art  bii  ta  der, 
wellte  F(_B)  gibL 

Aendcrt  man  den  Weg  AB,  ohne  die 
Endpankte  in  Indern,  to  kann  die  Enl- 
wickelnng,  mit  der  lun  nuh  B  kommt, 
offenbar  eine  andere  werden,  nnd  diei 
nn**  der  Fall  lein,  wenn  beide  Wege 
einen  Windangipnnkt  iwiicben  lich  ha- 
ben. Immer  aber  ict  dnrch  die  Strecke, 
welche  ron  A  ausgebt,  nnd  den  Weg  AB 
die  Fnnelion  in  B  Töllig  beitimml. 

Wir  buflpfen  hierin  noch  einige  Sklie 
Ton  Functionen. 

Zanachit  erinnera  wir  in  den  Ab- 
trfiniii  11)  bewiesenen  Sitx. 

VII.  „Wenn  in  irgend  einem  Fankle 
a  die  Fnnction  diicon^nnirlicfa  in,  to 
findet  diei  mit  allen  DiffereQiislqaotien- 
ten  Matt." 

Vm.  Jit  der  Differen^lquotient  in 
a  diicontinniriich,  io  findet  entweder 
Oleichci  mit  der  Fnnction  aelbit  statt, 
oder  lie  ist  mehrdeatig." 

Denn  sonst  mnss  nach  Sali  IL  nm  a 
hernm  der  Difl'ereniialqnotient  coniinair- 
lidi  icin. 

IX,  „In  keinem  noch  so  kleinen 
aber  endlichen  conti nnirlichen  Raame, 
sei  es  FllchenitSck  oder  Linie,  kann 
eine  Function  constant  sein,  wenn  sie 
nlebt  eben  sich  allgenein  auf  eine  Con- 
Btante  redacirt." 

Denn  finde  dies  t.  B.  in  a  statt,  ao 
iriiren  alle  Differeuialqnotienten  (Fig.  77) 


Baam    ttatt,    täi   weiden    dia    Fanetion 
definirt  ist. 

Diese  Scfaltlsaa  Buden  offenbar  dann 
immer  noch  ABwendsBg,  we«n  fllr  Pnnkt 
c  alle  DiffercniialqDoticDten  TenctawiD- 
den.     Also: 

X.  „Für  iigend  einen  Funkt  c,  wo 
die  Fnnction  dffinirt  ist,  können  nit^t 
alle  Uifferemialqnotienten  rerach  winden." 

XI.  „Eine  Fanetion  kann  in  keioeoi 
endlichea  Gebiet«  unendlich  oft  Null 
werden,  wenn  sie  dasdbat  eindeutig,  con- 
tinnirlich  und  nicht  der  Null  gleich  ist-" 

Denn  aonat  mlUsten  die  NnUfmokta 
achlieialidl  ao  iiuamnieBBirftcken,  daaa 
deren  unendlich  riel  in  der  Habe  eiaea 
Fnnktea  a  llgen ,  und  ea  waren  dann, 
wenn  man  tob  einem  ß  anm  nichaton 
ß+k  ginge: 

/■&t)  =  0,     r(ß+h)  =  0, 
also   da  k   ins   Unendliche  abnimmt,    in 
der  Sifae  von  k,  auch: 

and   Oleidies  Rode  mit  allen  Differen- 
lialqnotienten  ilatL 

XII.  „Es  kann  aodi  eine  Fnnetioii 
innerhalb  eines  cndlidian  Gebiata  mit 
der  in  IX.  enthaltenen  Ansnahme  nicht 
unendlich  aeln." 

/(■)=«. 


rv-  77. 


XIII  „Jede  eindentige  Function  nimmt 
wenigstens  fiir  einen  Werth  der  Variable 
einen  gegebenen  Werlh  A  ui," 

Wir  beweigen  dicien  Sati  Iflr  A-=ao 
innftchsl.  Sei  M  der  grEute  Werth  des 
Modais  von  /■(!).     Hon  war; 


/'("\o)= 


•/    0 


--VV,. 


Ton  /"(>)  fQr  z  =  ti  der  Mull  gleich,  also  ii 
einem  Kreise  um  «  die  Fanetion  con  , 
stant.  Zieht  man  nun  ans  ß  innorhalb 
dieMs  Qebietes  einen  zweiten  Kreis,  für 
den  Entwiukelang  nach  Föten sen  l&r 
((— ^)  stattfindet,  no  i«t  anch  f(ß)  mit 
allen  Difforeniialqnotienten  der  Null 
gleich ,  alao  auch  in  y  innerhalb  diaaei 
Kreises  die  Function  constant,  lo  gelangt 
man  ,  wenn  die  obige  Ausnahme  ni(£t 
■tatiflndet,  mit  conitantem  Werthe  1 
f(jt)  nach  einem  beliebigen  Fnnkle,  nnd  i 
dies  Sodet  alao  für  den  ganien  oder  den   i 


J  o 


1-2  dx* 

and  wenn  nurn  jedes  Glied  nach  Föten« 
len  Ton  k  entwickelt: 
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f(A}/A\^A  vo  niftn  den  Ansdnick  im  Exponenten 

r      K^J-y^  snnäcbst  sich  als  Zahl  a  denkt,  nnd: 

was  auch  n   sei,  was   nach  X   nnmOg-  . 

Beweisen    wir   den  Satz  jetzt  für  be-  1  •  J 

liebiges  A,    Man  nehme:  entwickelt,  wobei  der  polynomische  Satz 

1  in  Anwendung  kommt.    Man  hat  dann 

^  ^*^^  f(z)  —  Ä  *  Glieder  von  der  Form: 

so  wird  dieser  Ansdrack,    wie  eben  gc-  d'*  *'•"*"*•  7(«4,«,.,«  ) 

zeigt,    für  irgend  einen  Punkt  a  unend-  ik,'»  ä,'*  . . . — — !L, 

lieh,  also:  d«/»dx/>   .  .  . 

f{a)-A^O,    f(a)  =  A.  jyi^^^  Glieder    sind   schliesslich  in  ihrer 

Noch   erwähnen    wir   der  Ansdehnang  Bedeutung  als  Differenzialquotienten  auf- 

des  Taylor'schen  Satzes  für  mehrere  Va-  zufassen. 

riablen.  -icxm^        x. ..                  ~. 

Sei  zu  entwickeln:  ^15)    Betrachtungen     über     die 

Functionen    reeller  Variablen. 

f\*-r^  y-r  }'  ^jj.    y^^n^^  j^jji  voraussetsen,    dass 

Denkt  man  y+*  constant,  so  ist:  sowohl    die    Variable    x    als    aueh   die 

M(x,y'\-k)  Function  f{s)  reell  sei.    Der  Zuwachs  y 

r(«+*,3r+*)  =  A«>y  +  *)  +  Ä -^ ist  dann  immer  als  reell  su  becracbten. 

.       s,  -.         ..V  Sei  i'  positiv.    Soll  also  f(ap  +  r)  grösser 

A     o    f  (jp,  y+»;  ,  «lg  ffx)  sein,  so  mnss  man  haben: 

/•('+'')-/'(»)^,0 

V 

.  Soll  das  Gkgentheil  stattfinden,   so  ist: 

^f^'^y"^^^  =  J^kp^-h  .  .  .,  Da  man  aber  den  Ausdruck  links  mit 

Oy              öx        oxöy  ff  ^^j  vortouschen  kann,  so  hat  man  den 

£!Z(£:_l±*)-£!/.*iV4.  s***- 

ä«^           *"  dx*       dxdy'^  '  '  "  »»So  lange  f^(x)  positiv  ist,  wird  die 

Function  f(x)  mit  wachsendem  x  eben- 

^*^*  falls  wachsen,    so  lange  f'(x)   negativ 

r/^i  L      _L  i.\  _  /•.  •  j.  ^\_i_  A  '^  ''^  1.  ^^  dagegen     abnehmen.     Diese  Bedingung 

A*+*»  y+*^-n*  +  y>+'*5i  +  *5^  ist  nothwendig  und  ausreichend." 

A*    d'f      SA^dsf  Wenn  f(x)  vom  Zunehmen  zum  Ab- 

.| 1  ^  = — z  — ^L  nehmen  übergeht,   sagt  man,  die  Func- 

~l  >2dx*       1*2  dxoy  ^oQ  ]jabe   ein  Maximum,  geht  sie  vom 

ib>    d*  f  Abnehmen    zum    Zunehmen    über,    ein 

+j-72X7i  +  •  •  •  Minimum. 

^  Für   den    erstem  Fall   ist  nothwendig 

Diese  Entwickelung    gilt  offenbar  so  „n^i  ausreichend ,   dass  /"'  (a?)  vom  Posi- 

lange,  als  die  Moduln  von  h  und  Äklei-  gitivcn  zum  Negativen,  für  den  letztern, 

ner  sind,  als  der  kleinste,  für  den:  ^^^^   es   vom   Negativen   zum  Positiven 

/(*+*,  y+*)  übergehe. 

.  j     ^         j  ^  *•«. '-i:..!.  ki«:iv»  Hierbei    kann     /'(x)    discontinnirlich 

eindeutig  und  contmuirlich  bleibt  ^^^^^       ^.^  Fall  ,^  der  besonders  unter- 

Bei  Functionen    von    mehr   als    zwei  ^^^^  werden  muss. 

Variablen    sind    diese   Schlüsse    foruu-  bj^j^jj  f,  u\  continuirlich ,  so  muss  in 

scuen.    Man  fiberzeugt  sich  dann  sehr  i^eiden  FaUen: 

leicht  von  der  symbolischen  Formel :  '  ^/  /  \  __  o 

/•(«,+*„  sr,+A.  .  .  .  x^-i-hj  ^^^^^^    _    ^   ^^^^^  j,^j  j^^  ^,^^^ 

d             d                            d  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht) 

*i5 — ^"*«Xr"^  •  •  •  ■***m5T  "•*   hierbei  /'(*)   im   Abnehmen,    also 

"*«►          ^**                     *      «  ^"(x)  negativ,  im  letetern  r(x)  im  Zu- 


=s 


^^  N      nelünen,  also  f"M  positiv. 

K*i»  ««  .  .  .  V         Es  kann  aber  r(«)=0  weiden,  ohne 
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daM  ein  Maximum  oder  Minimum  statt-  aweite    kleiner   aU   Null.     Beide    Ans- 

findet,    wenn  es  nämlich  nicht  sein  Zei-  drücke     sind    die    DiflFcrensialqnotientcn 

chen   wechselt.    Wenn    aber   f'(x)  as.  B.  bes&glich  von: 
positiT,  dann  Null  wird  und  positiv  bleibt,  F{x)-G  «/>  («),    F(x)  -  ÜC«/'  («), 

dann  hat  r  (x)  »«^j^«^^!'^  ^^'"IIS'  ""^  von  denen  also  der  er.tere  mit  wachsen- 

y^T./"  *^!J/'^'*''  "^/A/,?^A  und   dem  :r  abnehmen,  der  letztere  zunehmen 
in  beiden  FaUen  aUo  ist  T'W-O,  und  •  .        g    ^^^ 

/'"(*)   ist  im  ersten  Falle  positiv,    im   ^jJ^'^J^""    *^^  ^ 

zweiten  negativ.  '  ^     ,      ■^ve</vo../\ 

/"(«)  aber   kann  nach  dem  eben  Ge-     F(a+*)-G*(fl+*)<F(ii)-Ö*(«), 

sagten  gleich  Null  sein,  ohne  dass  f'(x)   ^   jj  . 

ein  Maximum  oder  Minimum  hat.    Dann     '  Fr^j,k\^  F(n\ 

ändert  es  sein  Zeichen,  und  fix)  hat  ein  V     /.        7^<<^> 

Maximum    oder   Minimum.     In   diesem  «l>  (a +*)-«#»  (a; 

Falle   ist  /'"(x)  =  0  u.  s.  w.     Das  Ge-    ^^g^   grösser  als  C,  wenn  *'(«)  negn- 

sagte  fasst  sich  in  dem  Satze  zusammen :    ^j^  jg^     Ebenso  ergibt  sich : 

„Hat   fix)   ein    Maximum   oder  Mini-  Fia+h)-  F(a)     «. 

mum,  so  muss  eine  ungrade  Anzahl  der  lb(a4-k^-^4»(aY^ 

auf   einander  folgenden  Differenzialquo-  ,,_     T  ^        .  *.  ^  /•^  «* 

tienten  verschwinden ,  und  der  erste  er-  Dasselbe   findet  statt,  wenn   4^  («}  ne- 

scheinende   im  ersten  Falle  negativ,  im  gativ,  da  in  diesem  Falle: 
letitem  positiv  sein."  f|>  (a -f  A)  <  '#>  (a), 

.     Ausgenommen  ist  ?««;  f  *"',  J^^^£(*)  also  der  linke  Nenner  negativ  ist. 

oder  der  erste  erschemende  Differensial-  «»      .  ,.  ,     - 

quotient  discontinuirlich  ist.    Dieser  Fall  Da   nun  diese  Werthe  beittgbdk  der 

ist   besonders  zu  untersuchen.    Es  muss  ^^^^^  ^^  ^^.^^^^  y^^^  ^^^^  *(*)  ^ 

dann:  *  v*/ 

fUxA-iXf'  (x)  einer  continnirlichen  Function  von  a?  wa^ 

/VT/    r   V  y  ^^  ^^  ^^^^  ^^^  Ausdruck  links  einem 

im  ersten,  und :  zwischen   den  Grenzen  a  und  a-^-k  lie- 

im  zweiten  Falle  sein,  wo  »^  unbestimmt  *  *'(«) 

klein  ist.  Ist   9^  ein  echter  positiver  Bruch,  so 

In  diesen  Betrachtungen  ist  die  Theo-  nimmt  jeder  dieser  Werthe  von  x  den 
rie  der  Maxima  und  Minima  der  Func-  Ausdruck  a  +  9k  an,  und  man  hat  abo 
tion  einer  Variablen  enthalten.  den  merkwürdigen  Satz: 

Beispiele   gibt    der   Artikel:  Maxima  F(«4-*)-F(«)      F'ia+9k) 

"wifÄckeln    au.   di«er   Theorie  ^^      *(«+*)-*(»)  =  *^+^)'      ^ 

noch  einen  wichtigen  Satz.  wenn  nur  *'(*)  in  den  Grenzen  a  und 

Seien  die  Functionen  F  und  *  sowie  « -f-  4  nicht  verschwindet, 

ihre  Differenzialquotienten    continuirlich  ^^  diesem  Satz  leiten  wir  den  Best- 

zwischen    den   reellen    Grenzen    a   und  ^^^  ^^  Taylor'schen  Satzes  für  reelle 

Ä-h*,    ausserdem    aber  habe  in    diesen  j^^nc^j^nen  ab. 

Grenzen   «l>   kein  Maximum   oder  Mini-  .    ~    «  i.  ^a  „^^   ^••.  man 

mum,  werde  also  *'  hier  nicht  gleich  VT".^°Ärf «.   L  PotS^^^ 

NuU,  dann  hat  in  diesen  Grenzen  offen-  den  Grad   der  C<>«^«>^"»  Jf  ^*  ^**"; 

i.  «X*,  u»uu  u«  reihen  wissen  muss.  also  wie  gross  der 

bar    der   Ausdruck  -rrA  einen  grösstcn   vernachlässigte  Theil,  der  Best  ist,  wenn 

t.yK    A'       •    iv.     man   n  Glieder  des  Taylorschen  Sattes 
und  einen  kleinsten  Werth .  die  wir  be-   ^.^^^     ^^.^^^^  j^^^  ^^U  j^j^^  ^i^  ^ß. 

züglich  mit  0  und  Ä  bezeichnen,     t^s  j^^^  Ausdruck  gegeben  werden, 

ist  also  dann:  ^^    ^^^  ^^^^    ^^^^^    ^.^   .^    ^j^. 

^'W<G    ^^)>IC,  chung  1): 

wenn  *'(«)  positiv  ist.    Ist  es  negativ,  "]    o  f  ^*^W. 

•o   ist  der  erste  Ausdruck  grosser,  der  I  •  J  .  .  . » 
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1  •  J  • . .  9 
Wir   nehmen  hierbei  an ,  daes  die  Functionen  f,  q,  f  nnd  y/  continnirlich  seien 

in  den  Grenzen  a  und  a+A,  und  dase  tfS^*    ^  in  diesen  Grenzen  nicht  verschwinde. 
Da  man  nun  offenbar  hat: 

F(a-hA)  =  «/.(a+*)  =  0, 

so  gibt  Sau  1): 


Es  ist  aber: 


Ferner : 


F{a)zzf(fl+k)-flfl)-hf'(fl)-~r{a)-  .  .  .  -—^---  /<•)(<,), 


also: 


(«)/ 


2)      r(-+*)=f(.)+*r(-)+*-S^V  .  .  .  +-^-^—.^^I^+F(a), 

und  da  die  enten  n-f-1  Glieder  mit  der  Taylor'scfaen  Beihe  ttbereinstimmeii ,  so 
ist  F(a)  der  verlangte  Best    Da  man  aber  hat: 

80  ist,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe  einsetzt: 

q>  ist  eine  beliebige  Function,  q  eine  beliebige  ganze  Zahl,  nur  darf  qS^"^  ^  in 
den  Grenzen  a  und  a-\-9k  nicht  verschwinden.  Durch  Bpecialisiren  kann  man 
dem  Beste  leicht  einfachere  Ausdrücke  geben. 

A)  Sei  q(x)=iix-a)^'^^,  dann  ist: 
und: 

Wird  hierin  noch  p=q  gesetzt,  so  ergibt  sich: 

B)  Setzt  man  dagegen  in  der  allgemeinen  Formel  ^=0,  so  ergibt  sidi : 

86 
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also  wenn  wieder  y.  (x)  =  (aF  —  a)""*"     ist: 

1.2...»(;i+l)Ä^ 
oder  wenn  |>=0  ist: 

*>  *^W- 1.2...« 

ein  Ansdmck,  den  Caachy  zuerst  gegeben  bat. 

Sei' ferner  q(x)  =  (a+k—x)P'^^,  »o  gibt  Formel  6): 

^>  '^^''^-(p+l)1.2...«'^  ^•+'*^' 

woranB,  wenn  ;9=n  let: 

folgt,  eine  Formel,  die  von  Lagrange  herrührt. 

Nehmen  wir  an,  daas  f^^'^^\x)  in  den  angegebenen  Qrenien  nicht  Ter- 
Bchwindet,  so  kann  auch  in  6)  <f(x)=f^*^\x)  genommen  werden,  also: 

11)  F(a)=[r<'%+k)-f('%y]  j7-2^^- 

Diese  Darstellnng  ist  von  Boche. 

Besonders  zur  Anwendung  eignen  sich  die  Formeln  8)  und  10)  für  den  Best. 
Diese  Bestbestimmung  hat  ausser  dem  Zwecke,  den  Grad  der  A«in&herung  sn  fin- 
den, noch  den,  dass  die  Beihe,  selbst  wenn  sie  divergirt,  mit  Hinzunahme  von 
F(a)  noch  einen  Sinn  gibt,  was  s.  B.  für  die  halbc^nvergenten  Beihen  wich- 
tig ist. 

An  die  obige  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  Va- 
riablen knüpfen  wir  noch  die  Theorie  derer  mit  mehreren  Variablen  an. 

Damit   iür  ein  gewisses  System  Ton  Werthen  x^,  x.  .  .  .  x^  der  Ausdruck 

fi^if  «a  •  •  •  ^J)  im  Wachsen  oder  Abnehmen,  ein  Maximum  oder  Minimum  sei, 
muss  für  beliebiges  reelles  und  unendlich  kleines  dx^j  dx^  .  .  .  dx  : 

im  enten  Falle  kleiner,  im  letztem  grosser  als  f(x^,  x^  ,  .  ,  x^  sein,  also  der 
Anidmck: 

^(»4-f.(tej,  x^+dx^  .  .  .)— r(«i.  «»•••) 

bezüglich  negativ  nnd  positiv  für  jeden  Ausdruck  (iir„  dx^  . . .  Dieser  Ausdruck 
ist  gleich: 

wozu  Glieder  dritter  Dimension  kommen,  die  gegen  die  hingeschriebenen  ver- 
schwinden. Aach  der  Ausdruck  zweiter  Ordnung  ist  nnendli(£  klein  gegen  den 
enter  Ordnung,  nnd  da  c2r,,  dx^  .  .  .  positiv  und  negativ  sein  können,  so  muss 
sein: 
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dx^       djTj         '    '    '        dx        ' 


Continnität  der  Differenzialqaotienten  yoraiugesetzt.    Es  muBs  also  die  homogene 
Fanction  aweiter  Ordnung: 


dx  *      *     •      dx  dx        *      ty 


wo  s  und  t  alle  Werihe  von  1  bis  n  annehmen,  im  Falle  des  Maximum  negativ, 
im  Falle  des   Minimum  positiv  sein. 

Bekanntlich  l'asst  sich  keine  solche  Function  in  eine  Summe  von  n  Gliedern 
von  der  Form: 

verwandeln ,   wo    die    Coefficienten    a    nur   von    den   Grössen       '  ,  •- — ^  ab- 

ox  •   ox  dx. 

hftngen. 

Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Maximum  alle  diese  Coefficienten  negativ,  im  Falle 
des  Minimum  positiv  sein  müssen.  Haben  sie  ungleiche  Zeichen,  so  findet  kein« 
von  beiden  statt.    Diese  Bedingungen  sind  nothwendig  und  ausreichend,  den  Fall 

ausgenommen,  wo  die  Grössen  t — j,  ^ — ^ —  alle  verschwinden.    Dann  wftre  ganz 

wie  oben  auf  die  Glieder  höherer  Dimension  surückiugreifen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Function  zweier  Variablen  f(x^j  «,),  so  mnss  sein: 

Sei  noch: 

dx,^-'"'   d^^^-"'   dar,»-*'' 
so  ist  das  Glied  zweiter  Dimension :  ■ 

adx^*•{■2bdx^dx^^^cdx^^=:a(dx^'\ — dr,)«-f(c )rf«j*, 

also  im  Falle  des  Maximum  oder  Minimum  bezüglich: 

a<0,     C-— SO. 

Wegen  der  ersten  Bedingung  ist  im  Falle  des  Maximum  ca— &'>0,  und  ebenso 
im  Falle  des  Minimum.  In  beiden  Fällen  muss  also  ca>b*  sein,  wobei  die  Be- 
dingung a^O  beide  Fälle  von  einander  trennt. 

16)  Beispiele  zum  Taylor'schen  Satz. 

Wir  geben  jetzt  einige  Beispiele  für  die  Benutzung  der  Tajlor'schen  Beihe. 

Der  Ausdruck  {X'\-h)  soll  entwickelt  werden  für  reelles  und  imaginäres  n. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Entwickelung  gelten  muss,  so  lange  der  Modul 
von  k  kleiner  als  der  von  x  ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  n  eine  ganze  po- 
sitive Zahl,    also   die  Beihe  eine  endliche  ist,  und  fQr  jedes  h  gilt.  —  Denn  sei 

zunächst  n  ein  echter  oder  unechter  Brach,  also  »=-t': 

ß 

Setsea  wir  k=—x+ref    so  wird: 

ß 

86* 
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also  für  ^=0  und  für  (f=2ni 

(x-\'kf  =  r^    und    («+*)"=  f^e    ^    . 

Man  kehrt  also  erst  nach  /9maligcm  Umkreisen  des  Punktes  A=— a?  so  dem  An- 

fangswerth : 

a    iaßni       a 

zurack,  und  es  ist  dies  ein  Windungspunkt.    Somit  hört  die  Richtigkeit  der  Ent- 
wickelnng  auf,  wenn  der  Modul  von  h  den  von  x  erreicht.     Gleiches  gilt,   wenn 

n  irrational  ist,  da  dann  r"  und  r"«^**"*  ebenfalls  ungleiche  Werthe  haben.  Auch 
kann  ohne  Aenderung  dieser  Betrachtungen  fi  negativ  sein. 

Sei  jetst  aber  fi  eine  beliebige  complexe  Zahl,  so  hat  man : 

aber  für  A=— ac: 

lg  («-}.*)  =  lg  0  =  00, 

wo  dann  also  Discontinuität  eintritt. 
Für: 

ist  nun: 

.  .  .  (fi-,4.1)  «*•"*, 
also  wenn  man: 

^    _.n(ft~l)  .  ..  (i*~s  +  l) 
»  ""  1  «2  ...  s 

setzt: 

wo  man  statt  des  letzten  Gliedes  auch  setzen  kann: 

(«+i)»,^.i(i-*)*(«+»*)"~*"**"*'S 

natürlich  nur  dann ,  wenn  x  und   h   reell  sind ,  und  dieses  letzte  Glied  gibt  die 
Grenze  des  Fehlers  an.    Setzt  man  z.  B.  «  =  1,  wo  man  dann  hat: 

Der  Modul  von  h  muss   kleiner  als  1  sein.    Es  wird,   wenn  man  mit  n^h     ab- 
bricht, der  Fehler  zwischen: 

«,^.*-+^    und    n.+  ,(l+»)»— n'+* 

liegen ;    er  wird  also ,    wenn  n  und  h  positiv  sind ,  nicht    grOsser  als  der  letztere 
Ausdruck,  wenn  h  negativ,  n  positiv  ist,  nicht  grösser  als  der  erstere  sein  kOnnen. 
Sei  femer: 

/•(x+A)=lg(«+A). 

Die  Beihenentwickelnng  gilt,  so  lange  mod/k<moddP  ist,  da  für  A= — w  Disoon- 
tinnitiit  eintritt. 
Man  hat: 


d*lg»  _ 


and  für  x=l  erhUt  man  hieraag: 

lgCl+k)  =  A-ifc'+iA'+  .  .  ., 
fBr  x  =  0   dagegen  wird  dieae  Entwickelang  immer  illusoriich,  da  daon  modA<0 
Bein  mOeste.    Beuea  wir  in  der  letiten  BntwickeluDg  A  =  l,  »o  hat  man: 

IgC2)=l-l+i-J+  .  .  ■ 
Die  Glieder  nehmen   ab  nnd  coDTcrgiren   nach  Nnll  hin.     Diei    itt  ein  Zeichen 
dofOr,  du*  die  Reihe  conTergireo  mnai  (iiehe  den  Artikel :  Reiben). 
Iit  h=—l,  10  bat  man; 

18(0)= -(1+1+1+1+...). 
Diese  Beihe  wird  divergiren,  da  dieselbe  cnr  Snmnie : 

IgO=-» 
haben  wQrde      Es   ist   dies  ein  Beispiel  ffir  den  Fall ,   dasi  in  der  Tbat  auf  der 
Qrenie  die  Function  convergiren  oder  dirergiren  kann. 

Eindeutige  Fnnctionen ,  welche  Air  endliches  x  nia  diseonliiiurlich  werden, 
können,  was  anch  x  sei,  immer  nach  gsnien  positiven  Potcaxen  ron  »  entwickelt 
werden.     Diece  Eigenschaft  haben  i.  B.  die  Fanctionen : 

nnd  in  der  That  werden  die  entsprechenden  Bühen  : 


l-3-3^1-  3.3.4.5 

cosa!=l-j_^  +  _-^-^_^-  ■  ■   ■ 

Ton   solchen  Functionen  sagt  man,  daia    lieh    in   dem  lUnge   zwischen   A    und  B 

sie    „den    Charakter  ganier  Functionen    and  auf  diesen  Cnrren  selbst  keine  Dis- 

haben,"     oder   nennt   sie   auch  kartweg   continniUit    oder     Hehrdentigkut    finde. 

„ganxe  Fanctionen."     Sie  sind  aber  sach 

die  eindgen ,    welche   sich  immer  nach  ^'B'  '®' 

ganien  positiven  Foteoien  von  j;  selbst 

entwickeln  lassen. 


Tiablen. 
Wir   nntersnchan  jetit    abormalt  das 


erstrecken  dasselbe  jedoch  aber  awei  ge-  Die   geichlüaeno    Cnrre     setzt    Torani, 

scblosaene  Cnrren  A  nnd  Jt,  von  denen  dasi    in  dem  ganicn  von  B  nmschlosse- 

die  eine  von  der  andern  ganz  nmgeben  nen   Gebiete    sich  entweder  kein  Win- 

wird  (Fig.  78).    Wir  setxen  voraus,  dass  dnngspnnkt  finde,   oder  mehrere  derart. 
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dasB  beim  Umkreisen  derselben  anf  Cnrve  Ä  die  Fnnction  in  jedem  Pankt  mit 
ihrem  alten  Werthe  wieder  znrnckkomme. 

ff  ^ 

Da   dann   in  dem  von  A  und  B  begrenzten  Gebiete  der  Ausdruck  nnr 

a — % 

ffir  a=:s  eine  Discontinnität  annehmen  kann,  so  ist,  falls  Punkt  z  in  diesem  Ringe 

liegt,  nach  dem  am  Schlüsse  des  Uten  Abschnittes  angefahrten  Satse: 

J  « — 2         J         a — z         J  a — s 

wenn  s  im  Ringe  liegt,  wo  I  und  I         die  über  die  Carren  Ä  und  B  erstreck- 

ten  Integrale,  #  dasjenige  aoX  eine  kleine  geschlossene  Curve  erstreckte  be- 
deutet, welches  den  Punkt  z  umgibt.  Befindet  sidi  aber  s  ausserhalb  des  Ringes, 
so  ist: 


■z 


./  « — Z  J  U — 3 


Man  beweist  nun  wie  in  12),  dass: 

J         « — * 

ist,  also: 

oder    =  0, 

je  nachdem  z  zwischen  A  nnd  B  liegt,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes. 

Finde  das  erstere  statt,  und  substituire  man  den  beiden  Curyenil  undjBcon- 
centrjsche  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  deren 
Radien  bezüglich  r  und  q  seien,  so  darf  zwisdien  r  und  q  kein  Radius  oder  Mo- 
dul liegen,  für  welchen  f(i)  discontinuirlich  wird.  Ausserdem  ist  zunächst  zu 
setzen : 

r>mod»>^. 

Mit  dem  ersten  Integral  kann  man  ganz  wie  in  Abschnitt  12)  rerfahren,  da 
r>mod£  ist,  und  erhält  somit  auch: 

1     r^^^  f((f)    . 


also: 


Was  aber  das  zweite  Integral  anbetrifft,  so  ist: 

mod  «>mod  a. 


z  (1  -  -) 


Da  nun  für: 


f(tt)da=zaifa  dif 
wird,  so  hat  man: 


-.4-/""-S?4/>)''(f+S-  ■). 


■W  f(.)J._  j,  ,  t.  ,  j. 


1   /•*"  .  «I 

'.=57/.  "■<")*•  "=«•'• 

Bnd  ■oniic))  hftl  man  fBr  jeden  Wertb  von  »,  der  in  dem beieichneten  Bing« liegt; 

at)=A^+A,*+A,t*+  .  ..  +^+^4.  .  .. 
A     and    B     haben    die   obigen  WerUie.  »      »q 

„Jede  Fnactian  1&«et  sich  nach  posi- 
tiven und  negativen  ganucn  Potenzen 
entwickeln ,  in  dem  von  zwei  coneen- 
triBchen,  in  nnBercm  Sinne  geachlotionen 
Kreisen  begren^iten  Rnume,  darrh  deren 
Peripherien  je  «wei  nächste  ültcontinui- 
taispnnkte  gehen." 

Hat  also  eine  eindeutige  Fanriion  f{i) 
in  dankten  A„  A„  A,    (Fig.  79)  Diu- 
continuilftlcn,  so  legt  man  durch  dicscl' 
ben   Kreise,  deren  Mittelpunkt   der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  isr;  twischcn 
den    durch  A^    und  A,    gebenden  Krei- 
sen, ferner  iwischcn  den  durch  il,and  A, 
gehenden  u.  a.  t.  findet  dann  dieEntwicke- 

lung  2  statt,   die  immer  convergirt,   je-   wickelt  wird,  also  silmmüicha  fi  der  II«U 
docb     in     den    verschiedenen    Gebieten   gleich  werden. 
A.A.,  A.A.  ...   verschiedene  Coeffi-        r^.    -m    .,  .  .    ..       .. 

cfMlen  b«.  während  bis  >u  Kreis  A,  °"'  W«"»'«  ""'  -*.  ■"-'*  ",.  ^'«  n»" 
nach    ganzen     positiven    Potenzen    ent-   ancb  schc^ben  kann; 

zeigen  aber,  dass  die  Integrale  rechts  dieselben  bleiben,  wenn  man  r  und  g  be- 
liebige Wertbe  gibt,  welche  zwischen  die  r  nnd  q  rnnsehliessen den  beiden  nAdietan 
DiBContinnitttsrooduln  fallen,  denn  für  alle  diese  Wertbe  i«  ■' -^  und  f(a)a'' 

eindeatig  und  continnirlich ,  also  das  Integra)  daiselbe  (Äbsehoitt  11).  Die  Be- 
dingung  r>modi>^  ist  also  aufgehoben,  ftlr  g  und  r  sind  beliebig  auiA  gleiche 
Wertbe  zu  nehmen,  welche  jedodi  zwischen  den  beiden  zni^chst  liegenden  Dis- 
continuititsnodnln  liegen.  Eben  weil  diese  Qrcnien  mit  dem  Oebiete,  worin  * 
liegt,  wechseln,  wechselt  auch  die  Form  der  Entwickeinng.  Man  sieht,  dais  man 
jetzt  anch  schreiben  kann: 

■*-j    ■<-.    '•-i 


■     2.7  , 


WO  R  der  *  n&cbste  grossere,  P  der  nSchste  kleinere  Discontinnit&tsmodnl  Ist. 

Es  l&sst  lieh  indeas  noch  eine  andere  Entwickeinng  nach  positiven  nnd  ne- 
gativen Potenien  von  z  Bnden,  die  jedoch  einen  wesentlich  andern  nod  engern 
Cbarakter  trigt  ale  die  vorige.    Setien  wir  zu  dem  Ende : 
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1  dem  dies  fOr  einen  oder  den  andern  der      i 

«  =  «——'    rW— yWi  Werlhe   stattfindet,   ist  das  Zeichen  der 

so  ergibt  sich  sogleich :  Wurzel  von  2  =  -|-  ±  l/ x  +  ^       P^"»**' 


.=|±|f+i. 


oder  negativ  zu  nehmen.    Erfüllen  beide 
Werthe  die  Bedingung,   so    ist  das  Zei- 


^«  =  (r-— j    cos  y"  +  (r-f-— )   siny.«, 


oder: 

r*  —  2r«  cos  2'f  —  Q*  r«+l =0. 

Es  ist  dies    die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  r  und  (f.,  q  ist  eine 
gegebene  Constante.    Führt  man  rechtwinklige  Coordinaten : 

x  =  r  cos  (fj    y  =  r  sin  qp 

eiOt  so  erfaAlt  man: 

Die  Curve,  welche  wir  mit  U  bezeichnen  wollen,   ist  also  vierten  (Grades.    Aus 
der  Gleichung  derselben  ergibt  sich: 

r»  =  cos  2y.+y  ±  l/(  cos  2  y  +  ^)'-  1- 

Da  r*    reell    und  positiv  sein   mnss,   ten  für  f(i)  noch  im  Allgemeinen  einen 

so  mnss:  zweiten  critischen  Punkt  fdr  </(tt),  den- 

pS  jenigen  nftmlich,  wo  beide  Werthe  von: 

cos27.+^>l  -^ 

-w     ,  *=-rr-i-l/-r+l    gleich  werden ,    also: 

sein ,  denn  den  negativen  Werthen  von  2  —  |f  4 

cos2V'+V  entspricht  negatives  r*,    de-   -jzs  — 1, 

nen,  die  kleiner  als  1  sind,  imagin&res.  ii=:-f2t,    ft=:Hht; 

Dagegen  finden  für  jedes  y,  welches  die-  ^^   diesen  Werth  ist  0  =  2,  rrrl.    Ent- 

scr   Bedingung    genügt,    zwei    positive  gprechen    aUo    den    critischen  Punkten 

Werthe  von  r  statt.     Der  grösste  Werth  ^^^  fr^^  „„  Werthe  von  c,  die  grösser 

von  V  ist  von  e  abhangig      Tritt  nur  ^i.  2  sind,  so  ist  die  Entwickelung  den- 

ein  cntischer  Punkt   von  f{z)  ein,   so  ^och     nur    für    das    Innere    derjenigen 

entspncht  diesem  cm   gegebener  Werth  Curve  U,  fftr  welche  o  =  2  ist,  gültig.   Je 

von  r  und  y,  also  vermöge  Gleichung  ^^^^^^^        ^^sto   grösser   ist  auch  ver- 

1)   ein  ganz   bestimmtes  q,  welches  die  „jög^     „ngerer     üngleichheitobedingung 

Curve  U  vöUig  bestimmt,   und  diese  ist  der  grö»flte  Werth  von  9»;  fdr  o=2  er- 

es  dann ,  innerhalb  welcher  unsere  Ent-  jj^j  J^^^^ .  t  »         v 

Wickelung    statt    hat,    wenn  sie   keinen 

zweiten    critischen    Punkt    einschliesst.  co827>  — 1, 

Es  gibt  aber  ausser  den  critischen  Punk-  eine  Bedingung,  welche  immer  erfüllt  ist. 


und:  **®°  beliebig. 

(.— Um  die  Grenzen  der  Gültigkeit  nnse- 

J|f_  _l_  n/?Ll_LiY  rer  Entwickelung  zu  finden ,    fragt  sich, 

2  —  f   4       /'  welche  Werthe  von  »  einem   gegebenen        1 

Untersuchen    wir   jetzt,    in    welchen  Modul  von  u  entsprechen.  —   Za   dem 

Grenzen  von  z   sich  die  Function   f(z)  Ende  setzen  wir: 

nach    ganzen  positiven   Potenzen  von  u  .^      ^^         '/* 

entwickeln  lasse.    Bedingung,  dass  eine  u^ge    ,     z-^re    , 

solche  Entwickelung  überhaupt  möglich  also: 

sei,  ist  die,  dass  7(11)  Tür  tt=0  keinen  &%         qi         1 

critischen  Punkt  habe.    Diesem  Werthe  ^e      =  r« j,  , 

entspricht  »=  +  1,  je  nachdem  man  der  re^ 

Wurzel  das  eine  oder  das  andere  Zeichen  ^j  —  y.»      lg» 

gibt.     Es    mnss   also    wenigstens  einer  qc  essre     ^ e^, 

der  Werthe  /(+ 1)  nnd  /^(—  1)   keinem  *" 

critisdien  Punkte  entsprechen.    Je  nach-  also  durch  Mnltiplication : 


I 
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Jedem  kleineren q  aber  entsprechen  Werthe  f(^i)  oder  beide  keine  critiachen  Funkte 

,.     , ,  .  1    ^    •  j  sind, 

von  if,  die  kleiner  als  ^  sind.  Von  den  beiden  Werthcn  von  r,   die 

In  diesem  Falle  zerfallt  die  Curve,  wie  gegebenem  y  entsprechen,    wachst   der 

leicht  zn  sehen,  in  zwei  völlig  von  ein-  grössere  mit  ^,  und  der  kleinere  nimmt 

ander  getrennte  Theile,  deren  einer  den  wegen  der  Gleichung  r^r,  =  l  ab,  wenn 

Punkt  »  =  1,  der  andere  den  Punkt  »=-1  e  ^ä^^'***-    I>ies  zeigt,    dass  jede  Curve 

symmetrisch    umschliesst.       Beide    sind  U^  die  grösserem  q  entspricht,    alle  mit 

unter    einander   congruent  und  zerfallen  kleinerem  q  völlig  einschliesst. 
in  zwei    congruente  Stücke.     In   einem       Nachdem  so  das  Gebiet,    in  welchem 

derselben  oder  in  beiden  findet  die  Ent-  unsere  Entwickelung  gilt,   völlig  festge- 

wickelung  statt,  je  nachdem  /*(+!)  oder  stellt  ist,  kann  man  in  demselben  setzen : 

«.,=,<o,+,.<«,(.-i)^^)(._i)V^'(.-i)V..., 

wo: 

y.(«)=/(u+|/r=ii) 

zu  setzen  ist.  In  gewissem  Sinne  ist  es  nun  möglich,  hierans  eine  Entwickelung 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen  herzustellen.    Man  hat  nämlich: 

(l\fi       n  n  —  2,        n — 4,  /     ^n«  — » 

»-^j  =«    -nz  +11,*  +  .  .  .  (—1)   z      , 

wo  M,  n,  .  .  .  die  Binomialcoefficienten  sind.  Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  »  ordnet: 

^»-•I  ^^  f+l     ^(*-fl)(*-f2)2!      (s+l)(*+2)(i4-3)31^  *  •  '^' 

*  =  i 

wo  unter  ^^'^  der  ste  Differenzialquotient  von  (f>(u)  für  «=0,  unter  tt  der  Aus- 
druck 1  •  2  ...  4  verstanden  wird.  Ihrem  Ursprünge  gemäss  gilt  diese  Entwickelung 
nur  innerhalb  des  einen  oder  andern  von  der  Curve  U  begrenzten  Gebietes. 

Bricht  man  die  Entwickelung  mit  a    ab,  so  darf  man  auch  nur   bis   zu  z 

gehen,  und  in  Ä    nur  bis  zu  dem  mit  tfS^^    multiplicirten    Gliede    vorschreiten, 

und    kommt     es    dann   nicht    darauf   an,    ob    die    Ausdrucke    fUr    A^    selbst 

convergiren.  Nur  wo  dies  Gebiet  innerhalb  des  Bingcs  liegt,  wo  die  Entwickelung 
2)  convergirt,  sind  beide  zu  identificiren. 

Beispiele. 
I.    Sei: 


a — i      ß — 2      y — *' 

ff,  ß,  y  beliebige  Constanten,  deren  Moduln  jedoch  der  Bedingung  genügen ,  dass 

mod  a  <  mod /9  <  mod  y  ist.     Ist   dann   mod»<moder,  so   können  die  Bräche 

111 

, ,  nach   ganzen  positiven  Potenzen  von  s  entwickelt  werden,  und 

« — »   ß — »   y — » 

man  hat: 

A   =-i-      -J-       J— 
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Ist  jetet  mod«<modft<iiiod^,  so  kön-  so     ist    in    deraselbeii   f{%)    eindeutig, 

1                1  nämlich : 

nen  noch und nach  positiven, 

aber  nnr  nach  negatiyen  Potenxen 

« — % 


«*)=i/(t+0> 


Ton  %  entwickelt  werden.    Man  hat:  und  ftlr  z-r  und  »  =  re"       nimmt  f{z) 

/'(i)=i4^+i4,»+il,x*+  .  .  .,  denselben  Werth   an.      Da    der   Modul 

.  B.   ,  Bf  ,  Ton  —   kleiner  als  1  ist,  so  kann  man 
+  — ^  +  — +   .  .  .f  z 

*       *  nach  dem  Binomischen  Sats  entwickeln 

/»*+»/+*  '  V+T/    -^+2i      1.2.2« «» 

Ist  mod/}<mod2<mod/,   so  wird  nur  .  1*3 

nach  positiven  Potenzen  zu  ent- 

y  — «  also: 

wickeln    sein.    In  der  obigen  Reihe  ist  ^         ^ 


•  •» 


y  '  1.2.3.2»z» 

Ist   endliA  mody<mod2,    so   tritt  für  pj^^^  Entwickelung  gilt  für  alle  Werthe 

alle  drei  Brüche  Entwickelung  nach  nc-  ^^„       ^eren  Modal  grosser  als  1  ist. 
gativen  Potenzen  ein     Es  ist: 

Äj       B,       Bj^  18)  Entwickelung  der  Functio- 

'  W-~^  "^  "J?  +  ^1    •  •  •»  nen  nach  Fourrier'schen  Reihen. 

s — 1     ^1 — 1     .s  —  I  unter  Fourrier'schen  Reihen    versteht 

man    Entwickclungen    nach   Sinus    und 


Ä=-«      -^'     -y 


Da  den  Werthen  z  =  a,  z  =  ß,  z=y  Dis-  Cosinus    der  Vielfachen    der  Vanablen. 

continuitatspunkte ,  und   zwar  die  cinzi-  Ihre  gewöhnliche  Anwendung  erfolgt  bei 

gen,  welche  f(z)  hat,  entsprechen,  muss  reellen  Vanablen,  jedoch  haben  sie  na- 

in  der  That  die  Entwickelung  sich  vier-  mcnthch    auch  für  complexe  Argumente 

mal    andern,     nümlich    in   dem    Kreise,  sehr  wichtige  Eigenschaften.     SiekOnnen 

dessen  Peripherie  durch  «  geht,  erfolgt  »«»cbt  aus  den  Entwickclungen  des  vori- 

sie  nach  positiven   Potenzen,   innerhalb  gen  Abschnittes  gefunden  werden, 

der  Ringe ,  deren   Grenzkreise   durch  «  Sei    zu  dem  Ende  f{z)  eine  in    ge- 

und   /J,   ^  und  y  gehen,   und  innerhalb  wissen  Gebieten  oder  im  ganzen  Räume 

des  ganzen  Gebietes,  welches  ausserhalb  eindeutige  Function,  und  setzen  wir: 

des  letzten  Kreises  f&llt,    in  Entwicke-  f(z)  =  F{u), 

langen,   welche  auch  negative  Potenzen  ^^  ^          ^^^  j^^.  ^„^^  ^.^  Gleichung: 
enthalten. 

Diese  Entwickelung   dauert  so  lange  *^** 

fort,    bis    ein   Modul    eintritt,    welcher  — «  '^ 

einem  Windungspunkte  entspricht.    Fin-  ~           * 

det  derselbe  für  z  =  0  statt,  so  kann  man  also : 

der  Entwickelung  von  f(z) ,  indem  man  lolgu 

z=x+«    setzt,  die   von  /"(«+«)  nach  *=  2;ii  * 
Potenzen   von  u,    oder   von  z — x   sub- 

stituiren,   wenn  für   x   kein  Windungs-  wo  oi  eine  beliebige  Constante  ist.    Es 

punkt   stattfindet,   und   diese  Entwicke-  wird  also  sein: 

Inng   gilt  dann  bis  zu  dem  x  am  n&ch-  |./A>lgv\ 

sten  liegenden  Mehrdeutigkeitsmodul.  ^W=f^  ^ni  )' 

TT  G 

*' '              Wenn  aber  auch  f{z)  eindeutig  ist,  so 

m=Yz(.l+*).  „.,j  ai„  „id,t  „u  f(!^)  im  AB- 

Für  z=0  und  z=— 1  finden  Windungs-  '  \2rt%  / 

punkte  statt     Zieht  man  vom  Anfangs-  gemeinen  der    Fall    sein,   da  Igt*   eine 

punkte  aus   einen  Kreis  r>l ,   welcher  mehrdeutige  Function   ist.    Man  hat  jc- 

also  beide  Windnngspnnkte  einschliesst,  doch  bekanntlich: 
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lg«=  {(«)•(- 2(71  i, 

WO  /  ein  betlimmtor  Werth  dea  Logarithmus,  ini  eine  belUebige  ganze  Zahl  ist, 
und  diese  Formel  umfasst  alle  Werthe  von  lg«.    Es  wird  also  sein: 

Damit  also  F(u)  eindentig,  d.  h.  Ton  dem  Werthe  von  s  unabhängig  sei,  mnss 
für  jeden  Werth  von  z  sein : 

f{z^sto)=f(z\ 

eine  Gleichung,  die  offenbar  erfüllt  ist,  wenn  man  hat: 

denn  dann  ist,  wenn  man  für  z  nach  einander  setzt: 

—  2-1-0),    2-|-2u),  2+3w    .  .    .   2  — ftl,    2  — 2tt>    .   .    •, 
/^(2)=/-C2-C«,)=:/'(2-2ai)    .   .    ., 

fiz)=f(z-hio)=f^z-\-2(o)  .  .  ., 

Eine  Function,  welche  diese  Eigenschalt  hat,  nennt  man  periodisch,  und  sagt,  sie 
habe  die  Periode  w. 

Die  EntwickeliiDg  des  vorigen  Abschnittes  ist  also  nur  anwendbar  auf  F(ii), 
wenn  f{z   =F(t*)  in  Bezug  auf  z  die  Periode  a  hat. 

Sei  dies  jetzt  der  Fall,  so  hat  man: 


^     1  r-^Wl) 

*     2nJ   0      r*«*y» 


r    e 

r  ist  ein  zwischen  zwei  n&chsten  Discontiuuitatsmoduln  der  Function  F(u)  liegen- 
der Werth. 

Sei   r=e  .     Setzt  man  in  Formel: 


so  erhält  man,  da: 


A2)  =  F(u): 
u  =  re^»  =  e^+^*, 

271  iz 


(0 


war: 


d.  h.: 


2nzi      ,  ,     . 


Ol 


»=Ji(y-ii), 


»ntz 


also  wenn  man  auch  für  den  allgemeinen  Werth  von  ti  wieder  e  setzt : 

iniz  4niz  6m  z 


1)  f{z)  =  A.-{-A,e   "*  +^c    "    +^,c    '"+... 

2/li2  471*2  67|tZ 


El  fragt  sich  noch,  in  wclcheii  Ona< 
len  von  t  dieae  B«ibe  branchbai  ist, 

Zn  dem  Ende  liabeu  wir  lu  anter- 
■Dchea,  welche  Wertbe  von  i  gleichem 
Uodnl  r  von  u  entiprecben.     Sei: 


wo  a.  nnd  i  reell  lind ,  nnd  i  fttr  den- 
■elben  Modnl   r  congtftnt  bleibt,   wegen 

r=c\    Sei   ferner  die  im  AllgemeiDeD 
complexe  OiOhc:                                           ^^^, 

.=aA 

Winkel  »Ow  =  , 

Mu  h>t  aUo !                                                 und    d 

ie  Gröase   Qiin(t- 

P'    -~2ir^'''    *'^'  '  „Alle  Punkte  *,  welche  gleichem  Mo- 

^  dol    TOD  •>  enuprechen,   haben  gleich« 

Entfemnng  Ton  Oat,  liegen  kIbo  in  einer 

aap  ^(r  — rf)i_        ^.  Parallele  mit  der  Linie,   welche  den  der 

A                                '  Periode    enUprechenden  Fankt  mit  dem 

nDd   indem   mn   die  imaginUrcn  Theile  Anraopponkt«  Yerbindet" 

'  oinander    nlchate    Diicontinnitltan    ron 

r.^gin(r-if)=~Jl.  *■    *"   "'**"   ""^   ^''"''   dieselben   «wei 

A  unendliche  Linien  pu-aUel   mit  KicblnDg 

DUBit   dio  r,    d.  h.   1  conrtanl  bleibe,  Oui,  und  fQr  alle  Punkte   i,  welche  awi- 

mnis  auch  ■  achen  denaelben  liegen,  findet  die  obige 

Entwickelang   von    f(i)    statt.      Ee    ist 

ßiin(r-ir}  Übrigen»,    wenn    wir   *   die   Entfernung 

conetant  sein,  einee  beliebigen  Punktea  z  iwiscben  die- 

DieiB  Bedingung  ist   nothwendig  nnd  g,n  ParKllelen,    k„  k,    die  der  Punkte 

ansreicbend.     Denkt  mui  iich  (Pig.80)  ...             „                      ,2™* 

den  w  nnd  den  t  entaprechenden  Punkt  A,  ond  A,  von  Ou  nennen:   i= — jp 

mit  dem   An/anggpunkte  O    verbunden,  ^  nehmen    wo.- 

(0  ist  offenbar: 

0«  =  e,      Winkel  iOX  =  T,  *,<*<*„ 

Winkel  atOX=if,  sonat  A  beliebig  lat.    Man  hu  also: 

Die  Integration  findet  in  Bemg  onf  die  reelle  OrOsse  if  statt,  nnd  ist  also  keiner 
Zweideutigkeit  nnterworfen,  da  •/■  immer  reell  bleibt.  —  Setzen  wir  noch : 


so  wird^  da  anch  Ä  reell  ist,  keine  Zwaldentigkelt  eintreten.    Die  Ortnaea  der 
Integration  werden  dann  i>  =  0  nnd  n=^  eein,  also; 


■'■=t//[t<'+'"]''' 


Die  Grosse  k  braucht  nnr  beim  Uebergang  Qber  ejne  der  Parallelen  mit  Oat,  welche 
dnrch  einen  Diaeontinniiitapunkt  geht,  ver&ndert  va  werden. 
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Diese  Entwickelnng  l&sst  sich  immer  auf  den  Fall  snrttekführen ,   wo  n»  reell 
ist;  denn  ist: 

so  betrachte  man  die  Function  <f{t)=fy'j'h  wo  A  reell  ist.    Man  hat  dann: 

Es  hat  also  9  (z)  die  Periode  i4,  wo  ^4  gans  beliebig,  also  auch  positiv  und  gleich 
dem  Modul  von  ta  genommen  werden  kann.  In  diesem  Falle  lUlt  Linie  Ota  oder 
OA  mit  der  Abscissenaxe  zusammen.  Ist  dann  für  reelle  Werthe  von  t  die 
Function  continuirlich,  so  kann  man  A=0  setsen  für  alle  Punktes,  welche  swischen 
den  beiden  den  Abscissenaxen  parallelen  Linien  liegen,  in  welchen  die  ihr  nftcfa- 
sten  Discontinuit&ten  enthalten  sind,  und  man  hat: 

2/isai 

3)  ^s=t/    ^^"^*        "*    ''•• 

Für  dieses  Gebiet  nimmt  die  Entwickelnng  1)  noch  eine  andere  Gestalt  an,  die 
besonders  brauchbar  ist,  wenn  s  reell  ist. 

Es  wird  nämli(;h  das  mit  A^  multiplicirte  Glied  sein^  wenn  man  den  Factor 

2$nn 
e  unter  das  Integral  schreibt: 


t//w 


um .       . 
e  -*  da. 


0 
Vereinigt  man  hiermit  das  mit  A_    multiplicirte  Glied,  so  hat  man  als  Bnmme: 


2    r^        2in{z-a)  .,  .   . 
■       cos ^ f(a)  da. 


^  ^J  0 


Nur  für  das  Glied  A^   findet  eine  solche   Vereinigung   nicht  statt.    Dies  Glied 
aber  ist: 

und  man  hat; 

i)      f«=4/^(«)*.  (1+2  ;r  CO.  2if2^). 

Da  aber  auch  ist: 

2tn ,        .  2snz        2$na  .    .    2inz   .    2tna 

cos  —r-  (»— a)=:cos  — -j—  cos  — -j — +Bm  — -r-  sin  -j— » 

so  kann  das  Integral  in  zwei  andere  getheilt  werden,  deren  eins  nur  Cosinus,  das 

andere  nur  Sinus  enthält;  die  Factoren  cos— j—  und  sin --7—  aber  kOnnen  anaser- 

balb  des  Integralzeichens  geschrieben  werden,  so  dass  die  Seihe  die  Gestnlt  an- 
nimmt: 

5)   /(»)= Y+  ^x  <?08  ^-1-  Ä,  cos  -^4- .  .  .  +0^ sm-^  4-  C«  •«  -^f-  +  .  •  ., 
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-       2    r^    .    2»7ri«,,  .    . 

Es  ist  dies  die  gewöhnliche  Form  der  Reihe.  —  Liegt  aber  der  betrachtete  Pankt 
X  nicht  in  dem  ersten  Gebiete,  welches  die  Abscissenaxe  einschliesst,  so  bedient 
man  sich  der  Formeln  1)  und  2},  welche,  im  Falle  to  seinem  Modul  Ä  gleich 
wird,  die  Gestalt  annehmen: 

2n%z  ^ni* 

6)  f{t)^Ä.^A,e  ^    +>4,e  ^   +  .  •  • 

9nit  2niz 

+  A     ^e        ^     +A_^e        ^  +.  ... 


— 1 


(*-«i) 


Wie   bei  allen   früheren  Entwickelan-  reelles   z    mit  Ausnahme  der  Disconti- 

geu   ist  ein  Zweifel,  ob  die  Reihe  con-  nuitätspunktc,  und  allgemein: 

vergire,  nur  an  den  Grenzen,  also  wenn  „Wenn  auf  irgend  einer  Ooi  parallelen 

z  in  einer  der  Linie  Oo;  parallelen  liegt,  Linie   Discontinuitaten   vorkommen,    so 

welche   eine  Discontinnit&t  enthält,   vor-  gilt    die  Fourricr^sche    Reihe    noch    für 

banden.    Denkt  man  sich  nun  die  beiden  die   andern  Punkte   dieser  Linie,   wenn 

der  Abscissenaxe   nftchsten  Discontinui-  man    sidi   unter   h  die  Entfernung  der- 

taten  derselben  immer  näher  rücken,  so  selben  von  Oai  denkt." 

wird   das  Gebiet,  in   welchem  die  Ent-  Der  Beweis  hiervon  soll  jetzt  gef&hrt 

Wickelung  5)  stattfindet,  nar  dann  statt-  werden. 

haft  sein,   wenn  in   z^x-\-y%  der  mit  i  Wir    bemerken    zunächst,    dass    sich 

multiplicirte  Theil  sehr  klein  ^vird.    Wenn  nicht    nur,    wie   bereits   gezeigt   worde, 

diese  Discontinuitaten  für  reelles  z  statt-  der  Fall    immer    anf  den  zurückfuhren 

finden,   so  werden  die  Grenzen   unserer  lässt,  wo  oi  reell  ist,  also  auf  die  Reihe 

Entwickclung  zusammenfallen   und   die-  6),    sondern    selbst  auf  ilen  Fall,   wo  z 

selbe  entweder  gar   nicht , '  oder  nur  für  auf  der  Abscissenaxe   liegt.      Denn   sei 

reelles  s  statthaben.    Eine  hOchst  merk-  z=:«-{-yi,   so   ist   y  die  Entfernung  des 

würdige    Eigenschaft    der  Foarrier*schen  entsprechenden  Punktes  von  derAbscissen- 

Beifae  ist  nun,  dass  rn  diesem  Falle  die  axe,  also  nadi  unserer  Annahme  für  k 

Entwickelung  noch  immer  statt  hat  für  zu  setzen.  —  Man  hat  dann: 

'In  %  (gHryO  ^7fi(ag-fy») 

7)  /'(«+yi)  =  i4^  +  i4,e        ^         +i4,e        ^         +..., 

Offenbar  kann  man  diese  Reihe  vertauschen  mit: 

'mix  hntx 

8)  r(x+yi)  =  Äo+Ä,e  ^  -FÄ.c  ^  +  .  .  ., 

"Ins  dA 


B,=^f    /-(a+yi)*        ^    rf«, 


eine  Reihe,  die  ganz  mit  5)  übereinstimmt,  wenn  man  y  constant  denkt,   x  an 
die  Stelle  von  <  setzt  und: 


*)  Eine  zweite  Entwickelung  ist  ähnlieh  wie  im  vorigen  Abschnitt  zu  finden. 
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nach  der  Foarrier'flchen  Reihe  entwickelt. 

Wir  beschränken    uns  daher  darauf,  den  Satz  iHr  den  Auedmck  4),  welcher 
mit  Ö)- übereinstimmt,  zu  beweisen.    Derselbe  war: 

oder: 

2»  ni  (z—a) 


l-f   n«)da\*  /*(«       ^        1, 


und  wir  'werden  direct  beweisen,  dass   derselbe    für   reelles  z  mit  f(z)  überein- 
stimmt, wenn  f{i)  die  Periode  u>  hat. 
Es  ist: 

.       ,     .(Z-«)        i{2n+i)n%^^^  .(z— tt) 

-fn  2«jit^-^      ^  ^     — 1     -—2«^      ^ 

C  "*      -1 

Die  Reihe  ist  nämlich  o£fenbar  eine  geometrische  von  2n-)-l  Gliedern.    Der  Aus- 
druck aber  nimmt  auch  die  Qestalt  an: 

8(n+l)ni^ — 5-^      —811711^ — j-^ 


•> 


;(*-«) 


C  '^        -1 

oder  wenn  man  mit  e  multiplicirt: 


B  — e  ^  ^         Ä 


jii  ^ — j— i      —  71»  ^ — .—^  sin  n  - — j-^ 

Der  zu  untersuchende  Ausdruck  ist  also,  abgesehen  Yom  Factor  -^^  die  Grence  Tone 

1)  ^ 


für  wachsendes  n.    0£fenbar  hat  dieser  Ausdruck  die  Periode  Ä  und  es  genügt 
daher,  ihn  für  die  Werthe  zu  untersuchen,  wo  z  zwischen  0  und  Ä  liegt. 

Setzen  wir  z—a  =:^,  so  wird  dies  Integral: 


/(«-« ^^ dß. 

m A  _._    ff    ^ 


Kehmen  wir  an,  m  und  6  w&ren  gleichzeitig  positiv  oder  negativ,  und  beide  zwi- 
schen —  A  und  -j-A  liegend,  aber  nicht  mit  einem  dieser  Werthe  lutemmenCaUend, 
so  kann  man  setzen: 
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.6     ^^«i-f-i     p  an+i       p  2n+i  ph 

a  *^   a  ^     kA         ^   (A+i)^  ^      U 


2fi+l  2fl-f-l  *ifl4-1 

ik,  ib-{-l,  ft  +  2  •  •  •  '  "^i^d  ganse  Zahlen,   welche  so  beschaffen  sind,  dato  ir  das- 
jenige  Vielfache  von  ^ r    angibt,    welches   zunächst   grösser  als  a   ist,   und    l 

dasjenige,  welches  znn&cbs#' kleiner  als  6  ist. 

Denkt  man  sich  unter  jedes  Integral  als  Argument  die  GrOsse : 


f{%^ß)m ^  ^ 

.    nß 
sin  -~ 


dß 


geschrieben,  so  hat  offenbar  innerhalb  jeder  Theilintegration  der  Ausdruck 
sin^ — j-^  dasselbe  Zeichen.  Man  hat  also  för  das  Integral  den  Werth  zu 
setzen : 


*/ 


.te<Ü!±l)iffrfA 


wo  M  ein  gewisser  Werth  von  '-^* — ^^  ist,   in  welchem  ß  innerhalb  der  Grensen 

,    nß      ^ 
sm— 7 
A 

der  Integration  liegt.     (Dies  ist   offenbar   selbst  wenn  f{t—ß)  complex  ist,  der 

k^ A     (k'4-V\  A 
Fall.)    Seien  ^        ,  ^       /  -  die  Integrationsgrenzen,  so  erh&lt  man: 

(ä^l)^  f~*  "  *'-co.  »(i'+l)]  =  +  2  j^^, 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  wachsendem  «  .  der  Null  n&hert.  Gleidiee  findet  auch 
mit  dem  ersten  und  letzten  Integrale  statt,  welche  geringem  Werth  haben  als 
das  obige. 

Aus  unserm  Integrale  Terschwinden  also  alle  die  Theile,  worin  ß  einen  end- 
lichen Unterschied  von  —  ii,  -^A  oder  von  0  hat,  denn  alle  diese  können  in 
Grenzen  a  und  b  eingeschlossen  werden,  weldie  unsem  Bedingungen  genfigen. 
Es  war  aber  ß^z—a,  und  die  verschwindenden  Theile  entsprechen  lüso  den 
Werthen  von  «r,  die  einen  endlichen  Unterschied  von  z,  von  t-^A  oder  von  x—A 
haben,  worin  die  beiden  letztem  nicht  vorkommen,  da  t  zwischen  0  und  A  liegen 
BoU.    Man  kann  also  unser  Integral  vertauschen  mit: 


z—a 


f 


t+u  «11(211+1)  a-j 


*    '^  nun 


A 

wo  y  und  fjL  positive  und  beliebig  kleine  Zahlen  sind.    Sei  noch  «— zs  —  Jl,  solange 
a  kleiner  als  s  ist,  und  a — izz+l,  wenn  a  grösser  als  a  ist.    Man  erhftlt  dann: 

y  sin(2«+l)J        y  Bin(2*+l)J 

^    0  d„ü*  */    0 


.   nX 
sin-j-         ^    ^  Bin-j- 


In  diesem  Ausdracke  sind  aber  folgende  Aeudernngen  gestattet.    Zunftchst  kann 

man  y  unendlich  klein  nehmen,  und  dann  ist  es  gestattet,  sin  -j-  mit  -j-   zu   ver- 

tansdien.     Dann  kann  man,  wenn  f(i)  in  Funkt  s  oontinuirlich  ist,   ^(c  —  l)  und 
f{t'{'l)  als    constant   betrachten   und  ausserhalb   der   Integralzeichen  schreibea. 


f 


f. 


f 
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]>i«8  18t  aber  Belbft  dann  noeh  der  Fall,  A  haben  oder  nicht.     Immer  wird  das 
wenn   f(t)  m  t  diecontinuirlieh ,  Jedoch  _  ^       ,      .1       .....      ,     ^.  „ 
nicht  unendlich  ist,  immer  werden  einer-  Integral  mit  j-  multiplicirt  also  die  Fonr- 

seits  die  Werthe  /"(»-A),  die  kleiner  als  rier'sche  Beihe  f(z)  vorstellen,  wenn  z 

f(t)    sind,    «nd    anderseits    diejenigen  reell  ist  (oder  allgemeiner,   alle  Werthe 

/(s+A),  die  grösser  als  f(i)  sind ,    con-  annimmt,  welche  auf  einer  OA  oder  Oai 

tinuirlich  sein.    Bndlich  kann  man_die  parallelen    Graden   liegen),   so   lange  ^ 

Integrale,   nachdem  der  Factor  f(»4-A)  »wischen  0  und   A  ist.      Da   aber   die 

herausgerückt  ist,  also  i  Entwickclung  periodisch  ist,  so  .wird  für 

nk  z'=2+«i4,   wo   $  eine   ganze  Zahl   ist, 

sin(2»-f-l)-j-  ^Iq   Bejhe    wieder    ^(2)  geben.     Es   ist 

r dl,  also  für  alle  in  Frage  kommenden  Werthe 

mn^  ^^^  *   ^^^  Summe   der  Beihe  f(z)  be- 

A  stimmt  durch  die  Gleichungen : 
statt  in  den  Grenzen  0  und  y,  sogar  in  9^(2)  =/'(<)) 

den  Grenzen  0  und  go  nehmen,  denn  Ar  0<^       >i 

alle  Werthe  Ton  i,  jnrelche  einen  end-  \j<z<a., 

liehen  unterschied    von   0  haben,    ver-  y  (»)=./■(«— «il), 

schwindet  ja,    wie  wir  gesehen  haben,  ($-{-l)  A>z>tA. 

das  Integral.    Nun  ist  bekanntlich:  i?„  u.»    1  /  \  j-    r»    •  j      a 

^  Es  hat  also  9»  (2)  die  Fenode  A, 

9vahX  ^ ,  _.  ^  II)  Da  innerhalb  der  Grenzen  0  und 

Q        l         ~~  2*  -^  Avch  keinerlei  Stetigkeitsbedingungen 

in  Bezug  auf  f(a)  gegeben  sind,    so  ist 
wenn  h  positiv  ist,  also :  es   selbst  nicht  nöthig  ,  dass  ^(o)  inner- 

•    /o      i\  *^  ^^^   ^  '^    gerade  dieselbe  irgend  wie 

00  sin  (2n4-l)  ^  ^  gegebene  Function  vorstelle.     Es  kann 

■ dJL=  -5-,  z.  B.,  wenn : 

sin  2"  0<a<b<A 

,  ^  _.*  A     j      1   <\    1  j  u  ist,  von  0  bis  a  f(a)  irgend  eine  Func- 

und  comit  nnser  Aasdmck  1)  gleich:        ,5^;  ^^^-^  ,„^  J^^^\  ^^^  ^^,^  ^(„j^ 

^  tx/      i\_i  r/    I  IM  ^^^   ^^^   Ä   bis  it  eine  dritte  /(o)  vor- 

2  l/V.«-A;i-/^2+^;j.  steUen,  und  alle  diese  Bedingungen  kann 

Wird    mit   A    dividirt,    so    kommt   die  ""*  beliebigen  Discontinuitätsbedingun- 

Foumer'sche  Beihe   in  4)   oder  5)  des  f  ^    ""^J^'^J^     ^/x  "^'^   ^""^L  a^ 

vorigen  Abschnitts,   und  es  ist  somit  di-  ^'^^tJ.-I  ^'5-'.  T  ^*  /?'°''/.?^ir 

r«;t  bewiesen    dass  die  Summe  derselben  ^^^  Functionen  F(»),  ^(2),  x  W  geben, 

^ u^Ta^l\uT ^^ fU?Z^.h^^^  J«  nachdem    z  in  den  einen  oder  andern 

i?Jh^  lÄ    '         ^^  ^  Grenzen  enthalten  ist.     In   den  Discon- 

iien  ist,  oevagt.  tinuitatspunkten    aber    wird   der  Werth 

^|/(z-l)+/(s+^)].  der  Beihe  die  arithmetische  Mitte  beider 

l  ist  eine  verschwindend  kleine,  aber  Grenswerthe  geben,  welche  in  dem  be- 
positive Grösse.  Findet  also  Continnit&t  zeichneten  Funkt  stattfinden.  Ausser- 
statt, so  hat  man:  halb    der   Grenzen   0   und    A    ist    die 

f,      .V f/^,i\ f/^\  Summe    der    Beihe    dadurch   bestimmt, 

n*'-*')  —  rK*'i-^)  —  rKV9  d^g  dieselbe  periodisch  ist. 

und  die  Summe  der  Beihe  ist,  wie  im  Indessen  darf  die  Function  (f>(z)  im 
allgemeinen  Falle,  f(i).  Findet  Discon-  Allgemeinen  in  irgend  einem  Funkte 
tinnitftt  in  f(z)  statt,  so  sind  /"(i— i)  nicht  derart  unendlich  werden,  dass  das 
und  f(z-\-l)  die  beiden  Werthe,  welche  auf  eine  grade  Linie  zu  erstreckende 
in  t  sprungweise  aus  einander  hervor-  Integral  1)  bedeutungslos  wird.  Ist  aber 
gehen.  Die  Fourrier*sche  Beihe  hOrt  eine  der  Functionen  F(2),  ^(s),  x(ß} 
dann  nicht  auf  zu  convergiren,  gibt  aber  f^  einen  Punkt  bezüglich  zwischen  0 
die  arithmetische   Mitte. beider   Werthe.   und  a,  oder  a  und  6,  oder  b  und  A  so 

Diese  Betrachtungen  geben  höchst  beschaffen,  so  vermeidet  man  dies  da- 
wichtige  Aufschlflsse  fiber  die  Natur  un-  durch,  dass  man  annimmt,  die  Function 
serer  Beihe  fttr  den  betrachteten  Grenzfiül.   gtelle    in  dem  bezeichneten  Punkt   eine 

I)  Man  kann  in  dem  Integral  1)  die  andere  nicht  unendlich  werdende  Func- 
darin  vorkommende  Function  7  (a)ii'ner-  tion  vor,  ^(11),  wo  dann  der  unbestimmt 
halb  der  Grenaen  0  nnd  A  mit  jeder  werdende  Theil  des  Integrals  elimi- 
andem  identificiren,  sie  mOge  die  Periode  nirt  ist. 
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Die  obengemachten  Sehlfisse  lafsen  sieh  aber  anch  in  Beang  anf  die  Reibe 
2)  des  Torigen  Abschnittes  machen.  Identiileiit  man  darin  r  mit  dem  obern  Mo- 
dul,  wo  die   Function  aofhOrt,  continairlich  oder  eindeutig    zu  sein,  und    setzt 

ft=re    y  so  wird: 

^''•^     0  «=—00 

und  fUr  2;i=ii  stimmt  diese  Seihe  mit  der  hier  untersuchten  ttberein,  wo: 

r(re*»)  =  y.(.») 

gedacht  wird.    Hieraus  folgt  also: 

„In  der  Peripherie,  wo  z  aufhört,  eindeutig  und  continuirlich  su  sein,  gilt  die 
Entwickelnng  2)  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  r  der  Badins  dieser  Peripherie 
ist,  und  diejenigen  Discontinuit&ten ,  welche  f(i)  unendlich  machen,  eliminirt  wer- 
den, indem  man  f  durch  eine  beliebige  Function  ersetst.  Für  den  DiscontinuitJUs- 
punkt  stellt  dann  die  Entwickelnng  wieder  das  arithmetische  Mittel  beider  Ghrenz- 
werthe  dar."  * 

Da  nun  immer  eine  Entwickelnng  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen in  solchen  Peripherien  stattfindet,  so  kann  eben  darum  k^ino  Entwickelung 
nach  positiven  Potenzen  allein  stattfinden,  die  Madaurin^sche  Reihe  also  ist  auf 
der  Peripherie  des  Grentkreises  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar.  Nur  einzelne 
Werthe  des  Arguments  &  können  mögBdierweise  eine  Ausnahme  machen,  indem 
für  eine  solche  beide  Reihen  übereinstimmen. 

Wir  wollen  hierzu  ein  Beispiel  geben. 

Greben  wir  zunächst  der  Function  die  Periode  2/r,  so  ist  in  Formel  5)  des 
vorigen  Abschnittes: 

B 

^(»)=-^-f-i?^cos«+Ä,cos2*+  •  .  ., 

+C\sin«+f'ssin2«4-  .  •  ., 

1  r'^^ 


1  r-^ 

C= — /       B\nsttf(ti)da. 


Kehmen  wir  femer  an,  die  Function  f(z)  mOge  in  den  Grenzen  0  und  n  einer 
andern  q(z),  und  zwischen  n  und  2n  dadurch  bestimmt  werden,  dass  in  diesen 
Grenzen : 

/•(2)  =  y.(27f-z) 
sei.    Offenbar  ist  dann: 

B  z=. —  #       ^OB$aii'{ct)da-{ —  I      cos««y'(2ii— «)  da^ 

'        ^J     0  ^    '     71 

1   r^  1  r^^ 

C  = —  1      8insa«(«)<i«H —  /      sin«ay(2ff  — a)d«. 

Setzt  man  in  B^  und  C  in  den  zweiten  Integralen  2/r — «=/}»  so  nehmen  diese 
bezüglich  die  Gestalt  an: 

\  r^  1  /•" 

—  I       coa  sß(f(ß)dß, 1       8mtß^(ß)dß. 

Es  werden  sich  also  in  C^  beide  Theile  heben,  also  sein: 

C,=0, 
dagegen  in  B^  addiren,    und  man  hat  für  alle  Werthe  von  t  iwiscfaen  0  und  n: 


2  r' 


Stellt  mu  dagegen  die  Bedingnng,  das«  cwiBchen  0  und  n  : 

«»)  =  »(»). 
iwischen  n  nsd  2n: 

tei,   10   weiden   alle  B    vericliwindeD,   und  mu  hat,  wenn  t  iwiachen  0  und  n 

Uegt: 

8)  7(»)=C,iiD*+C,ain2i+  .  .  ., 


■r-U? 


««»W-fc 


AnateHiBlb  der  Orentea  0  und  n  iit  dec  Wertli  der  Beihe  ToUatlndig  beitimmt 
durch  die  gegebenen  Bedingungen,  nnd  durch  den  tTmitand ,  daaa  lie  die  Feriod« 
3]«  bat.  El  kann  aber  innerhall)  der  Grenzen  0  nnd  n  die  Function  if.{i.)  noch 
beliebig  beitinunt  werden.  —  Bei  a.  B.  Fignr  ABCD  (Fig.  81)  ein  Trapei,  die 
Winkel   bei  A   und  B   untereinander   beide  gleich  ib*,   die  Projectionen  AE  nnd 

Fig.  81. 


BF  Jon  AC  und  BD  auf  di«  Ontodlinie  aoilcn  beide  gleich  a  aein,  nad  der  Linie 
AB  gebe»  wir  dar  Einfaehbait  wagen  die  Länge  w.  £a  iat  dann ,  wenn  wir  A 
ala  AnfangtpMBkt  der  CoordinataB.  AB  al«  Abacluenaxe  betrachten ,  die  Ordinate 
jedet  Pnnktea  der  gebrochenen  Linie  ACDB  offenbar  eine  Fnaction  ^(z)  der 
Abidiie  X,  welche  Tolgenden  Bedingungen  nnteivrorfea  ist. 

Für  0<*<a  i«  tf(,x)  =  x,  da  tg«i»  =  l  iat, 

jQi  ()<«<:»—<:        tf(x)=M, 

Ittr  n— o<i<:n  iat  7(*)  =  i*— «. 

Hau   kann  ata«  f  (x)  naeh  Beihe  8)  entwickeln,   4a  der  Veiianf  Ton  if-(x)  wHl- 

kArlich  iat,  wenn  x  gröaser  ala  n  wird.    Wir  bah«: 

2    /•*                            2    /**                       2    /»'•~* 
C  =— /      mf«y(a)<<a= —  f      «ainM^H /         aaiaiad» 

+1/"     (»-«)ahi.«*.. 


bn  letiten  Integrale  letien  wir  n—a^ß,  nnd  erhalten: 

2    /■" 

±-^/      ßün»ßdß, 
"  J   0 


4    /•" 

n  J    0 
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geben,  im  letztem  heben  sie  sich.   Das  mittlere  Integral  gibt: 

—  [coB  ««—COS  «  (« — a)] = —  cos  sa, 

in  ^        '"'    sn 

wenn  $  ungrade  ist,  und  Null,  wenn  s  grade  ist.  —  Aus  der  Reihe: 

y  (x)  =  Ci  sin  *+C,  sin  2a:+  C,  sin  Sx+  ,  .  . 

fallen    also  die   mit  graden  Vielfachen    der  Sinns  behafteten  Glieder  ganz   weg. 
Man  hat  nun: 

y,            «              ,    r cos  sa  j          acoBsa  ,   sin  ta 
a  sin  ta  da zz cos  «a+l  »«= . 
a                 ß        t                       «               «»     ' 

oder    wenn    man    das    Integral    in    den    Grenzen    0    und    a    nimmt    und    mit 

4        ,  .  ,.  .        4  /sin sa      acos«a\         .     ,.         .     ,        •„     .      , 

—  multiplicirt :  —  I — ^ I,  und    dies  mit  dem  Werthe  des  mittleren 

Integrals  vereim'gt,  gibt  für  ungrade  s: 

C  = — r  Bin  sa. 

«       TT»* 

Es  wird  also  die  Ordinate  y(x)  vorgestellt  durch  die  Reihe: 

.  .       4  .  .               ,  sindasrndj:  .  sin5asin&p  ,  sin 7a sin 7a; 
y'(*)  =  ~(«n«"n«+ g5 4- -^^ + ^- +  .  ..). 

Setzt  man  noch  a  =  -^,  wo  sich  dann  das  Trapez  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

yerwandelt,  so  hat  man: 

,  .     4  ^ .         sind«  ,  tin&B  . 

V(x)=-(sm« — 3i-  +  -5i .  .  .)• 

Die  Fourrier'schen  Reihen  sind  zuerst  schaft,  fttr  «=a  discontinuirlich  zu  wor- 
in  Bezug   auf  reelle  Werthe  der  Varia*  den ,   ohne  dass   a   ein   Windungspunkt 
blen    in    Anwendung    gekommen,    und  ist,   so   lässt  sich,  wenn  man  Punkt  « 
zwar     bei     Gelegenheit    des     Problems  mit  einem   beliebig   kleinen  Kreise  um- 
der     schwingenden     Saite     durch     La-  gibt,  zwischen  der  Peripherie  dieses  Krei- 
grange,     obgleich    Euler    diese   Reihen  ses  und  derjenigen  concentrischen,  welche 
schon   kannte.      Ihre   hohe   Wichtigkeit  durch    die  a  nächste  Disoontinuit&t  oder 
für  den  Zweck,  willkflrliche  und  discon-  Mehrdeutigkeit  geht,  die  Function : 
tinuirliche      Functionen      auszudrücken,  /(x)  =:/(«+ v) 
wurde    zuerst   vollständig  von   Fonrrier  ,                         .., 
erkannt  iilUorie  analyiigue  de  ekaieur),  5,**^**    «*«»*«»    positiven    und    negativen 
Die  Convergenz    der  Reihen  flir  reelle  ^?*e»*en  von  «=«-«  entwickeln,   wie 
Variablen  bewies  zuerst  Dirichlet(Crelle'8  ^I,K^«»«n  nahen. 
Journal,  Bd.  4).     Ihre  grosse  Wichtig-  **  "*  ^^' 

keitfür  die  Theorie  der  complexen  Va-  /■(*)=«o+«i(*-«)+«a  («-«)*+  •  •  .. 

riabien    ist    in    der  neuesten  Zeit  erst  l             l 

völlig  erkannt  worden.  -| i — i 1 l  ,  ,  . 

x—tt     (x — a)^ 

Noch  bemerken   wir,    dass   sich  eine  Die  Ooefficienten  dieser  Entwickelung 

zweite  Entwickelung  nach  Potenzen  von  sind  Abschnitt  17)    gegeben.     Da    der 

/^*  analog   der    zweiten    im    vorigen  ®"^  «  umgebende  Kreis  beliebig  klein 

Absdinitte  finden  Iftsst.  ^^^^  kann,    so  gilt  diese  Entwickelung 

für  alle  Werthe  von  x,  welche  im  iwei- 

19)    Grundzflge  der  Residuen-  ten  Kreise    liegen.     Es    lässt  sich  nun 

rechnnng.  folgender  Satz  beweisen. 

Wir    haben  noch    eine   Entwickelung  ^    ^*  die  Discontinuität  in  f(x)J^r 

zu  geben,  welche  aUe  eindeutigen  Func-  *rf  «"*•'  Gattang,  so  ist  in  der  Bnt- 

tionen  in  einer  nicht  von  Gebiet  zu  Ge-  Y'*^*®i'*°«^  °*^^  Potenzen  von  x-  a  die 

biet  wechselnden  Entwickelung  darstellt.  Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  von 

Es  sind  dazu  jedoch  noch  einige  andere  *-«    behafteten   GUeder    immer    eme 

Betrachtungen    nöthig ,    welche  die   von  ®"™"®;            ,.  ,    .     .     ,,          «'  n 

Cauchy   so    genannte  Residuenrechnung  Offenbar  n&mlich  ist  in  diesem  Falle : 

bilden.  ^    _.  q 

Hat    eine  Function  fix)    die    Eigen-  f(«)^  ' 
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und  bleibt  continiiirlich.     Man  kann  daher  in  den  angegebenen  Grensen 

f(a) 
nach  positiven  Potenzen  von  (x—a)  entwickeln,  also: 

Wegen: 

1       ^ 

fw 

wird  aber  <i«=:0.  Es  kann  ausserdem  noch  eine  beliebige  Anzahl  der  Goefificien- 
ten  a^f  a,  •  .  .  verschwinden.    Wir  nehmen  daher  an,  dass  a    der  erste  sei,  wo 

dies  nicht  stattfinde,  and  erhalten: 

^=«,(*— )*  + V,(*-«)"^'+  •  •  •. 

n*)= ; rrr - 

Id  diesem  Falle  Migt  nwa  andi: 

,/(r)  habe  in  Fankt  a  eine  Unendlichkeit  ron  der  «ten  Ordnung." 
Es  ist  dwin: 

and  ^(x)  ist  eine  Fanction,  die  fttr  «=«  oontinatrlich  bleibt  und  nicht  Nall  wird. 
Bian  kann  also  setzen: 

woran«  sich  ergibt: 

1)       /'(^)=_*i-  + — ^i  +  -  •  •+^H+^+t  ('-«>' 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Zur  Bestimmang  der  Ghrössen  h  hat  man  dann  die  Gleichungen: 

2)  y(*)=(*-«)V(*).   ^ 

„Eine  Unendlichkeit  <ter  Ordnung  der  Function  f(v)  in  Funkt  a  kann  man 

also  als  eine  solche  definiren,  die  so  beschaffen  ist,  dass  {x^f(f  für  x=:a  conti- 
tinulrlich  und  von  Null  verschieden  ist.^* 

Bei  Discontinuit&ten  zweiter  Gattung  findet  selbstverständlich  keine  solche 
Grenze  in  der  Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  behafteten  Glieder  statt ;  die 
Beihe  geht  ins  Unendliche. 

„In  jedem  Falle  nennt  man  den  CoeMcienten  von in  der  Entwickelnng 

X — a 

von  f(^x)  das  Besiduum  von  f(x)  f&r Tunkt  a." 

Die  Bezeichnung  dafür  soll  sein: 

BeBj(x). 

»Unter: 

^Bes/(ar} 

verstehen  wir  die  Summe  aller  Besiduen,  welche  den  Discontinuit&ten  von  «, 
ff,  /9  •  .  •  im  ganzen  Baume  oder  innerhalb  eines  angegebenen  Gebietes  ent- 
sprechen.** 

Bei  euier  Discontinuit&t  ster  Ordnung  von  f(x)  ist  also  das  Besiduum: 
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oder: 

und: 

9(x)=(x-a)V(*). 

Sei  jetzt  a  wieder  eine  beliebige  Diecontinoität,  jedoch  keine  Mehrdeatigkeit  Ton 
^(«),  und  untersuchen  wir  das  Integral: 


/ 


welches  sich  erstrecken  soll  über  eine  einfache  geschlossene  Cnrve  A ,  welche  a 
umgibt  und  keinen  zweiten  critischen  Punkt  enthalt.  Man  kann  dann,  da  Ar 
alle  diese  Bedingung  erfülleaden  Umfange  der  Werth  des  Integrals  derselbe  ist, 
demselben  die  Peripherie  eines  Kreises  sobstitniren,  dessen  Mitteilpunkt  a  und  dessen 
Radius  beliebig  klein  ist.  Man  hat  dann  als  Werth  des  Integrals,  wenn  p  der 
Badius  ist:  ^ 


'/■ 


f(«+^«^*)^«^<iy. 


wo  also: 


ist.    Führt  man  die  Integration  am,  so  j-    «    .^                            ,  .           ... 

sieht  man  leicht,  dass  aUe  Glieder,  welche  *"*  Besidnensnmme  aasgedehnt  auf  alle 

nicht  Ä.  entsprechen,  also  mit  Potent  T^ihtTX^T  v°°'**""'  ,. 

•  Lieicht  ergibt  sich  bieraos  a«ch: 

von  e^    behaftet  sind,  Integrale  geben,  IV.     Erstrecken     sich    die   Integrale 

die  lÄr  0  und  2n  gleich   werden,  also  /-{A)              ^(Ä) 

verschwinden,    mnd    es    bleibt  nur    der  /      /(A)rfA,    /      f(k)dX  Aber  «wei  ge- 

2^  schlossene  einlache  Ourven  derart,   dass 

iT    B  dK,^2wiB  Curve  B  vonCurvcii  ganz  umschlossen 

J   0     *                  *  wird ;  sind  ferner  in  dem  Ringe  swisdien 

l^l^rj»  ^  °^  -^  ^^^  Discontinuit&ten,  die  nicht 

U.'  Der  Werth  des  Integrales:  mehrfache  Punkte  sind,  vorhanden,   so 

ausgedehnt  über  eine  den   Diseontinni-  .^^ 

tätspunkt  «,  der  jedoch  kein  mehrfacher  C     4fn\ji^o    •   *  u 

Punkt  ist,  umgebende  geschlossene  Corve,  ^J      '  W  «A+^« »  **  »es  f{x). 

welche  keinen  zweiten  critischen  Punkt  r\'^  -o^  'a  ^                    *.     i  ^    •  v  -v 

enthalt,  ist  gleich  2„iKes^^(.).  f^  "^J^^TTZ^T^^t  Z 

Möge  aber  jetzt  eine  ein  fache  ge»  oomwnitftten. 
schlossene  Curve  mehrere  Diseontinni-  Diese  wichtigen  Sätze  geben  unter 
täten  umschliessen ,  so  wird  der  Werth  Anderm  Methoden  zur  Beredinimg  be- 
des  über  sie  zu  erstreckenden  Integrals  stimmter  Integrale.  (Vergleiche  den  Ar- 
gleich  dem  der  Summe  derjenigen  Inte-  tikel:  Quadratur,  analytische, Abschnitt 42). 
grale  sein,  welche  sich  über  Curven  er-  Es  sollen  hier  einige  andere  Anwen- 
strecken,  die  von  der  ersten  umschlossen  dangen  dieser  wichtigen  Theorie  folgen, 
sind,  und  jede  einen  Discontinnitätspunkt  Selbstverständlich  kann  die  Function 
umgeben,  also :  ^(^j  ^^^^i  rational  und  endUch  sein.    Sei 

m.    Erstreckt  sich  /      f(l)di  über  demnach  gegeben  ^^-j^L    wo  9»  und  ^ 

eine  einfache  Curve,    die  mehrere  Dis-  Polynome  bezüglich  vom  mten  und  nten 

continnitftten  nmschliesst,  so  ist:  Grade  sind.    Jeder  Wurzel  der  Gleidrang 
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^(«)=:0  «ntipricht  dann  ein  Residmank    Die  Ansahl  derselben  ist  aber  der  An- 

aabl  der  nngleicfaen  Worieln  gleich,  also  nur  ii,  wenn  diese  Wurzeln  alle  ungleich 

sind.    Die  Samme  der  allen  Wurzeln  entsprechenden  Besidnen  ist  nun  offenbar 

1    /•(^)ff  (ji) 
2r—  /       -^-TTsäX  erstreckt  auf  eine  Cnnre,  die   alle  Wurzeln   Yon  ^(x)=zO  ein- 

1  1   /Wy("~")*'^ 

^^  echliesst:  machen  wir  die  Substitution  Jl= — ,  so  kommt:  vr—,  I     ^Vt-t«  er- 

streckt  auf  eine  Gurre,  die  den  Punkt  ^=0  allein  umgibt,  für  die  also  auch  ein 
Kreis   mit  abnehmendem  Radius  substituirt  werden  kann.    Ist  nun  m  kleiner  als 
^lek  M,  so  hat  man,  wenn  man  n^m+A  setzt: 


f 


i 


1^+"'^-} 


Ä- 

'm+h 


wenn  man,  wie  für  abnehmendes  fji  immer  geschehen  kann,  den  Bruch  in  eine 
Reihe  entwickelt,  also  wenn  man  statt  der  Gurre  B  einen  Kreis  mit  abnehmen- 
dem Radius  r  nimmt,  nnd  demgem&ss  die  hohem  Potenzen  von  r  yemachlftssigt: 

ein  Aufdruck,  weldier  verschwindet,  wenn  h  grösser  als  1  ist,  und  für  A=l 
ftbergelit  in  r .    Also: 

V.    Die  Summe  aller  Residuen  des  Bruches  ^y-^  ist  gleich  Null,  wenn  ^  (x) 

ein  Polynom  ist,  das  um  mehr  als  einen  Grad  hoher  als  (f-  (x)  ist.  Die  Residuen- 
summe ist  gleiok  dem  Yerhiltniss  des  GoefAcienten  der  höchsten  Potenz  von  <f.(x) 
zu  dem  der  höchsten  Ton  yß{x) ,  wenn  letzteres  um  einen  Ghrad  höher  ist  als 
ersteres. 

Nach  Vormel  8)  ist  noch,  wenn  m  eine  «fache  Wurzel  der  Gleichung 
^(«)s=0  ist: 

''^  «  ^(*)     1-2. ..<«-!) ^«-i  ^     ^(x)      / 

wo  nach  dem  Differenziiren  «=«  zu  setzen  ist.    Pür  5=1  ist  noch: 
6a)  Res     ^(jÖ  =,  (^-'^) ^ W  =  .^W , 

^  «  v>(«)        V'W        v-'C«) 

Da  n&mlich  ZAhler  und  Nenner  Null  werden ,  kann  man  dafür  ihre  Differenzial- 
quotienten  fEbr  den  Werth  x^sa  substituiren. 

Einer  der  Hauptrortheile  der  Residuenrechnung  ist  der,  dass  sie  oft  dann  all- 
gemeine Ausdrücke  gibt  für  Formeln,  deren  Beschaffenheit  sich  ändert,  je  nach- 
dem gewisse  Gleichungen  mehr  oder  weniger  gleiche  Wurzeln  haben. 

wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  die  Theorie  der  linearen 
Differensalgleidiungen  betrifft,  und  zwar  stellen  wir  uns  eine  ganz  allgemeine 
Aufgabe. 
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20)  Digression  anf  die  linearen  Differensialgleichnngen. 

„Ein  beliebiges  System  linearer  Differenzialgleichnngen  ist  gegeben.  Es 
sollen  allgemeine-  Ausdrücke  für  die  Integrale  gefdnden  werden,  welche  gegebenen 
Anfangsbedingungen  geniigen/* 

Bekanntlich  hängt  die  Gestalt  der  Integrale  bei  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methode  von  der  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln  einer*  algebraischen  Qleichnng  ab. 

Sei: 


1) 


^«^'W')xo+«  «..+  .  .  .+««^.,*,_^=0 


das  Symbol  für  die  n  Gleichungen ;  die  &  und  a  sind  beliebige  Gonstanten  und  inr  » 
sind  alle  Werthe  von  0  bis  n— 1  zu  setzen. 
Sei  ferner: 

2) 

Setzen  wir: 

3) 


*,=  {,    fttr    1=0. 


wo  7>«,  (pi  .  .  .  zu  bestimmende  Functionen  von  u  sind,  und  die  Grenzen  der 
Integration  nachher  festgestellt  werden  sollen.  Durch  Einsetzen  von  3)  in  1)  er- 
hftlt  man: 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  das  Integral  sich  über  eine  geschlossene 
Curve  erstreckt,   und   das  Argument  eine  beliebige  ganze  Function  von  v,   also, 

da  e  immer  den  Charakter  einer  solchen  hat,  wenn  z.  B.  der  Ausdruck  in  der 
Klammer  eine  Constante  ist.    Dies  führt  zu  den  Gleichungen : 

wo  die  Grossen  c  sn  bestimmende  Constenten  sind.  Ans  diesen  Gleichangen 
ergibt  sich  sogleich  dnrch  Elimination: 


5) 


»,(")  = 


a«/») 


da 


(1) 


•  +«»_ 


$ 


A(») 


wenn  man  setzt: 


6)   A(«)  = 


-^'\  ^S'\  «/*)  +  ^(*>u  .  .  .  a«  ^^ 


(«-0   -  («-0   -(»-0 


a 


.   «j 


•  a 


fi— 1 


(«-0+6(*-0 


Um  die  Grössen  c^,  Ct^  ...  c^ ^  zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Integral  in  3) 

über  eine  Cunre  ausdehnen,  welche  alle  Dlscontinaitiiten,   d.  h.  alle  Wnrseln  der 
Gleichung    A(tt)  =  0   einschliesst.    Bemerken  wir  dann,  dass  Ton  den   QrGssen 
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— 7\  ^^  ^^^  ^^  zweiten  Ordnung  sind,  wo  $  und  I  yenchieden,  daM  dagegen 
— 7^  Ton  der  »—Iten  Ordnung  igt,  bo  sieht  man  nach  demamBnde  des  Yorigen 

Abschnittes  Gesagten,  dass  fftr  (=:0  sich  x    redncirt  auf  den  Ausdruck  r-*      £s 

s 
ist  nimlich  k^  6|  .  .  .  ^^_  ^  ^s+  i  *  *  '  ^n—t  ^^'^  Coefficient  der  höchsten  Po- 


tenzen  Yon    — >f,  b^  b.   •  .  ,  b^     .    der  der  höchsten  Potenz  yon  A(«)s    das 
da  W 


Verhaltniss  beider  also  r-.    Den  geg^enen  Anfangsbedingungen  wird  also  ge- 
nflgt,  wenn  man  setzt: 

und  somit  ist: 

^  «      2/iiJ  A(ii) 

das  Integral   auf  eine    geschlossene  Curve    bezogen,    welche   alle  Wurzeln  der 
Gleichung  A(ti)=0  umgibt,  oder  was  dasselbe  ist: 

7.) 


X   =^Be8 


A(«) 


Dies«  Foratel  wll  noch  fllr  den  Fall  sp«eialiwrt  werden,  dne«  eine  Gleidmog  Mter 
Ordnung  gegeben  ist    Diecelbe  wi: 


Sie  ist  identisch  mit  dem  System: 


lia; 


d!« 


dt 


=0. 


In  den  Gleichungen  7)  und  7a)  kommt  es  dann  nur  auf  den  Werth  x^  =x^  an. 

Femer  ist,  wenn  s  ungleich  »—1  ist,  a  ^*^=0  wenn  p  ungleidi  s+1  ist,  und 

«^*^,^l=— 1,   *,=!,  aber   aj^^^^=:a  ,     Ä^*"*)«*;  dann  ergibt  sich: 

M,  —1,  00  ...  0,  0 
(^  «,  — 1,  0  .  .  .  0,  0 
0,  t),  H,  — 1  .  .  .  Oi  0 


A(f)  = 


0,  00,  0  ...  «,  —  1 


•o>   *l>   «t>    «• 


... 


«— s'  «— 1 


+6i« 
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•der: 


A(ii)=Äii*+«^_j»"     *+«^_,»*     *+   .  .  .  +a4ii+rto 


Die  ünterdetermiiiaiiteii  nelimeB  ebenfidls  ohm  eittliMAiere  Form  «i.    Bi 
sich  nämlich  sehr  leicht: 


ergibt 


*«.(*-'>      I  %-»'•«-!+*• 


«.  -1,0 
0,  «,  -1 


%-3'%- 2' "«-!  +  *• 


='*»»+«„_,«+«V,_2. 


=  **•+•«-,«'+%_,«•+•._; 


Das  Gesets  des 
erh&lt  auf  diese  Weise: 


dieser  Ansdrftcke  ist  leicht  ersicbtÜGfa,    Bian 


T  t  h    ^^W- Äff 


»    '+ll»*  >. . .  +*«-l) 


Jl— » 


«~3 


Diesem  Werthe  lässt  sich  ein  l^aemer  symbolischer  Ausdruck  geben.    Vertauscht 
mag  nümlich  die  Index  der  |  mit  Exponenten,  so  kommt: 


Es  ist  also: 
8) 


-»+'»«_i(»"~  -f       )+  •  •  •  +«.(••-«•) 


i**«B**MMtaM*B 


•-{ 


Iffach  der  Entwiokelnng  von 


AW-Att) 


»-I 


nach   ganaen  Fotensen  von  {  sind  die 


Exponenten  mit  Indices  zu  vertauschen. 

Die  Formel  8)  wollen  wir  aber  noch  auf  den  Fall  ausdehnen ,   wo  die  Diffe- 
rensialgleiebnag  ein  von  x  nnabhingiges  Glied  enthält,  also  die  Form  hat: 


dt 


dt 


Setsen  wir  zunächst  ungleiche  WwTEeln  verans,  und  sei : 

so  können  die  Grössen  e^,  e^  .  ,  »  o      4  als  willkürliche  Constanten  betrachtet, 

und  der  Variation  der  Constanten  unterzogen  werden.    Dies  ftthrt  zu  den  Glei- 
efaungent 


de      u  i  4c      «  *  ^^^^    ^J 

p  dt  *        p   p  dt  p  p  dt 


de      u  t 
p  p  dt 


worai«  sich  leicht  ergibt: 


=Ä^  /''^'^ 


-u  t 
P 


Soll  Oa  1=0  sein: 


e  zz     r.    .    I  nti^     "  dt. 


dx  d*x 


80  18t  offenbar  das  Integral  in  den  Grenzen  0  iwd  i  an  nehmen,   daw  aber  der 

constante  Werth  von  e    in  addiren,  wie  er  sich  Yor  der  Variation  der  Ceartaaten 

p 

ergab,  also  mit  Berüeksichtignng  des  WaKhes  der  HesidiWBenomie  (6  a  des  *n>ri- 
gen  Abschnittes): 

Der  Werth  Ten  m  lerftUt   dann  in  swei  Theile,  deren  einer  das  Integralzeichen 
enthalt,  der  andere  aber  wie  8)  ist,  also : 


oder: 


d.  h.: 

jiC   A(n)-A(g) 

*    i^l 

9a)  jps^Bes 


A(«) 

Um  den  Beweis  für  diese  Formel  zn  fahren,  wenn  nicht  alle  Wurzeln  von  A(m)=0 
ungleich  sind,  bemerke  man,  dass  fUr  f=0  das  Integral  in  9a)  verschwindet^ 
also  derselbe  Ausdruck  wie  in  8)  erscheint,  und  somit  die  Anfangsbedingungen 
verifidrt  sind.  Die  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  aber  wird  noch  erfüllt, 
wie  man  leicht  durch  Einsetzen  des  Ausdruckes  9)  in  dieselbe  ersieht. 

21)  Allgemeingfiltige  Entwlckelung  der  eindeutigenFunctio- 
nen  in  Beihen,  welche  Fartialbrüche  enthalten. 

Die  Formel    4)    des   Abschnittes    19)   wird    angewandt    auf  die    Function 
f(l) 
j-~-,  wo  f(l)  eindeutig  ist.    Man  sieht,  da  sich  ausser  den  Discontinuitaten  von 

f(k)  in  dieser  Function  noch  diejenige  befindet,  welche  l=*  entspricht,  wenn 
Funkt  s  innerhalb  der  Curve  A  liegt,  und  da: 


fm^=2.iM 


für  die  8  umgebende  Cnr?e  ist,  wie  schon  in  den  früheren  Abschnitten  gezeigt 
wurde,  so  hat  man:  ' 
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oder     =  0, 
je  nachdem  Punkt   s    innerhalb    oder   ausserhalb   des  von  Ä  begrenzten  Baumes 
liegt,  —  Die  Residuensummc  geht  auf  alle  von  A  umschlossenen  Discontinuitaten 

von  f(u).  Diese  Summe  ist  positiv  genommen,  da  man  statt  ^^^,  ^-^  ge- 
schrieben hat,  wodurch  die  Function  und  offenbar  auch  die  Residuen  derselben 
das  Zeichen  ändern. 

Lässt  man  die  Curve  A  sich  ins  Unendlishe  ausdehnen,  so  ist  die  linke  Seite 
immer  für  jedes  «  gleich  f(z),  also: 

»— M       2ntJ  i-i 

die  Summe  auf  alle  Discontinuit&ten  von  1 

/(»)  erstreckt  ?  =  — ,*=— V 

Beschäftigen  wir  uns  jetit  noch  mit 
dem  zweiten  Gliede  rechts.  —  Da  A  im-   "*^  *"®- 
mer  grösser  als  s  ist,  so  kann  man :  _       1 

^-z       A  ^  "^X  "^A«  ■'■  •  '  '^        Dies   ist   die  Gleichung  von  B.    Es  ist 

setzen,  und   dies   Glied  gibt   also  eine   *^®'' 

nach  positiven  Potenzen  geordnete  Reihe.  F  (-  ^  +  2«  ti)  =  F{-&% 

^«?v«^^L!^^'i**AK'''l.^.^*^'l^'^^  »l«o    ^»«    Curve    ebenfalls    geschlossen. 

S^DliinlÄif  ^  ^^^^^^^^^  ''"1"''"  I^"^«'  ^  <J"  entgegengesetete  Zeichen 

sitW    wofr«1^^^  ^<>°  V   ^^^^  »o  fi°*^^  <?e  Windung  von 

ifl«?«  « J.1h!«  ^^^  Unendlichkeitspunkt  ß,    luo    die   Bichtung  der  Intention 

allem  emschliess     oder  genauer  gesagt,  .^  entgegengesetzten  Sinne  von  A  statt. 

ma»  kann  in  f^^  P^  dk  iÄr  JL  setzen  ^*°  ^^^  ^^^'  ^^^^^  ™*^  ^^^^®  ^^^' 
J  k—z  grationen    im    gleichen  Sinne  vollzieht, 

1        j  j     ,  ..    .     ■,,  setzen: 

■— ,  und  da  l  bis  ins  Unendliche  wächst,  ^  ^  . 

wird    (JL   unendlich  klein  werden.     Man         r^A)  fn)  A^)^\u}^^ 


erhält  auf  diese  Weise : 


/-m«,/ 


/^a-»/<)' 


.ßy^     fl — I  indem  man  mit  der  ümkehrung  der  In- 

—  /*             ^^^     ^  tegrationsrichtung  das Minuszeidien com- 

J          /4(1— 4^)^*            *  pensirt. 

n  A'             r%                  „  I«*  die  Curve  A  ein  Kreis,  so  ist  auch 

wo  B  die  neue  Curve  vorstellt.  ß   ein  solcher   (vergleiche  Abschnitt  4). 

Was   die  Gleichung  dieser  Curve  an-  Man  darf  aber  nicht  schliessen,  dass  man 

betrifft,  so  lässt  sie  sich  leicht  aus  der  immer   fdr  A  und  B  jede  beliebige  ge- 

von  A   ableiten.     Denn  wie   auch  letz-  schlössen e   (bezfiglich    unendlich   grosse 

tere  beschaffen  sei,   so  lässt  sich  setzen:  und  unendlich  kleine)  Curve  A'  und  B^ 

2  setzen  kOnne. 

3  =  re'^  ,    r  =  F(7),  Es  sind  hierbei  nämlich  zwei  Fälle  zu 

wo  z  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  unterscheiden : 

ist,  und  g,  von  0  bis  2/r,  wenn  sie  ein-  ^   /"(*)  "*  ^^^  J«^««  unendliche  s  dis- 

«!2L^''"?^''°4  i''^V''?  ^^^'  ^^^'^  ^  continuirlich,    wie    dies    z.  B.    bis  1 

nehmen  ist     Jedenfalls  ist  dann :  n 

F{tf±2nn)  =  F(y).  der  Fall  ist. 

Dies  ist  die  Bedingung,  dass  die  Curve  ^  A«)  «*  ^^^  ^^  gewisse  Werthe 

geschlossen    sei.      Fttr   B   ist    nun    zu  ^^^   *  discontinuirlich.     Z.  B.  bei  tgt 

*•*■*"•  ist  dies  der  Fall,  wenn  »=?^  n,  und 

«  =  —  =C^)  s=x  genommen  wird;  fär  jedes  andere 

*  unendliche  z  aber  findet  noch  Continni- 

wo:  tat  statt. 
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Besch&ftigen  wir  una  mit  dem  letste-  gleich  beide  Entwickelnngon  convergiren. 

ren  Falle  suerst.    Dann  ist  die  Annahme  BCan  sagt  dann  gewöhnlich,  wiewohl  mit 

eines    Unendllchkeitspnnktes     eigentlich  Unrecht,  dass  die  Entwickelnng  yon  der 

gar  nicht  gestattet.     Lässt  man   Curve  Anordnung  abhänge.    Sie   hängt  in  der 

A  sich  in  Ä'  ändern,  so  befinden  sich  That  von  den  Qliedem  selbst  ab,  die 

»wischen   beiden   Discontinuitäten,    und  nicht  alle  übereinstimmen, 

damit  eine  Curve  für  die  andere  gesetst  Finde  jetzt  Fall  I.  statt     Da  f(i)  Ar 

werden  kann,  ist  es  nicht  allein  nöthig,  jedes  unendliche   z    discontinuirlich   ist, 

dass   das  Residuum    einer  jeden  ei  nzel-  j,   .  ^      ..    ^/1\--          r^  ,, 

nen  davon  in  Gleichung  1),  sondern  dass  ^^  ^^"^^^  "»*  t\—)  «Ir  «=0  dies  statt, 

auch    die   Summen  aller  sich   der   Null  jede  abnehmende  Curve  B  oder  ß'    die 

nähern.    Was  die  Curve  B  anbetrifft,  so  „=o   umgibt,    schliesst  also  nur  einen 

werden    sich    die    Discontinuitäten    von  Discontinuitätspunkt,  den  ünendlichkeits- 

/•(») =/'(!)  im  Punkte  «  gleich  0  mit  PJ>*»^*>  «!»'  »»«^  ^•«  Vertauschen  beider 

'  ^  "^       \ « /  Cnrven  ist  gestattet.    Also  immer,  wenn 

annehmender  Dichtigkeit  schaaren.  Fall  II.  gilt,  kOnnen  wir   fär  B  einen 

Um  bei  diesem  wichtigen  Gegenstande  ^f^   setzen,    dessen   Kadins  abnimmt, 

noch    einen    Augenblick    zu    verweilen»  ^^  «■  "^  ^^  Integral: 

denken   wir   uns   ftkr  A  einen  Kreis  mit  f{^\ 

zunehmendem  Radius,  und  die  darin  ent-  ]^     /  (fi)    /  Vit) 

haltenen  Discontinuitäten  etwa  nach  con-  9~'J  n  — ^  ^^ 

centrischen    Kreisen    geordnet,     in    die  '           ^^^      '^z 

Summe  in  1)  aufgenommen.     Anderer-  anf  denselben  auszudehnen.    Der  Wertli 

seits  sei  A'  ein  Parallelogramm  mit  zu-  dieses  Integrals  ist: 
nehmenden  Seiten,  und  die  Discontinui- 
täten innerhalb  desselben  etwa  einer  Seite 

parallel    geordnet.      Da   nun  Parallelo-  Res 
gramm  und  Kreis  sieh  nicht  decken,  so 

stimmt    ein  Theil  der   Discontinuitäten,  Unter   dieser  Bezeichnung  ist  das  Resi- 

freilich  nur  die  ins  Unendliche  fallenden,  dunm    des   eingeklammerten  Ausdruckes 

in   der  Entwickelnng   von   f(z)  in  Glei-  fftr  die  Discontinuität  v=:0  verstanden, 

chung  1)  nicht  mit  einander  überein,  ob-  Man  kann  aber  immer  setzen : 


KT)  =  ^  +  -rh+^i+- •  ^-"-T^+-.+-.+x-+ . • .. 


V  V  V 


wo  Ar  j=:0  tine  Discontinuität  s  ter  Ordnung  vorausgesetzt  ist. 

Keiner  Discontinuität  entspricht  s^O,  einer   zweiter  Gattung  j=od.    Setzt 
man  noch,  da  v  abnimmt: 

1  1 


f>  (1  —  » f>)        V 

so  erhält  man,  indem  man  diese  Entwickelnng  mit  der  von  fl — I    multiplicirt. 


aber  nur  das  mit  —  behaftete  Glied  nimmt: 

V 


\t;(l  — »»)/        f       f  s— ! 


d.  h.   dieser  Ansdmok  ist   gleich  dem  nicht  mit  negativen  Potenzen    behafteten 

Theile  der  Entwickelung  von  ^(»),  welche  fui*  wachsendes  »,  d.  h.  lAr  s  =:  —   in 

c 

der  Nähe  von  v  =  0  gilt. 

Diesen  Theil  der  Entwickelnng  bezeichnen  wir  mitjB'    ^(s)  und  haben  also: 


00 


Res 


M6 

Ist  Ar  «=0  kein«  Disoontinni^ftl  Toriiftiideii«  bo  keachrttakt  gidi  diMer  Ans- 
drvck  a«f  eine  Cottrtante  «,.    let  die  Discontfanitit  sweiter  Oettang,  eo  hal  mmi  i 

abo  eine  nnendlidie  Reihe. 

Wir  wollen  ftnch  das  allgemeine  Glied  der  Summe  in  1)  anf  ihnlicfae  Art 
aosdrftcken.  Sei  dasselbe  anf  den  Disoontinait&upnnkt  a  besogen,  der  Ton  ster 
Ordnung  sein  möge,  so  hat  man  in  dessen  K&he: 

+  *,+^^.,(»— )+  .  ..» 

ienier: 

1  1  1  K-«         (ff-cr)« 

*-  n  "  z-a-(i«-«)  •"  s-a'''  (t-ir)«  "*"  (*-a)»  ■'"••• 

Nimmt  man  ans  dem  Frodnct  beider  Entwickelangen  das  nat behaftete  Qliedl, 

so  ergibt  sich: 

(s  -  ir)         (« -  «)  (»  -  a) 

also  gleich  dem  mit  negatiren  Potenten  Uebrigens    ist    nach  den   Maclanrin- 

behafteten  Theil   der  Enlwiekelnng  Ton  schon  Satse» 

f{i),  welche  in  der  Umgebung  von  izza  M^\a> 

gilt.    Bezeichnen   wir  diesen  Theil   der  6  ^'7^  o       » 

ntwickelnng  mit  B^f(t),  so  kommt :  ^    1  •  ^ . .  e 

ff  \  ^^• 

(Die  Zeichen  B   nnd  jB'  ergftnaen  also   nnd   if^^'    der  ^te   Differonaialqnotient 
einander  insofern,   dass    das   erste   anf  ist,  ferner: 
alle  negativen,  das  zweite  anf  alle  nicht 


negatiTcn  Potenzen  geht)  ^  -_J!L— illL. 

Ist  die  Discontinnit&t  a  von  der  ersten  ^  "  1  •  2  . .  •  ^ 

Ordnung,  so  ist  offenbar:  ^^. 

Ist  sie  «weiter  Gattung,  so  ist:  ,^  seteenist. 

» ^          6  _  Ans  Oleicbomg  S)  nnd  8}  folgt  nnn : 

B  /'(«)  =  -? — -  +  — — =-  4-  .  .  .  J«de  eindeutige  Function  l&sst    sich 

«           s  — «      (»  —  tt)*  uls    gaose  FtancHon  ysoBehrt  vm  eina 

Man  hat  also  für  jede  eindeutige  Func-  ^g 

tion,  wenn  Fall  L  Anwendung  findet :       Anzahl     PartiäUuräcfa«     aas* 

oder:  Jede  eindeutige  Function  hat  entweder 

Tf(^yi  den   Charakter    einer   ganzen  FunctioA 

9)         f(*)  =  JS'Bes"^^  ^^  oder  den  eines  rationalen  Bruches. 

*^*  Die  Formeln  1),  2}  und  9)  enthalten 

die  Theorie  der  algebraischen  und  trans- 

-j^     . —     f  cendenten    Partialbrüche.       Im    ersten 

•f- ne».  |^^j^_^^jj-  f^Yie  ist  die  Summe  eine  endlidie.    Sie 

*     .<, «  ,.       ,          ..^  «      '  ,  ^.  Iftsst  sich   in   diesem  Falle  bekanntlidi 

In  jedem  Falle  aber   gilt  Formel  «,  ^  ^     ^        ^       herleiten. 

JL^Tü^'^i  ^"'^^i^T^  •^'^^'^  F^r    bS  IL    wo^n    wir    uns  noch 

durch  ^B^fiz)  ersetzen  karnu  ^^  ^^^  Umwandlung  des  von  A  abhlu- 


m 

gigen  Integrmls  besch&ftigen.  —  Man  kann  nftmlichf  da  die  Canre  ins  Unendliche 
w&cbtt,  der  Modnl  von  z  also  immer  kleiner  als  der  von  l  ist,  die  »cbon  ange- 
fahrte Entwickelang  annehmen: 

Ist  nun  die  Cnnre  derart,  dass  anf  ihr  f(l)  immer  endlich  bleibt,  wie  dies  .in 
dem  beseicfaneten  Falle  immer  gesch^en  kaant  da  man  nnr  in  Ä  die  Disoo^- 
noit&ten  %a  nmgehen  braucht,  so  ist: 

wo  a  der  grösste  Modul  ist»  den  f(l)  annehmen  kann.  Das  Integral,  dessen 
Modul  mit  a  mnltiplicirt  Ist,  hat  cum  allgemeinen  Gliede  des  ikZgnmenfeet  — —  ^ 

1  s' 

das  Integral  ist ,   ein  Ausdruck,  der  för,  eine  geschlossene   Cunre   yer* 

schwindet,  da  Anfangs-  und  Endpunkt  susammenfallen.    Man  kann  also  in  diesem 

Falle  das  Integral  in  1)  ersetzen  durch  das  einfachere:  ^— .  /         -^-r — •  Indem 

hier  hingestellten  Falle  wird  die  Beihe  der  Glieder  mit  positiven  Potenzen  sich 
aaf  eine  Constante  beschränken.    Also  statt  1)  erhält  man : 

Man  ,kann  aber  anch  leicht  entsprechende  Formeln  linden,  die  nnr  f&r  einen 
Theil  der  Ebene  gelten. 

Seien  A  und  B  einfache  geschlossene  Gurren,  die  keinen  Windnngspunkt 
einschliessen,  die  letztere  ganz  innerhalb  der  ersten,  »  ein  zwischen  beiden  ent- 
haltener Punkt,  so  gibt  Formel  5)  des  vorigen  Abschnitts: 

mtj         l—z  2ntJ         X—»  »— i«     ^' 

Die  Snmme  geht  auf  alle  zwischen  Ä  und  B  liegenden  Discontinnititten.  Es  tritt 
nämlich  das  s=:ii  entsprechende  Besidnnm,  welches  gleich  f(»)  ist,  hinzu,  ganz 
wie  oben. 

Ersetzt  man  A  und  B  durch  concentrische  Ejreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt ist,  so  wird,  wie  in  Abschnitt  17),  sich  das  erste  Integral  nach  posi« 
tiven,  das  tweite  nach  negatiyen  Potenzen  yon  s  entwickeln  lassen,  und  man 
erhäU: 

4)        ^(s)=-rBesM+^.+^^,+^,,.4.   .  .   .   4.^  +^4.  .  .  ., 

wo: 


'.'hf 


0  a 

tif 


s     * 


=ren 


r  ist  der  Badins  des  grossem,  ^  der  des  kleinem  Kreises.  Es  ist  woU  an  be- 
merken, dass  man  hier  nicht  wie  in  Absdinitt  17)  r  und  q  mit  einer  swischen 
ihnen  liegenden  Grösse  vertauschen,  eben  so  wenig  beide  identifidren  kann,  da 
der  Bing  Discontinui täten  enthält,  und  mit  dem  üeberschreiten  einer  solchen  dia 
Integrale  sich  ändem. 

Ist  der  Anfangspunkt  kein  Windungs-  «der  Discontinuitätspunkt,  so  fällt  der 

Ansdrack  /  ^  '  weg,   Ar  einen  Banm  bis  zum  lülchsten  critiscben  Funkte,  and' 

man  hat  in  4)  jB  =0. 
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Beispiele. 
L    Sei: 


f(*)  =  -7 — = coiec  z. 
^  '    eins 


Um    das  yom  Snmmenseicheii  freie  Glied  zn  finden ,  denken  wir  zwei  Grade    pa- 
rallel der  Axe  der  y,  deren  Abadssenwerthe^ein  sollen :  stt  -f  -^  und    "^  (<'■  +  ^  I» 

femer  zwei  Qrade,  parallel  der  Axe  der  x  und  in  wachsender  Entfernung,      ^af 
beiden  erstem  ist: 

coeecs = cosec  (Hh  f  ä  +  -ö-+y*)  =  d"  ZT  "~-  =i 


2     ^        -cosyi     -^^^-/ 
ein  Wertb,  der  immer  endlieh  bleibt.    Für  die  letetera  Graden  ist : 

ein  Ansdrack,  der  mit  wachsendem  h  verschwindet. 

Es  ist  also  hier   / anf  dies  Bechteck  sn  erstrecken.    Dies  Integral 

aber  rerschwindet ,  da  zweien   vom  Mittelpunkt  des  Rechtecks  ans   symmetriacli 

cosec  X 
liegenden  Punkten  des  Umfanges  gleiche  Werthe  von  — - —  entsprechen,  und  die 

Integration  bei  beiden  in  entgegengesetzter  Sichtung  fortsdireitet.    Somit  ist: 

cosec«  n 

cosec tzrJS'Bes =2"  B  (cosec;»). 

z— I«  «   «  ' 

Discontinnitäten  treten  fOr  azzgn  ein,  und  es  ist: 

— 1/ 
cosec  («»+/<)  =    .       • 

Da  nun  -; —  iur  ic=:0  sich  der  Null  nfthert,  hat  man: 
sin« 


« A.)=^:=^:. 


«»    '  z— «« 

also: 

•=+*(-i)*  1^0  '7°°  (-1)* 

wie  man  erhftlt,  wenn  man  je  zwei  Werthe,  die  s  =  l,  f=—  I  entsprechen,  yereint. 
Ersetzt  man  z  durch  tt  —  *»  so  erhUt  man: 

«=+00  (—1/—*        »  =  ®    (2f+l)(— 1)' 

«s-Äz-^^^g-i»        t  =  0    (2s+l)*^-»« 

II.    Sei: 

^(z)=:cot». 

Dass  das  vom  Summenzeichen   freie  Glied  verschwindet,  ist  wie  im  Yorigen 
Beispiele  darzuthnn.    Discontinuit&ten  finden  für  t  =  srt  statt. 

cot  ($n  -jrfi) = cot  ^, 
und  da: 

'^       '^       sm^ 


1 

I 
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•ich  flhr  M=0  d«r  Etnlitit  nikert,  so  iit: 


•;r      '      s — sn 


+  GP       j^  »  =  oo 

cot»=   J    =1+2*  -T 


_Qpa;— «»"■*        ,_.,    »»  —  ,!;,«' 


ii  und  wenn  man  z  mit  -t-—  s  yertaiucht: 

2 


+00  1  fr=ao  ^ 

tg»=—  ;r    — -i-- — =2»  J     i^- 


Bei  diesen  Beispielen  galt  Formel  1).     Um  Fonnel  2)  ansnwenden»  wollen 
wir  noch  das  Beispiel  eines  rationalen  Bmches  nehmen. 

m.    Sei : 


r(o=- 


a  ' 


^  («-«ir*(«-«,)"* . . .  (•-«,)  ^ 


wo  if(z)  eine  ganze  Function  ist.  —  Die  Function   hat  für  z=a    eine  Unend- 
lichkeit a  ter  Ordnung,  und  somit  ist: 


+ 


fS  — I«  a.  «^_^  s  — «^ 


wo: 


6  =lj??t(s-ir,rV(»)] 


für  a  =  «^»  snd: 


Bes^ 
0 


und: 


1     dfi    ,  ./1\ 


i&r  s=0. 

f  gibt  an,  um  wieyiel  Einheiten  der  höchste  Exponent  des  Zählers  ron  f{z) 
das  des  Nenners,  also  den  Aosdrack  e^^'\'e^'\-'  •  .  .  +  c    «her trifft. 

22)  Entwickelnng  eindeutiger  Functionen  in  Prodncte. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  sn  untersuchende  eindeutige  Function  f(%)  entweder 
keine  Discontinnit&t  «weiter  Gktttung  oder  eine  solche  nur  im  Unendlichkeitspunkte 
habe.  —  Untersuchen  wir  jetst  den  Ausdruck : 

dz      -   /(«)• 

Derselbe  hat  im  Zähler  und  Nenner  dieselben  Discontinuitaten,  da  f'(z)  in  jedem 
Gebiete  eindeutig  und  continuirlich  ist,  wo  dies  Ar  f(z)  stattfindet.  Diesen  und 
den  Nnllwerihen  ron  f{z)  ktanen  allein  Discontinuit&ten  von  unserm  Ausdrucke 
entsprechen.    Wir  beweisen: 

37 


550 

»,da88    Air    jede     Null    nnd     PiseontiiuiiUU    Ton    f(t)    eine    eokhe    ron 
^tV  stattfiDdet,  und  dasa  alle  diese  von  der  ersten  Ordnung  sind.*' 
Denn  sei  a  eine  Discontinaitit  von  f{z)y  so  ist: 

WO  9>(<)  ttüT  z  =  a  continairlich  ist,  also: 

Der  Aosdmck  in  der  Klammer  wird  fUr  z=a  nicht  nnendlicb,  also  ist  in  der 
Tbat  die  Discontinnit&t  erster  Ordnung,  und: 

Sei  femer  f(z)=zO  iur  zs=ß,  bo  ist: 

denn  jedenüftlls  rerschwindet  das  von  z — p  freie  QUed.  Ausserdem  mögen  noch 
n — 1  Anfangsglieder  rerscbwinden;  wir  sagen  dann,  f(jL)  habe  ittr  t=/9  eine  Null 
Yon  fiter  Ordnung.    Es  ist  dann: 


j% — 1  _     __  _ 


^(«)     «-^   «^+«^^^(,_^)+  . . ,  ' 

nnd  da  der  Antdrnck  in  der  Klammer  {fit  t=ß  die  EirfiUt  gibt,  so  ist  die  !>!•• 
continniUU  erster  Ordnnng,  nnd: 

ß\f(z)  /    ^       ß  f{z)       z^ß 

Die  Residuen  sind  also  di^enigen  Zahlen,  welche  die  Ordnnng  der  Nall  oder 
Unendlichkeit  von  f{z)  anxeigen,  im  letrtem  Falle  negativ  genommen.  Man  hat 
also : 


wo  der  Ausdruck  U  eine  nach  ganzen  Potenten  von  z  fortschreitende  Reihe  an- 

rCz) 
gibt,  und  man  hat,  je  nachdem  Fall  L  oder  U.  fOr  die  Function  ^Y  stattfindet, 

entweder: 
oder: 


Den  eben  geinndenen  Werth  von      ^/^^  integrifen   wir  in  den  Orensen  z  xanA 

äz  ^ 

a«,  derart,  dass   c«    keiner  Unendlichkeit   und  Null  von  /(a)  entspreche.     Man 
erhUt: 


S51 


wo  n  du  Prodnct  aller  der  ß  nnd  «  entsprechenden  Ansdrftcke  anzeigt    Hier  ist : 


Vi 


et  ergibt  sich  also: 


oder: 


Setsen  wir: 


d% 

also: 


d\%f{%)dx  .  ---3  .  "—1  .... 


*'«>^^^=*»+'*  *  +  ««*'+  •  •  •' 


so  ist: 


/ 


«^« 


^ig^(0=  •  •  •  — ^+tf_jif*+«.«+«.'»^+  .  .  .  =igA»)» 


jedoch  mit  der  Bemarlning,  dass  in  der  Potenxen  ron  s  geordnete  Reihe,  da  der 
Entwickelnng  Ton  lg  f{^  nicht  allein  Differensialqnotient  V  von  V  eine  soldie 
der  mit   negatiren  Potenaen  Ton  %  be-  war;  es  wird  also  V  nicht  unendlich  fiir 

^!tJ^^^  ^^  A^  ™>*  ""**"  endliches  a,  nnd  mithin  s^  weder  NoU 
tipUarte    Theil    bei    der  Bildung    ron  „^^  unendlich   also* 

f  «lg r«  wegbleibt,  f «•  <««lier  dieser  j^^  cindentigeFnnction/(s),  welche  Im 

Ansdnick  kein  constantes  Ghed  hat;  so  Endlichen  keine  Dlscontinuiktin  zweiter 

Wim  also:  Gattung   enthält,    ist  gleich  einem  Pro- 

2)       y=^B^<x>\gf(z)'-B'fg^\gf(ji.)'  dncte,   das  im  Z&hler  alle  Werthe  z^ß, 

Nun  hat  man :  ^>e  den  Nullen ,   im  Nenner  alle  Werthe 

(a\    /         \      V  *  —  ««die    den  Unendlichkeiten    ent- 

!LZ£l*  (££ZI?  r  /.  sprechen,  als  Factoren  enthüt.   Die  Ex- 

(•+A'     ^' — ^^  ponenten     geben    die    Ordnung    dieser 

T    v^ii  TW    f  •  \.          •          A  V    L  •..%  Nullen  und  Discontinuitaten  an ;   aasser- 

In  F*U  DL  (siehe  rongen   Abschmtt)  ^em   kann  noch  eine  F^ponentialgrösse 

kann  man  die  Begrenaung  A  wieder  so  ^^^  Factor  vorkommen,  weldie  eineganse 

Wählen,  dass  QV  «nf  derganaenCur?«  Function  von  z  im  Exponenten  hat.«* 

fW  Ist  t =0  keine  Discontimiiat  oder  Null 

A  endlieh  bleibt,  und  dann  ist:  Ton  /*(«),  so  kann  man  auch  «,=0  setaen, 

*'     '^-^^J      17(1)   '  °*'" 

~  2ni  J  l      '  D«  B'^igfit)  kein  ron  <  freiet  Glied 

WeldMn  Werth  von  K  mu  radt  nehm«,  ^'i  ***  '*^  = 

«o  itt  diet  eine  aadi  guun  poeitiren  ^aol</(0)=Oi 

87» 
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(t\n  Wir  wollen  jetst  den  DiseontinnitiUen 

1 — T/     IT  iwelter  Oattong  noch  eine  wichtige  Form 

3«;        nf)=nv)n- ^«  .  geben. 

IX ±_l  Das    einer   solchen    a    entoprechende 

V        « /  Glied  in  f{t)  ist: 

nnd  unter  der  obigen  Bedingung:  ^  (c}=^(if)=6        u+b        u*  + 


•  •  f 


4a)            ^P^&g^t.  1        ^ 

'  2n«*/         XfCJl)  wenn  man  «= setst 

Ans  diesen  Entwickelnngen  folgen  aber  ^j^,  q^^  ^^  ^^^  ^j^  y^^na  ^iaer 

einige  wichtige  »esultate.  ^^^  Function,  und  indem  man   die- 

^.^*  ^"^'^^';^*^''*?^™«^1)^S^^  selbe    in   ein    Product   rerwandelt,    er- 

die  Nullen    und  Discontinnitiiten  vOllig  j^^j^  „„^  ^^^  y^^^^i  3)  dieses   Ab^ 

bestimmt  ist,  so  folgt  unmittelbar:  «chnittes,  da  eine  Discontinuitit  nur  für 

I.    Jede  eindeutige  Function,  die  im  ii=qo  vorbanden  ist: 

Endlichen     nur   Discontinuitäten    erster  m              s                s 

Gattung  enthalt,  ist  bis  auf  einen  Factor  ff^Ju)  =  Hu  («— /J|)  '(i«  — ^,)  * 

bestimmt  durch  die  Lage  und  Ordnung  ^.  . 

ihrer  I>iscontinuitäten  nnd  Nullen.    Zwei  .  .  .  e^*% 


•  • 


Functionen,  die  in  diesen  Punkten  über- 
einstimmen, sind  also  bis  anf  einen  Fac-  H  ist  eine  Constante,  0,  /f^i  /?,  die  Knilen 
lor  identisch.  Dieser  Factor  ist  con-  Ton  ^  (u),  V{u)  eine  nach  gansen  Po- 
stant,  wenn  der  ünendlicbkeitspunkt  kein  ^  "  -j  *^  t»^:u*  t->  «-«i» 
DisoJntinuitätspunkt  ist,  im  ^dem  Falle  ?*^V^"vl^'^S*  '  n^J^^^^^^ 

IrntÄrÄ^^^^  ^^  EnÄlunT  e^Sr^  ä^ 

^Tb^rieSt^Fo^ri^^^^^^  n.  des  form  <*- ^uj^e  i  w^^^^^^ 

Abschnitts  20):  htogig  oder  nicht,  im  erstem  Falle  kann 

n.    Jede  eindeutige  Function  ist  eine  ^ann  >  «)  »«^  .^«^^^X^  V    SS^ 

Summe  von  andern  solchen,  deren  jede  ;^«^f  (vergleiche  Abschnitt  20).    Man 

mit  der    gegebenen    eine  Discontinuitftt  hat  auo: 

in   gleicher  Gattung  und  Ordnung   ge-  -v  /\-p/.       \ — '  (i       ^^  V* 

mein  bat,  im  Uebrigen  aber  stets  conti-  ^'    ^„W-'^V.«— •;       \^a     ^_^ 
nuirlich  ist,  ^         A    \i 

Offenbar    hat    nämlich    jedes     Glied  (1 i*-.p    ... 

^«rW  diese  Eigenschaft  fÄri*  =  «.  ^       «—«' 

Hieraus  folgt  dann  sogleich*:  ^    j    **    ^ ?.*_  -^  .  ,  , 

Eine    eindeutige   Function,     die    nur  ^  *    x— a      (« —  «)• 

Discontinuit&ten   erster    Gattung  und  in  .       ^      ^.     tx.         » 

endlicher  Anzahl  enthält,  ist  gleich  einer  Dagegen     tntt     fftr   die  Discontmuitüt, 

ganzen  Function  vermehrt  um  eine  Bruch-  '^«lehe  «=«  entopncht,  das  Ghed  ein: 

reihe,  also    schliesslich  ein  echter  oder  ^.        ,  .      .  .      «  \l.  /        i»  vt. 

nneehter  Bmcb.  «)    V(«)=^(»-^i) '(*-/».)  ' 

Hat  sie  nur  eine  Discontinuit&t   und  c^+<'&*'H^ia*+  •  •  • 

cwar  für  2  =  00,  so  ist  sie  eine  ganze  *  '  ' 

Function  (dies  ist  schon  früher  gezeigt).  Pur  alle'Glieder,  welche  Disoontinoitftten 

Ist  diese  DiscontinuiUlt  erster  Gattung,  erster   Gattung  entsprechen,    bleibt  die 

so  ist  sie  eine  endliche  Beihe.  Exponentialgrösse  weg,  und  das  Product 

^  ist  ein  endliches. 
HI.    Die  Discontinuitäten  zweiter  Gat- 

tung    einer   eindeutigen   Function    sind       Man  hat  also  für  alle  andeutigen.  Föne- 

immer   so  beschaffen ,  dass  wenn   man  tionen  jetat  die  allgemeine  Form : 

a  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  gibt,  yx     f(^)zs2   ip   (s)  +  ^(*) 
derselbe    wenigstens  in  einer  Richtung  ^    ^ 

bewirkt,  dass  die  Function  unendlich  wird.  ^^      ^n^l/  n^* 

Denn  das  Glied  ±^+^-J^^+  ..  («-^y^t-^.)**   •  .  . 

welches  dieser  Disoontinuit&t  entspricht,  wo  das  erste  Glied  rechts  auf  alle  Dis- 

muss,  wie  jede  eindeutige  Function,  doch  continuitftten  zweiter  Gattung  geht.    Das 

einmal  unendlich  werden,  und  dies  kann  Schlussglied  entsteht  ans  allen  Discon« 

nur  für  <=«r  geschehen«  tinnitftten  enter  Gattung. 
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£8  bleibt  iur  die  Entwickelung  in  Frodncte  noch  der  Fall  su  erörtern,  wo 
/(«)  DiacontinuiUlten  zweiter  Gattung  itfar  andere  Fonkte  als  flbr  s=:oo    enthUt. 

Da  in  dieflem  Falle  der  Ausdruck:       V        =  ^tV  noch  Glieder  enthalt,  welche 

dz  f{z) 

diesen  Discontinnitftten  von  f{z)f  die  wir  mit  y  bezeichnen  wollen,  entsprechen, 
niid   für  diesen  Fall  die  Betrachtung  ausgeschlossen  ist,  dass  jeder  Ünendliohkeit 

von  f{%)  eine  solche  erster  Ordnung  von       ^r  entspricht,  so  ist  jetzt : 

<lt      "^/f  Z-/J       «  x-a       y  \z-y^(z-y)«^2(i~y)«^   '   '  T 
also: 


also  schliesslich: 

it,  a,,  a,  .  .  .   sind  Conitanten ,   die  ftbrigen  GrOsaen  haben  dieselbe  Bedeutuog 
wie  in  3).    Wird  f{t)  nicht  diecontinnirlich  fttr  x=0,  so  ist  noch: 


-,fe-5+=f-...).     H)' 


«.)=r(0).  »■  ^'    r    r        '„ 


(-t)'(^-7)^ 


Je  nach  der  Katur  der  Discontinuität,  welche  -jr-lr  für  2=y  hat,  wird  übri- 
gens der  y  entsprechende  Theil  der  ExponentialgrOsse  sich  auf  eine  Constante 
rednciren,  dann  aßer  die  Wahl  derselben  einen  Einfluss  auf  die  übrige  Entwicke- 
lung ausüben  können  oder  nicht.  Uebrigens  kann  A  auch  unendli<ä  gross  wer- 
den; dann  muss  dieser  Factor  sich  mit  denen  im  Z&hler  derart  vereinigen ,  dass 
ein  endlicher  Quotient  entsteht. 

Beispiele. 
le     Sei: 

Es  ist  dann: 

({%)  oosz  ^^^^' 

und  da  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  V  in  der  Entwickelung  Ton  tg(2) 
verschwindet  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  so  i6t  £^=0.  f{£)  hat  keine 
Unendlichkeiten^  die  Nullen: 

.=(2«.+l)^ 

sind  also  von  erster  Ordnung.    Nimmt  man  noch  z^ssO,  so  gibt  3  a): 

m=+ao 


m=-hao  / 

C08z  =  /r  \\ ' 1, 

m=: — oo  1       >«>.-.« 


(2«-M)2 
oder: 
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m=4-oo 


cos 


U.    S«i 


Man  hat: 


^,  ,  .     2 008 s  — sin»       ^         1 
^  ^  ztant  z 

Der  m  cotz  gehörige  Theil  von  V  Yerschwindet,  und  da  —  fOr  s=ao    ver- 
schwindet, so  ist  dies  auch  mit  dem  übrigen  Theile  der  Fall. 
Die  Kollen  von    sind  erster  Ordnung  und  finden  fttr; 

z  =  mn 
statt,  wo  m  jedoch  nicht  gleich  0  ist,  also : 


111=  4-ao 

Sm«         w»— TW 


=  // 

*  n 

oder: 


(-;ü;> 


III.    Um  noch  eine  Function  zu  betrachten,  die  Discontinuit&ten  zweiter  Gat- 
tung enthält,  setzen  wir: 

z — a       > — 5 

Solche  Discontinuttftten  finden  hier  ffir  z=:fc  und  z  =  ß  statt.    Es  ist: 

z— «  /.  z^a\      .  .  /.  z—aX 

»— » 


"=«>«(*^J)-*«i"0ii4)' 


also: 

wo: 

gesetzt  ist,  also: 


^(z)=2  cos««  co8«e — 2i  sin  ««  cos  «9, 
.  /»— a  ,  z— 6\  ,  /z— a      »— 4\ 


/(z)  =  2coste«     •**, 
und  somit  nach  der  vorigen  Eotwickelnng : 

.    m=oo  ^  4^j        V 

Es  lAsst  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrucke  die  in  8)  angegebene 
Form  haben.    Es  ist  n&mlich: 


2(«— o)^2(t— ^y 
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Jeder  Factor  des  Froduetet   n  liest  wo  $  eine  der  Zahlen  1  bis  q  anzeigt, 

•ich  auf  diese  Weise  in  einen  Qnotien*  In   allen   Gebieten  >  wo  f  (%)  eindeutig 

ten  Ton  je  »wei  Factoren  im  Zähler  und  .  *  ü  j  .  ri,  .  .         .,     r\    .  . 

aweien  im  Nenner  zerlegen.  V"^  *"^«^  Gleiches  mit  y.(y)  statt,   denn 

^  jedem  y  entspricht  nur  ein  Werth  ron 

28)£ntwickelnngmehrdentiger  z,  n&mlicfa: 

Functionen.  ^ 

Es  ist  wichtig,  su  nntersuchen,  in  welr       ^  ^  *  =    +y  • 

eher  Weise    sich    eine  Function  in  der  ^i  jetzt: 
K&he  eines  Windnngspnnktes  entwickeln  i 

Usst,  einen  Fall,  den  wir  bis  jetzt  ans-  '— 

geschlossen  haben.  z=il+r,   also  y=r". 

Zunichst  ist  klar,  dass  wenn  f(t)  eine  Aus  den  Belationen  zwischen  f^,  /*,... 

»dentige  Funodon   ist,   und    fftr  einen  f^  ergibt  sich  aber  sogleich: 

Punkt  A  p  Werthe  von  f{%)  gleich  wer-  ^ 

den,  deshalb  noch  A  kein  Windepunkt  f  ^4+%$^^^*)=/  (A+r\ 

pUr    Ordnung   zu   sein    braucht.     Sei  '                          ^t            * 

nftmlich :  welchen  der  Werthe  %  bis  q  auch  s  vor- 

wo  />,,»,..  .  ganze  posiüve  Zahlen  /,[^+y(e  '**)^]  =  /,  iA+y% 

sind,  so  Können  von  den  ersten  Pi  Wer-  ^_. 

then  von  f(t)  bei  jeder  Umkreisung  von  ^  * 

A  jeder  in  den  folgenden,  undderletate  »(vB^^^aa  M 

wieder  in  den    ersten  übergehen;   Glei-  ^^        J    T\ifJy 

ches  kann  mit  den  folgenden  p,  statt-  "*  '^'' 

finden  u.  s.  w.    Der  Punkt  ist  dann  Ar  „Bei    einer  Windung  um   den  Funkt 

die   ersten  pi  Werthe  ein  Windepnnkt  «=0   Ändert  ^  (y)   seinen  Werth  nicht. 

von  der  Ordnung  p^,  f&r  die  folgenden  Die  Function  ist  also  in  diesem  Funkte 

p,   von  der   Ordnung   p,  n.  s.  w.     Ist  eindeutig." 

Pi  =  1,  so  ist  der  Funkt  mr  diesen  Werth  £s  lasst  sich  also  in   der   Nähe  des 

kein  Windepunkt,  und   ebenso   för  die  Windungspunktes  A  die  Function  /;(s) 

übrigen  n—p  Werthe  von  f{z),  welche  nach    ganzen    positiven   Potenzen    von 

in  A  nicht  gleich  werden.  i 

Es  fragt  sjj*  nun  noch,  wie  di^-enigen  y=:(,^^)f  nach  dem  TavWschen  Satee 

Werthe  von  f(t)  zu  bestimmen  sind   die  Entwickeln.     Die  q  Werthe  von  y  geben 

m  der  Nahe  von  A  m  einander  über-  ^^^^y^^  ^^  y  Ausdrücke  /,(«),  A  (*).•. 

gehen.    8ei  q  ihre  Anzahl,  A  (*),  f^it)  r  u\  *  'i\  /»  #»  v  y 

...  ^  (z)  die  entsprechenden  Functions-  ' q^  ^  und  diese  Entwickelung  findet  in- 

9  .....      /^  .  j  nerhalb  eines  Kreises  statt,  dessen  Ra- 

werthe,  T  eme  beliebige  Grösse,   deren  jj        ^^^  ^^,  Entfernung  zwischen  A 

Modul  jedoch  kleiner  ist  als  die  Entfer-  „„^  ^^„  nächsten  Windungspnnkte  ist. 
nung  zwischen  A  nnd  dem  ihm  nächsten       ^  j^j  j^j^^^^^i  vorausgesetet,  dass  «Ür 

Windungspunkte.    Dann  ist:  x=A  die  Function  nicht  discontinuirlich 

...        271  i.     ,  /A  t    \  *®^*    Fände  dies  aber  auch  statt,   so  ist 

/'j(A+r«      }=A(il+r;,  i^^jjjt  ,„  sehen,  dass  die  Werthe  A(z}, 

ft(A+te'^^^)=ft(A+r)  ^«  W  •  •  •  fgW  *n  convergirendcn  Bei- 

hen  nadi  positiven  und  negativen  ganzen 

-       *  % 

•  .  •  Potenzen  von  V(s— il)  entwickelt   wer- 

den.   Beide  Entwickelungen   gelten  bis 
f  _.  (^+r  e  ^^  =  f  (i4+r>  zu  demjenigen  Discontinultäts-  oder  Win- 

^  ^  dnngspunkte,    der  A    am   nächsten  ist. 

^  (jlA.fß'^''*)^f  (A4-t)  ^*   ^^'  ^^^^   *"^  *''**   Entwickelung 

'q\   "^  )    iv\   -T  )'  nach  ganzen  positiven  Potenzen  und Par- 

tialbrfichen  von  y=]/(z— il),  wie  in  Ab- 

_L  schnitt  17)  Formel  8)  gezeigt  wurde,  und 

/^^x)'    f  (.\^    f  \  diese  erstreckt  sich  über  beliebige  Dls- 

y-l»    A)    >/,W— yü^;i  continutäten,   jedoch  nur  bis  zum  nach- 
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•ten  Windnngspankte.  —  All«  diese  Ent-  lettteren  gun  daaeelbe ,  die  Entwioke- 

widcelnngen  geben  vermöge  der  Tenchie-  r 

9  long  findet  ntch  Fotensen  Ton  Yi*  — ■^) 

denen  Wertbe  von  y(*— il)  alle  q  in  ein-  statt 

ander  abergehenden  Functionen.    Inder  ojx  aii„.„.5„  „ai,.„.  t»..- *^i 

letsten  Fom  der  Entwickelnng  itt  noch  ,  24)  Allgemeingültige  Dar.  tel - 

namendich  der  FaU  <n  beachten,   wo  A  J,""«  derjenigen   mehr 

selbst  ein  Diecontinnit&tspankt  ist.   Dann  V?,*.'v°°.*°,'i/    .u     ..v    . 

sind  in  der  Eeihe  der  Palrtialbrüche  Qlie-  "dlich  viel  Werthe  haben, 

der,  die  y  =:  0  entsprechen,  also  von  der  Wie  die  Windnngspnnkte  können  «ach 

Form:  clie   mehrdentigen  Functionen   selbst    in 


denti  ge  n 
welche    nicht    nn* 


Ä.    ,      *, 


swei  Klassen  gebracht  werden,   von  de- 
nen die  erste  alle  nmfasst,   welche  eine 


9      f9 Y  bestimmte    endliche  Aniahl  Werthe   für 

y(r^  A)       \y(%^A)/  jeden  Fnnkt  haben,  die  sweite  die  an- 

ß  endlich  vieldentigen.  —  Die  erste  Klasse 

-\-  -z — r^-f-  .  .  .       nun  ist  einer  fftr  den  gansen  Baum  gttl- 

I  % 1  tigen  Darstellungsweise  fähig.  —  Seien 

\V(»— ii)/  nämlich  i«,,  ii,  .  .  .  ii^   die  n  Werthe 

voAanden.  ^^^  ndentigen  Function  «=Ax),  so  ist 

Noch  ist  indossen  tu  bemerken,  dass   leicht   einzusehen,    dass   jede    rationale 
alle  diese  Betrachtungen    fftr   den   Fall  Verbindung  der  Grössen  «,,  ic,  .  .  .  ti 
illusorisch   werden,   wenn  die   Function  .      ,  u  j     <j        •     i.  /* 

nnendlich  vielwertllig  ist,  nnd  der  Win-  »"  "^J""  mehrdeutig  «nn  kann.  «1. 
dnngspnnkt  derart,  dass  der  erste  Werth  I?"  «'"*=^*»  'l'«"''  ^»^^  bdiebige 
in  den  «weiten,  der  .weite  in  den  drit-  If^T^r^^K  ^"  «•»»«»«  ^f^ 
ten  nnd  so  fori  ins  Unendliche  «hergeht.  ?*^  Vertanschnngen  bnngen  aber  keine 
Dergleichen  Windnngspankte  kann  man  ^endernng  hervor,  wenn  die  Funcöon 
als  solche  von  der  IwViton  Oattnng  be-  ^*"'  "i'  ".•••%  «»«  symmetn«*« 
zeichnen,  während  wir  die,  wo  die  Func-  ist,  d.  h. : 

tionen  wieder  nach  einer  Anzahl  Win-  I.  „Jede  symmetrische  und  rationale 
düngen  auf  den  anfänglichen  Werth  zu-  Function  der  w  Werthe  einer  ndentigen 
rttckkommen,  als  erste  Grattnng  bezeich-  Function  f\x)  ist  eine  eindeutige  Func- 
nen.  —  Ist  il  für  9  Werthe  ein  Win-   tion  yon  o;." 

dnngspunkt  ^ter  Ordnung,  ftlr  r  andere  Betrachten  wir  sonach  folgende  ein- 
ein solcher  rter  Ordnung,  so  gilt  fUr  die   deutige  Functionen  von  x\ 

1)  t>i=«i+«a+  .  •  .  +%» 

« 


•  • 

s  • 

•  e 


9  —Uy  Kj   •  •    •  n  , 


fo  sind  «D  «j  .  •  •  u^  bekanntlich  die  Wurzeln  der  Gleichung : 

2)  „••-ej„»-»4.r,ii*~2-  .  .  .  ±t»^=0, 

deren  Coefficienten  also   eindeutig  sind,   v,  .  .  .  v     der  Gleichung  8)  noch  näher 
Also:  ^      ••, 

11.  „Die  fi  Werthe  einer  ndeutigen  "»  «^tersuchen. 
Functiok  sind  jedenfalls  darstellbar  als  ^  Zunächst  ist  ans  den  Formeln  1)  khjr, 
die  Wurzeln  einer  Gleichung,  deren  dass  keiner  derselben  in  einem  Punkte 
Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  »»P^ndljch  werden  kann,  ohne  dass  we- 
X  sind,  also  den  Charakter  ganzer  Func  "*«***"?  «ne  der  Functionen  •«i.  «. ;  •  . 
tionen  oder  rationaler  Brüche  haben.**       %  "*  demselben  Punkte  unendlich  wud, 

Es    ist  nöthig,   die  Coefficienten   v^,  und  daraus  folgt  der  Satz: 
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>  ra.     „Jede  «dentlge  Vonetion  miu.  j,  ^     y^^,  (,_,)«    ^^  ,  .„ 

beweisen ; 

IV.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkte  ii  = , 

einer   der  Werihe    Ton  /(x)  unendlich  (»  — a/^ 

wird,  80  mnsB  dies  auch  mit  einem  der  ..     i^ 

Coeffidenten     der   Gleichung    2)    statt-  «n^    «li«    Gleichung  2)    nimmt  die  Ge- 

flnden.**  stalt  an: 

Denn  angenommen,  es  würde  «|  un-       n  «  rjM— i 

endlich,  wahrend  t»^,  e,  .  •  .  »^  endlich  *>  -»i  (*-«;    *^ 

blieben.     Es  könnte  dann  die  letzte  der  +«,  (dp— er)     ü        +  *  •  • 

Gleichungen  1}  nur  dann  stattfinden,  wenn  ^^ 

gleichseitig  ein  anderer   Factor  «     der  i**!!  (*""•)    » 

Null  gleich  würde.    Ist  dieses  aber  der  und    es   werden    die    Coei&cienten    der 

Fall,    so   wird  die  Yorletste  Gleichung  neuen  Gleichung: 
die  Gestalt  annehmen: 

Hill,«,  .  .  .  i«^_j  =  »jj_j,  .  .  .  t>i  («-«)  ,      t>i  («-«;      .  .  . 

indem  alle  andern  Glieder  verschwinden.  i^^^^^\  ^l\^^'  '""  "'"^^  "•**' 

Es  muss  also,  wenn  v^_^  endlich  sein  '  ^j     ,^'«rch  eine  Transformation  kann 

soll,  ein  Factor  «         Terschwinden.  Man  die   Gleichung  2)   auf  eine  Gestalt  ge- 

h&t  dann-  bracht  werden,   wo  jede  beliebige  Dis- 

continuität   aus    den   Coeffidenten    ver- 

n^  ttj  .  •  .  «j|_.^=»^_2»  schwindet,    also    schliesslich    auf   eine 

solche,   wo   dieselben  ganse  Functionen 

also  auch:  ^^^^  j^j^    „j^^    ^j^   Coeffidenten   für 

«  ^2=0  endlidies     x    Discontinuit&ten     zweiter 

Gattung  enthalten.** 
u.  s.  w.,   so  dass    schliesslich  die  Glei-       Neben    dieser  allgemeinen  Form    für 

chvng :  die  ndeutigen  Functionen  geben  wir  noch 

u^-\.M^-}-  .  •  .  +11  =:V|  eine  andere  Form,  welche    in  der  üm- 

*  gebung  der  Windungspunkte  gilt.    MO- 

sich  Terwandelt  in:  gen   in  Punkt  A  die  Functionen  u^,  u^ 

fg  ^^  .  .  .  «     in  einander  Übergehen,   so  ist 

also  1«^  müsste  endlich  sein,  was  der  wie  oben  su  zeigen,  dass  die  symmetri- 
Annahme  widerspridit.  sehen  und  rationalen  Functionen  dieser 
Es  ist  also  jede  Disoontinuit&t  der  p  Grössen  in  der  Umgebung  von^  ein- 
Functionen u  durch  eine  Discontinuit&t  deutig  bleiben,  d.  h.  so  lange,  bis  kein 
in  den  Coeffidenten  der  Gleidiung  iiten  zwdter  Windungspunkt  überschritten 
Grades  angedeutet.  Da  nun  ganze  Func  wird ,  wo  eine  Function  aus  der  Reihe 
tionen  nur  Air  :r=oo  discontinuirlich  »i,  »,  .  .  .  n  in  eine  andere  n^,  die 
werden,  so  ergibt  sich :  nicht  darin  enthalten  ist,  übergehen  kann. 

V.  „Wenn  in  der    Gldchung  nten  Es  wird  sich  also  eine  Gleichung  bilden 
Grades,  welche  die  Function  n  definirt,  lassen: 

alle  Coeffidenten  den  Charakter  ganzer  ^  ^.j  p.2 

Functionen   yon  «  haben,  so  kann  kei-  3)     vT-^-a^^      +«,i«'^ 
ner  der  Werthe  von  u  für  endliches  x  i       -n 

discontinuirlich  werden."  "*"  •••+«^-0» 

Mögen  jetzt  die  Coefficienten  ffir  end- t?.^^    ^«  « ^ 

Uchei  «  nur  Di«contii>.it&ten  er.ter  G«.  ""^   ""  ««  •  •  •  «p  Functionen  von    « 

tnng  enthalten,  so  lassen  sich  dieselben  sind,  weldie  eindeutig  bleiben,   so  lange 

immer  durdi  Formel   1) ,  Abschnitt  18)  kdn  zwdter  Windungspunkt  überschritten 

darstellen.     Finde   z.  B.   für  x^a  eine  wird.  Ist  der  Windungspunkt  nicht  gleich- 

solche  Discontinuität  statt,  die  in  dnem  zeitig  ein  Discontinuitfttspnnkt ,  so  wer- 

oder  mehreren  Coeffidenten  vorkommen  den  innerhalb  des  Convergenskreises  um 

kann,  aber  in  keinem  von  einer  höhern  Punkt  A  sich  diese  Coeffidenten  nach 

als  von  der  sten  Ordnung  sdn  möge,  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  ent- 

Die  Coefficientea  V  erhalten  dann  im  wickeln  laaten.    D.  h.: 
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VIL    „Die  p  Functionen  u^  ic,  .  .  .  dPff^ 

IC  ,  welche  in  der  Kähe  eines  Windnngs-  Dagegen  mass  —        ^^  einen  von  Null 

pnnktes  in  einander  tibergehen,  sind  die  ^^ 

Wurzeln  einer  Gleichang  pten  Grades.**  Terschiedenen  Werth  haben.     8etsen  wir 

Indess  ist  es  offenbar  besser  nnd  be- 
quemer,  sich  diese  p  Functionen,   wie  z  =  a+a,    u^ß+b, 

oben  gezeigt  wurde,  als  Reihen  vorsu-  go  verschwinden,  wenn  man /(tc,  »)  nach 

p Potenzen  von  a  und  ß  entwickelt,    die 

stellen,  die  nach  Potenzen  yon  Viu^A)  ^,^  ..^  Mß*..,ßP-^     multipUcirten 

fortschreiten.  Glieder,  deren  CoefUdenten  «her: 

25)    Untersuchung    der   mehr-  aP'^^  f 

fachen  PunlLte  einer   ndeutigen  f(u.m)    ~  -^ - 

Function    rermittels    der   Glei-  ^       ''  du'  *  '  *   du^"^ 

chnng   nter    Ordnung,    welcher 

sie  genügt.  *ind,  nnd  man  hat: 

Wir  geben  in  diesem  Abschnitte  einen  i\  Aß^-{-  JSBß^u^ 9» Of 

Auszug  der  schönen  Arbeit  yon  Puiseux, 

welche   sich  damit  beschäftigt,  aus  den  wo  »n   »'^cn  Gliedern,  in  welchen  r=0 

algebraischen    Gleidinngen    die   Anzahl  w«.  9  grösser  als  p  sein  muss.    —    Wir 

und  Art  der  mehrfachen  Punkte,  welche  »ctzen  jetat  noch  voraus ,  dass  die  Glei- 

die  ihnen  genttgenden  Fnncüonen  haben,  chong  f(u,  »)=0  inreductibel   sei,    dass 

au  ermitteln  (Lionvilk,  Jimmal  de  Mar-  «e  mithin  auch  keinen  Factor  u-A  ent- 

lAesMififwcs  eic  Tome  XV)  halten,   wo  A  constant  ist,   welcher  sich 

gei:  übrigens   leicht  würde  absondern  lassen. 

^.       V ^  Unter  dieser  Voraussetzung  muss  we- 

f  V**>  *;     ^  nigstens  in  einem  Gliede  von  Gleichung  1), 

die   gegebene    Gleichung.      Wir    setzen  in  welchem  q  gleich  Null  ist,  r  von  Null 

voraus,   dass    die    Coeffidenten  der  Po-  verschieden    sein,   da  sich  sonst  Factor 

tenzen  von  u  den  Charakter  ganzer  Func-  ß^u—b  absondern  liesse. 
tionen  haben,   was  sich  ja,  wie  wir  ge-       Möge    aunächst    in  dem  betreffenden 
sehen  haben,   durch  Transformation  er-  d/"    .  .     ,     -wr  «    1  .  i.      • 

reichen  Iftsst.    Es  wird  dann  u  für  ond-  Paukte  a  j^  nicht  der  Null  gleich  sein ; 

liches  %  niemals  unendlich  werden.  ^3   ^„^g   ^^^n  in  1)  ein  Glied  Ä«  vor- 

In   Punkt  a   mögen   die   Functionen  kommen.     Sucht  man  alao  die  Glieder 

«1,  «,   .  .  .  11      einander    gleidi    und  niedrigster  Dimension  in  Gleichung  1), 

gleich  b  werfen:  »<>  ^*^^^"  ^^*^"  ^'^  *'^'"*- 

Die  Bedingungen  dafür  sind  :  Aß^+Ma^ 

^f(u,  m)    ^    d^  f  (w,  a) und  wenn  man  a  und  somit  auch  ß  ins 

S« — ~   '         H^       ""      *  '  *  Unendliche  abnehmen  Iftsst,  ergibt  sich: 


d^ 


—  1 


ß-ja     . 


wenn    man   u^b  setzt.     Denn  da  das 

Glied    links    der   Gleichung    /*(«,  »)=0  ..  „          ^ 

die  Form  annimmt:  »>^  wird  sich  in  diesem  Falle /l  oder 

.         V ,          .           .          .  «—6  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positi- 

*•  —   p 

so  wird  man,  falis:  y^  Potenzen  von  «''  =  V(«  —  «)    «nt- 

ist,  dafür  setzen:  wickeln  lassen,  wo  das  mit  a^     multi- 

,^t,^               V           ,          V  plicirte  Glied  nicht  verschwindet.** 

(••-6)''(i»-ii^^j)  .  .  .  (»-%)»  *^                                                     j^ 

und  die  ;p-l  ersten  Differenzialquotien-  j^^^^  ^^  j^^^^  y^,^  wird  ^  it''  dodi 

ten    dieser  Grösse  nach  ic   genommen,  ''                           A 

geben    den  Factor  u^b,   verschwinden  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von  ß 

also  in  Punkt  a,  wenn  man  11=:  6  setzt,  sein.     Nach  dem  in  Abfchnilt  31)  Qe- 


BMrten    kun    aber    u   rieh    nur    lueh  a,  ^ . 

», V ''  . 

Potenien  von  V(i  —  «1,  wo  j  nicht  grOt- 

MF  all  p  iit,  «otwicketn  luien.      Wire   "'"'' 

nttn   f  Ton  p    versdiiecIeD ,   bo    mfitite,  p     q 

falli  tiae  Eotwickelnnc  nach  ganten  Po-  Äff  'a  ^ 

—  «wei  Glieder  niedrigiler  Ordonng,  und  iit; 

tenien  tob  a  "   sUttfinden  aoll : 

1    .      ,  '•='"'■ 

und  1  eine  ganie  Zahl  sein,  waannmOg-  fPf+Vf-HPf+fg< 

lieh  iat,  weon^f  Ueiner  al>  p  i«t.  „„j  f^^  j^^^  „,,^  q,;^  . 

MOge  nan  -J-  beliebig  aein,  und  anchen  p     q 

wir  in  Oldchnng  1)  die  Glieder  niedrig-  *^    "    • 

iter  Ordnnng.      Zn   dem   Ende  londern  ua  4-a   >ua.A.o 

wir   den  Theil   dei  Amdrackaa  link«  in  f'ITlk-f'ef^^f 

1)  ab,  wo  die  Exponenten  f  nnd  r  die  Um  dieien  Bedingungen  Aniehanlleh- 
aus  des  kleinaten  vorkommenden  Znh-  te],  („  geben,  gebraochle  Pnieeox  fol- 
len  be«tehenden  Combinationen  bilden,  gende  linnreiche  ConaDuction.  p,  nnd 
Diesen  Theil   nennen   wir  l.     Bind   also  ^n 

I.  B.  2,1-1,2-1,3-3,4-8,1-8,0  ?i  "'*"  bethglich  AbeeiHo  nnd  Ordl- 
die  Combinationen,  in  denen  ;  nnd  r  „ate  einei  Pnnktei  M,  (Fig.  8SD,  M 
vorkommen,    eo  i)t  nnr  in  nehmen  2,1  " 

—  1,  3  —  3,  0,  da  in  allen  übrigen  ent-  j..      gg 
weder    beide    Zahlen     der   Combinaüon  '* 
grOaaer   tlnd,   ala  in  eioer  der  hier  vor- 
kommenden VerbindnDgen,  oder  die  eine 

gleich    der   entaprechenden ,    die   andere 
grOaaer  iit. 

Der  Tbeil  1.  enthäit  dann  jedenfaÜB 
alle  Qlieder  niedrigater  Ordnung,  nnd 
wenn  die  ed  ihnen  gehörigen  y  eine  ab- 
Bteigende  Keihe  bilden,  lo  werden  die  r 
eine  anfiteigende  bilden,  weil  ja  sonst 
in  einem  Oliede  beide  Exponenten  gröiser 
sein  wGrden  all  in  dem  vorhergehenden, 
diee  Glied  also  nicht  in  ;i  gehörte.     Es 

i  =  i*/r''-)-.4,j)'''n''-|--4,^'''B'*  daa»   Punkt    *,  auf  der   AbaciMenax^ 

,                ,    .     qt  M.  anf  der  Ordinatenaze ,   alle    übrigen 

Punkts  JV.   aber  innerhalb  dei  von  den 

Die  B««he   p,  j»,,  p,  .  .  .    p^_^    flUll,  positiven  Theilen  beider  Aien  gebUdeten 

wlhrend  die  IWbe  f  j,  f ,  ...  9.  steigt.  Winkels  liegen.     Auch  werden  die  Ver* 

,.-,,]        .    '  bindnngslinien    jeder    iwei    Punkts    M, 

—  Man  hat  nun,  um  die  Qlieder  nie-  • 
drigster  Ordnung  la  bilden,  nichu  lu  «nd  M^  beide  Axen  anf  den  poutiven 
thun,  als  ana  i  solche  Klaeten  von  Glie-  Seiten  schneiden,  und  zwar  aus  dem 
dern,  und  i war  auf  alle  möglichen  Arten  Grunde,  weil,  wenn  «.>p.  ist,  q.<q. 
in  bilden,  welebe  von  gleicher  und  iwar  ■  *  •  * 
niedrigerer  Ordnnng  als  die  andern  sind,  ««"  m"»"-  Mache  nun  Linie  0*^  den 
wenn  ff  als  eine  (ganze  oder  gebrochene)  Winkel  *  mit  der  Axe  der  ».  dann  ist 
Poten.  von  «  betraehlet  wM  Eine  j;,  p^^jection  von  OM.  anf  OM.  gege- 
lolche  Klaeie  Ist  dann  der  Null  gleich  '  h  "  ^ 
XU   letMn,   da   ftr  nnendllch    kleines   r  !>«■>  ^Brcb  die  Formel; 

die   QMdinng  I)  derselben   m   identiS-  p.  cos*-(-f>  sln^, 

oiren  iit.  *  * 

Sind  Diui  oder  wenn  man; 
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«etot: 

El  drOdl  »Ifo  die  OletehnDg; 

fPf+^f=fPy+9y 

au,  dkM  OM.  niid  OM  anf  irK«iid  einer  Lfnie  OL  gleiche  Projeetioiteii  lutben, 
oder  «u  daMslbe  iit,  dui  die  Terbindnugilinie  '<"„  Mif  0£  cenkrecbt  atebt. 
Die  Bedentniig  der  üngleiclibeit: 

aber  i«t,  da«>  die  Frojeclion  toq  OA^  grÖMer  aU  die  von  OM,  oder  gleädi  sei, 
d.  h.  du*  der  Pankt  M,  in  Besag  a«f  O  jenteiu  'f '„  oder  auf  dieaer  Linie 
■elbat  liege. 

Man  muH  alio  unter  den  Pnnkten,  weldie  den  Oliedeni  Ton  l  enuprechen, 
auf  alle  mische  Weite  iwoi  ennittetn,  welche  ao  beacbaffen  ilnd,  daia  ihr«  Ver- 
bindnagilinie  alle  nicht  in  ihr  entbaltenen  Punkte  M  Tom  Anrangipnnkts  O  trennt. 
Die  anf  dieaer  Linie    entballenen  Jf^  ^.i  #i>  Mj  .  .  .   geben    dann    mittel«   d«T 

die  Glieder  njedrigiter  Ordnnng,  nnd  die  Gkidmngi 

'fPf+9f=fl'g+^0 
gthtt 

leigt  alio  an,  Ton  welcher  Polens  toh  a  die  GrDise  f  proportionai  i*t,  wenn  mnn 
a  nneodlich  klein  annimmt. 

Die  Art,  wie  rerfahren  werden  mn»,  damit  keine  der  Klatien  K  aofgeacbloaaeD 
werde,  iit  die  folgende. 

In  Fnnkt  M,  (Fig.  83)  wird  eine  Linie  angenommen,  die  anranglicb  mit  der 
Abidtsenaxe   inisinmennilt.     Diese   dreht   man  nm  ff,  lo,   da«i  sie  immer  die 

Fig.  83. 


poiitive  Seite  der  Ordinatenaie  achneidet.  bie  «ie  dnrch  einen  andern  der  Punkte 
M  gebt.  Sie  kann  gleichieitig  durch  mehrere  U^,  M.,  M  gelten.  In  djetem  Felle 
Hi    M    der  von  *,  enifemleiiB,  J¥„  *  ,  *-,  *    bilden  dann  die  erate  Klaaae  K. 
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Nun  dreht  man  die  Linie  nm  Jf  ,  bis  «ie  wieder  einen  oder  mehrere  Pmikte  Jf 
anfnimmt;  diese  in  Verbindung  mit  M  bilden  die  zweite  Klasse  K  u.  s.  w.,  bis 
man  zum  letzten  Punkte  üf .  kommt.    Man  hat  also  die  Klassen : 

p    q  F    9 

Kt=Aß^'\'Ä  ß  '«*+...    -f.il  ß  ^a  ^, 

Ä,  =  A^ß  *a  '-{-Ä^ß  '«*+.•.   +Ajß  ^a  * 


Werth 


p     q  q 

Das  erste  Glied  der  ersten  Klasse  enth&lt  kein  a,  das  letzte  der  letzten  Klasse 
kein   ß.     Das    letzte  Glied  einer  jeden  Klasse  ist  das  erste  der  folgenden.    Der 

i/4=  ^       zeigt  die  Potenz  von  ß  an,  wo  man  j»  ,  p-,  q  ,  q^  irgend  zwei  Glie- 
V      9 

dem  Yon  Üf.,   AT,  •  .  .   entnimmt.    Also  in  K^   ist  ß  Yon  der  Ordnung  — '- — » 

in  K^   von  der  Ordnung  ^— — -  n.  s.  w. 

^n^P, 
Zlhler  und  Nenner  dieser  Bräche  sind  ganze  SSahlen,  der  Nenner  gibt  also 

an,  wieviel  Werthe  die  Bmchpotenz  ß=xaf^  hat,  und  somit  ergibt  die  erste 
Klasse  p-^p    Werthe,  die  zweite  p  —p    .  .  .,  also  im  Ganzen: 

A)  P''P^+P,i'^Pt+P^''Px'^  •  •  •  "^Pg-P' 

so  dass  sich  anf  diese  Weise  alle  Wurzelwerthe  itlr  die  dem  mehrfachen  Pnnkta 
benachbarten  ergeben.  Gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  muss  die  in  der 
letzten  Figur  constmirte  gebrochene  Linie  convex  sein,  und  dies  zeigt,  dass  in 
eot^=^   also  der  Winkel  ^,   welchen  die  auf  M^M    senkrechte  Linie  mit  der 

Axe  OX  macht,  abnimmt,  so  dass  ^  immer  wiichst,  woraus  dann  folgt: 

< -< <  .  .   . 


p-p,  p^-p,   r-Pi  r^-r, 

also: 

„Jede  der  Klassen  gibt  immer  Werthe  von  /f,  die  von  einer  hohem  Ordnung 
sind  als  die  vorhergehenden.'* 

Betrachten  wir  jetzt  eine  der  Gleichnngen,  etwa : 
oder: 

A^ß  '      *+  V  «  ^4-  .  .  .  +\a  •       '=0, 

wo  die  Ordnung  der  Werthe  von  ß  also  ist: 

uz: . 

P  "P 
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Mögen  Zfthler   nnd  Nenner  den    gr6«0ten    geoMinsehaltlidien  Factor  ^  habes» 
and  sei: 

r 
Alle  Glieder  der  Gloichupg  sind  femer  yon  derselben  Ordnung,  also: 

oder  wenn  man  mit  $  mnltiplicirt : 

Jeder  der  gleichen  Ansdrflcke  ist  also  dnrch  s  theilbar,  also  aaeh  s.  B.  ^(p^—p^)f 
nnd  da  r  und  $  keinen  Factor  gemein  haben,  anch  Pa.—P  *    ^^' 

— — =v. 

WO  also  yf  eine  ganse  Zahl  ist;  man  hat  dann: 

also: 

nnd  die  Gleichnng: 

yerwandelt  sich  in  eine  yon  der  Form: 

BetMn  wir  hierin: 

ß  =xa  , 
SO  ergibt  sich: 

2)  A  «^+  A^x^+  .  .  .  +il^  =0. 

Wir  nehmen  Eunlchst  an,  es  mOge  diese   fachen  Punkte   geihnden  werden   kann, 

Gleichnng  nnr  ungleiche  Wnnseln  haben,   dnrch   eine  Reihe,  die  nach  ganaen  po- 

8ie   sind   sämmtlich   von  Nnll  yerschie-  1 

den,  nnd   seien  a;.,  a;,  .  .  .  v  .    Setzt     .  .        ^  T     . 

„    ,.  "        .     V'  sitiyen  Potensen  yon  a  *     fortschreitet» 

man  s.  B.  die  erste  Wurzel  «|  ein,  so  1 

ergibt  sich:  ■-- 

I  und  (X| «  )  '   ist  eben  das  erste  Qlied 

—  der  Entwickelung.^* 

«;«    AnmA^^^     wiii«!.».  .    w^^v^   u-*        Letstcres  ist  nämlich  an  sich  klar,  da 
ein   Ausdruck,   welcher  s    Werthe   hat,      .^  ^^^  Abnahme  von   «   aUe   Übrigen 

ALfrJ^^'iJLTJ"^""'  ^  "''"   Gli«l*r    verschwinden,       Brstere.    f£^ 
f&hrt,  hat  man  schliessbch:  ^^^^^  ^^  nothwendig  ß  nach  PoteS- 

Werthe.     So   mit  jeder  Klasse  yerfah-  sen  von  a"*  entwickelt  werden  kann  (yer- 
rend,  ergeben  sich  alle  p,  gleiche  Abschnitt  21),  wo  m  kleiner  als 

„Diese     angenäherten    Werthe     yon  P  ^^L  «>«*<*  p  ist.     Die  yerschiedenen 

i  den  K  entsprechenden  Klassen  kOnnen 

—  nnn    wegen   der    Gleichnng   A    hOch- 

ß^(x  a  )  *    feigen,   dass    die  entspre-  stens  aus  p— ^  P^'^Pm.  *•  ••  ^-  Wer- 

chende  Gruppe  yon  Werthen  ß  auch  für  then  bestehen,   da  sonst  ihre  Gesammt- 
endliche  Bnüemungen   yon  dem  mehr-  zahl  p  Überschreiten  würde. 
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Es  ist  ilfo  in  B«Mig   auf  die  einer  j^ 

Gieichnng,  etwa:  _     g  *     ^  to 

j^  _Q  ir_0|  ,     ß  —  x^    «C|  +ßi, 

1.  j  ^  \  n  1.A  •  itr*  ^*  ergibt  nch  dann  eine  Oleichnng  swi- 
entoprechenden  /l  der  Punkt  em  Wm-  ,^^„  ^  „„^  ^  ^.^  ^^^  Gleichung  1) 
dungspunkt  von  hOehsteni  p^-p^   oder   g^„^  ^^^^  j^^^.  ^.^  ^.^^  ,,  unendlich 

yster  Ordnung.  kleine  Werthe  Ton  ß^  geben,  denn  su 

Da   aber  in  den  Entwickelnngen  der  jedem  Xi   gehören  ja  i  Wer^e   ron  ß, 

/S,  die  hierhin  gehören ,  die  Coefficienten  die  Ordnung  dieser  ß^  aber  muss  höher 

1  als     die    rte    sein    in   Beiug   auf   a,. 

'T  Diese  neue   Gleichung    wird    gana   wie 

der  Anfangsglieder  x^      Ton   einander   Qleichnng   1)   behandelt,   Ahrt  also  au 

▼erschiedem  sind  (es  war  angenommen,  Gleichungen,  die: 

dass  diese  ungleich  seien),  so  theilt  sich  ^t=0,  K^=0  .  •  . 

^ese  Klasse  wieder  in  y  Gruppen,  und  „^       ,j„^      y^„  letateren  aber  sind 

Ar  jede  derselben  kann  der  m^l^die  nur  die  an  berück  sichtigen,  welche  Werthe 

Punkt  höchstens  ein    Windepunkt   iter  ^^^  ^    ^     ^^^     die  in  Besng  auf  a, 

Ordnung  sein.    Das  ist  «^  aber  such  in  ^^„  {[Jj^^^J^  Ordnung  als  der  neu  sind. 

4*u  That,    denn   wAre   dies    ti»ft  der  j^  ^„^  ^.^^^^  GleicSungen  ir=0  wird 

Fall,   so  mfissten  sich  die  $  sngehöngen  ^^^^  gesetst : 

Werthe  Yon   ß  noch  in  andere  Gruppen 

aerlegen  lassen.    Möge   eine  solche  ans  ß.^^zz«  **■« 

j'  Grossen  ß  bestehen,  wo  §'  also  klei-  ^^    ,         ^,-  *       *'      _  _. 

ner   als    s  ist,    so  f^ide  Entwickelnng  «'  P*"«»^  ^T^^  «»»»5  Zahlen  r 

'  1  ^*  und  f  I  gans  wie  oben,  und  man  erhalt 

-^  die  der  Gleichung  2)  analoge: 

nachPotenxen  von«    statt, nnd es m&sste  ^         ^   *»,  .  »  „U»^  .  /v 

r  1  8)        '^ir^+Ä|{^^+ .  .  .  =0. 

-  ein  Vielfaches  Ton^  sein,  also:         y^„  ^^„  ^^^^^  ^.,  ^^^„.^  .j^  ^„^. 

.  halte   keine  gleichen  Wnraeln,  nnd   sei 

—  ss--p,  li    eine    derselben,   so    hat    man    wie 

•       •^  oben : 
was,  da  r  nnd  s  keinen  Factor  gemein  i      i-^ 

haben,  nur  möglich  wäre,  wenn  p=:mr,  ---     -p 

f'=:ms  w&re,  also  s'  grösser  als  s,  was  'i  =f  i   ^«i   ^» 

der  Voraussetsung  widerspricht.  also: 

„Es   zeigt  unsere  Betrachtung    also.  i  ^       ^i         *     ** 

dass  der  mehrfache  Punkt  in  Besag  auf  T     r        7*      s"        TT 

je  y   der  Gleichung  IC,  =0  entsprechen-  ß^*%.     «i  +li   '  «i   ^  =  ap|     « 
den   Wnraelwerthe    ein    Windungspunkt  i     ^ 

f  ter  Ordnung  ist.  Er  ist  für  alle  diese  Wur-  -^  —^ 

sein  ein   Windungspunkt   von   Ordnung  4-li   ^ft  '^. 

P^  —  V^^  ''««n  »=1  wt;  «  ist  gar  kein  ^i  findet  also,  da: 
Windnngspnnkt  in  Besug  auf  diese  Klasse  r       r  s  ^ 

der  /J,  wenn  f  =  l  ist.    Gleiches  gilt  für  T^TT 

alle  fibrigen  Klassen.**  ^ 

Es  ist  aber  jetst  noch  der  Fall  su  un-   »*»   ^^  d«'  '^^^  ^'"  Fortschreiten  nach 
tersuchen,  wo   einige  der  Wurzeln  der  _L. 

Gleidinng  2)   gleich   sind.     Möge  sie  I  potenaen  von  «'*«    statt,  und  ß  muss 
gleiche  Wuraeln  x^  haben.  ^,^^1  dem  Taylor'sehen  Salae  nach  die- 

Dann   gibt  jeder  von  ihnen  herrüh-  ,^,  q^^^^^  entwickelt  werden.    Man  er- 
rende    Ausdruck     I    Werthe     von    ßx  j^^j  ^„j  ^^^  yf^x9%    wegen   der  Viel- 
i  1 

^'».•'^^L**"^    ^'*^u*  ^^**T*^!?'  deutigkeit  von  i»**^  ss,  Werthe /l;  eine 
meL     Diese    entsprechenden   *  Werthe   ,^^.»  ^^^  „^„^^  Gleichungen: 

von  ß  können  sich  also  nur  m  dem  fol-  

genden    Gliede  .  der    Entwickelnng   von  ^  ='^ 

einander  unterscheiden,  und  es  muss  an  wird  fs,  Werthe  ß  geben,  so  dass: 
diesem  vorgeschritten  werden.    Man  setzt  »  JLm  jl  j.«  —  i 

somit  in  die  Gleiehung  1):  «i-r*f+  •  •  •  •<■%—• 
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ist  Denn  da  «lle  übrigen  Wnrseln  bestimmt  sind,  so  bleiben  nur  noch  $  t  flbrig. 
Der  Windangspunkt  ist  also  in  nnserm  Falle  von  der  Ordnung  i  s^.  —  Hätte 
auch  Gleichung  3)  gleiche  Wnneln,  so  w&re  das  eben  gegebene  Verfahren  su 
wiederholen;  man  ertiielte  in  der  Entwickelnng  der  ß  ein  drittes  Glied,   und  es 

1 

würden  sich  «  S|,f,  Werthe  von  ß  nach  Potenzen  you  «"■'*  entwickeln  lassen. 

Beispiele. 
I.    Sei  gegeben: 

«*'*-(»-«)(«-«i)(»-«i)  ...  =0, 

wo  a,  a^, «,  ungleich  sein  sollen.    Für  s=a  ergibt  sich  ein  mf acher  Punkt,   wo 

«=0  ist.    Da  für  diesen  Werth  aber  x^  nicht  yerschwindet,  bilden  alle  m  Werthe 

einen  Cydus.     Der  Punkt  ist  ein  mfacher  Windepnnkt,  in  dessen  Nahe  u  sich 

1 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (s— a)      entwickeln  lAsst. 
IL    Sei  gegeben: 

•*"*-(»-«)' (»-«./^(•-a,)'«   ...  =0, 

wo  ebenfalls  tf»«!,  «^  .  .  .  ungleich,  und  /  grosser  als  Eins  ist.    Für  %=a  findet 

df 
eben&lls  ein  mfacher  Punkt  statt,  aber  -^  verschwindet  in  diesem  Falle.     Man 

setzt  also: 

«=«+«,    uzzß, 
und  erhalt: 

ß^-a(ti  —  Ä,  +  «)'» («  —  «,+  «/■    ...  =0. 
Die  Glieder  i,  welche  zu  nehmen  sind,  beschrinken  sich  auf: 

wenn  man  setzt: 

(«— aj'»  (a-^aj»  .  .  .  «  Ä. 
Es  ergibt  sich  also  auch  nur  eine  Klasse: 

m 
Ist  ^  der  grosste  gemeinschaftliche  Factor  von  m  und  ^  «= — ,  so  hat  man 

also: 

Die  Werthe  von  u  zerfallen  in  <p  Systeme  von  je  s  Wurzelwerthen .  die  sich  inner* 

1 

halb  des  Convergenzkreises  nach  Potenzen  von  (s — a)'  entwickeln  lassen. 
III.    Sei  gegeben: 

2  1 

Diese  Gleichung  hat  für  s  =  Ki;?  me  doppelte  Wurzel  «=770  und  eine  einlache 

öyo  fo 

«=  — ^;  es  findet  also  ein  Doppelpunkt  statt 

dz 
Der  Punkt  ist  also  für  zwei  Werthe  «^  «,  ein  doppelter  Windepunkt,  Ar  n. 
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keiner,  und  die  beiden  entern  lassen  sich  nach  Potenzen  von  Iz  —  oTo)^     ®°^ 
wickeln.     In  der  That,  setit  man: 

_    2  _  1 

so  ergibt  sich: 

oder  wenn  man  a=n,', /9=rft^v  annimmt: 

V3«»4-l+«it>'=0. 
Wird: 

bierin  eingesetzt,   und  die    Coeffidenten   der  verschiedenen  Potenzen  gleich  Null 
genommen,  so  bekommt  man: 

V3      ^  24V3»  ^^^ 

für  «2  denjenigen  Werth,  welcher  entsteht,  wenn  man  imit — i  vertauscht.    Also: 

"'"^^     V3^*      3y3/  "*■  6  V      3y3/        24 V3«  ^'      ^^^^       *  *  *' 

11,  wird    hieraus   gewonnen,    wenn    man    das  Zeichen   von  t  ändert.  —   Nur  für 

2 

i=  —  zr^   findet    noch   ein  mehrfacher  Punkt  statt.     Die  Entwickelnug  gilt  also 

so  lange,  als  der  s  entsprechende  Punkt  innerhalb  des  um  den  Doppelpunkt  mit 
Radius  ^r^  geschlagenen  Kreises  liegt.    In  demselben  Gebiete  kann  u,  nach  gan- 

2 

zen  Potenzen  von  s— 0170  entwickelt  werden.    Man  erhält: 

o  f  o 

•*»"^     V3       3  V      3V3/''"9V3V      3^3/       81 V     3V3/  ""  '  •  * 

IV.     Sei  endlich  gegeben  die  Oleichnng: 

^(„-4)»-|_B(u-6)»(«-fl)+C(ii-Ä)*(2-a)*+D(ii-5)*(t-ö)» 

+E(u-6)(«-a)»+F(»-fl)''+ö(ii-*)»+Ä(«-4)*(»-Ä)»  +  /(»-«)»*  =  0, 

wo  die  Coeffidenten  Ä,  B,  C,  D,  E,  F  nicht  gleich  Null  sind.    Fflr  z  =  a  ergeben 

dr(u,  z) 
■ich  sieben  gleiche  Wurzeln  tf=6,  und  es  wird  für  diese  Werthe  ~~ — ^  der  Null 

gleich.    Somit  ist  zu  setzen: 
wo  sich  dann  ergibt: 

Das  Polynom  X  aber  besteht  aus  den  Gliedern: 

Aß^+Bß*  «-fC^*«*+D/f*«»-fE^  «»+*•«•. 

Denkt  man  sich  die  gleichen  Gliedern  gehörigen  Exponenten  von  ß  und  a  bezflg- 
lich  als  Abscissen  X  und  Ordinaten  Y^  so  ist: 

jr=7,  5,  4  2,  1,  0 

F=0,  1,  4.  5,  7,  9 

zu  setzen. 

>*  Wenn  man  in  der  angegebenen  Weise  die  mit  der  Absdssenaxe  zusammen- 
fallenden Linien  um  Punkt  (7,  0)  dreht,  so  wird  man  zuerst  auf  Punkt 
(5,  1)  kommen.  Es  ist  nämlich,  wenn  X^,  Yi  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
sind,  durch  welchen  die  gedachte  Linie  znerst  geht,   die  Tangente   des  DrehnngSr 

38 
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Y  Y 

Winkels  gleich  ^^j^I  Y  >  ^^^  ^'^*^  GrOste   ist  so   klein  als  mOglich  in  nehmen. 

Für  Punkt  (5,  1)  ist  sie  gleich  ^;  dies  ist  der  kleinste  Werth,  da  in  der  Reihe 
der  Y  alle  Werthe  wachsen,  in  der  Reihe  der  X  ahnehmen. 

TJm  den  n&chsten  Fankt  zn  finden,  mOssen  X,,  Y.  so  srew&hlt  werden,  dass 
Y    '-  Y  i       1        o 

•^ -A  möglichst   klein  wird.     Dem  genügt  Punkt  (2,  5),  wo  diese  Grösse  } 

betragt;   es  folgen    dann   gleichzeitig  die  Punkte  (1,  7)    und  (0,  9),  denn  beide 

geben  den   Werth      *  "^^  =  2.    Es  sind  also  drei  Klassen  K  vorhanden: 

JLj         Xg 

K^  =  Aß^-^Bfi*  tt. 

Kg  =  Dß*  «»4-E^a'  +  FaV 
Für  JiTi  hat  man: 

*=2,    7>  =  1, 
und  die  Gleichung  2)  wird: 

^«4-5  =  0. 
Es  entsprechen  ihr  zwei  Functionen  «^   und  m,,  welche  sich  nach  Potenzen  von 

(z  —  f{)^  entwickeln  lassen.  —  Für  HC,  ist: 

<  =  3,    ^'  =  1. 
Die  Gleichung  2)  gibt: 

Es  entsprechen  ihr  3  Functionen  «g,  u«,  u, ,  die  nach  Potenzen  von  (z — «)' 
fortschreiten.    Endlich  gibt  die  dritte  Klasse  Kg : 

j  =  l,    ^'  =  2. 

Hian  erh&lt: 

Wenn  diese  Gleichung  zwei  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  entsprechen  ihr  zwei  Wur- 
zeln ii„  Ujf  die  nach  ganzen  Potenzen  Ton  z — a  entwickelt  werden  können.  — 
Hat  dagegen  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  ist  in  die  GleichuDg  1)  zu 
setzen:  a  =  a^  ßz^xn'^i-ß'.    Bringen  wir  dieselben  zuvor  auf  die  Form: 

nnd  berücksichtigen,  dass,  wenn  Gleichung: 

Dx*+Ex+F=0 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat^ 

2/>a:-f-K  =  0 
sein  muss,  so  ergibt  sich: 

D/9'>a»+^(jt»a>*-f-  .  .  .)+^(**«''+  ...)+^(**«'*+  ...)4-G  (»•«»•+  . . .) 
Die  Klassen  K'  rednciren  sich  auf  eine  einzige : 

wenn  /  nicht  gleich  Null  ist.    Man  erhAlt: 

r,  =5^    #4=2,    ^►i=l, 

und  68  wird  die  Gleichnng: 

!>{+/= 0, 

die  nur   eine  Wurzel  hat.     Da  11^=2   ist,  so  vereinen  sich  in  diesem  Falle  die 

Wurzeln  u^  und  w,  zu  einem  System,  und  sind  beide  nach  Potenzen  von  (z — a)^ 
m  entwickeln.  •—  Ist  dagegen  /  gleich  Null,  so  hat  man:  ' 


